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Ce poly donne une introduction aux formes modulaires. Dans la premiere partie les
références sont les notes de Chenevier [1] et le Cours d’arithmétique de Serre [6]. Pour
cette partie le lecteur est supposer juste maitrise les bases de I'analyse complexe. Dans la
deuxieme partie on suivra les notes de Dat [2] et le livre de Diamond-Shurman [3]. Dans
cette deuxieme partie le lecteur devrait étre familiarisé avec les surfaces de Riemann.
Si vous trouvez des coquilles faites-le moi savoir !

1. Formes modulaires pour SLy(Z)

1.1. Action de SLy(Z) sur le demi-plan de Poincaré.— Soit K un corps. Le groupe
GLy(K) agit naturellement sur K? puis sur I'ensemble P'(K) des droites vectorielles de

ce dernier. Cette action est triviale sur le centre K* et se factorise en une action fideéle de
PGLy(K). On pose

K = KL {c0}.
Cet ensemble s’identifie & P'(K) en envoyant tout élément 2 € K sur la droite engendrée

par ( i ) et le symbol oo sur celle engendrée par ( (1) ) Par transport de structure on

en déduit une action de GLy(K) sur IA{, que l'on notera (v, z) — ~z. Explicitement, si ~y

désigne 1’élément ( (é Z ) de GLy(K) et si z € K est tel que ¢z 4+ d # 0 on constate les
égalités :
2 az+0b azth
— — cz+d
(1.1) 7(1) (cz—l—d) (cz+d)( ] )
et ’on retrouve la formule bien connue vz = ‘;::3 De plus si on a ¢ # 0 (resp. ¢ = 0)

alors yoo = ¢ et ’y(_?d) = 00 (resp. d # 0 et yoo = 00). Ces bijections de K sont appelées



2 ALBERTO MINGUEZ

homographies : par exemple ( 8 le ) correspond a I’homographie ”affine” z — az + b

O _1 NEEIA R : 99 —1
et a 7"linversion” z — —.
1 0 z

Etant donné 1'élément v = ( Z cbl) de GLy(K) il est coutume de noter j(v,z)
I’application
K —- K
z = cz+d.

La formule (1.1) nous dit que j(v, z) satisfait la relation dite de cocycle :
(1.2) i 2) = i(,7'2)i(, 2)
valable pour tous v,v" € GLy(K) et tout z € K.

1.1.1. Ces rappels s’appliquent a K = C auquel cas C n'est autre que la sphere de
Riemann. Le sous-groupe GLy(R) de GLy(C) agit par restriction sur cette sphere, en

préservant R, ainsi donc son complémentaire C — R. Cet ouvert a deux composantes
connexes, 'une d’elles étant 'ouvert :

H={reC:Im7 >0}

appelé le demi-plan de Poincaré. Si~y = ( CCL Z ) € GLy(R)et z€ C—Ralors cz+d # 0

et

Im 2z
1.3 I =dety—m—.
(1.3) myz = dety s

En particulier SLy(R) préserve le demi-plan de Poincaré. L’action des homographies de
la forme at + b avec a € Rsg, b € R montre bien que l'action de SLy(R) sur H est

Z fixe 7 si, et seulement si, a = d et
b = —c. La condition du déterminant donne en plus a? +b? = 1 donc le fixateur de ¢ dans
SLy(R) est SO2(R). Cela implique que I’application -y — 7i induit une bijection

1.1.2. Analysons l'action du sous-groupe SLy(Z) sur H. Pour des raisons que 1'on
comprendra plus tard on note I'(1) = SLy(Z). Deux éléments importants de ce groupe

sont S = ([1) _Ol)etT: (é 1),C’GSt—éL—diI‘eST:—%etTT:T—l—l. On a
0 —1

S?=—1I,, ST = ( 11 et donc (ST)? = —1I,, S(i) = i, ST(p) = (p), ou p = /3.
On pose # ={r € H: [Re7| < 1 et |7| > 1}.

transitive. Un petit calcul montre que ( ch

Théoréme 1.1. — (1) Pour tout T € H, il existe v € I'(1) tel que vy € F.
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FIGURE 1. Le pavage de H par la I'(1)-orbite de .%#

(2) Si T, 7" sont deuz points distincts de F tels que I'(1)7 = I'(1)7" alors :
(a) Soit Ret ==+1/2 et 7' =7+ 1.
(b) Soit |[7| =1 et 7/ = —1.
(3) Si T € F alors le stabilisateur de T dans I'(1) est {+1} sauf si 7 = i (resp. p,
—p?), auquel cas c’est le sous-groupe engendré par S (resp. ST ).

Démonstration. — Soit 7 € H fixé. La forme quadratique
R? — R?
(c,d) + l|er +dJ?

est définie positive. Elle admet donc un minimum sur Z? — 0. D’apres la formule (1.3)
il y a donc un sens a considérer 'ensemble E C I'(1)7 des éléments 7’ tels que Im 7’ soit
maximal. Il est invariant par 7/ — 7’ 4+ 1 de sorte qu'il existe 7" € E tel que |Re7’| < %

Mais —% € D(1)7 et Im = = Iﬁ“gl donc |7'| > 1. Ainsi 7 € I'(1)7 N .Z.
Observons que cette démonstration montre en fait que Gt N .Z # () on G désigne le
sous-groupe de I'(1) engendré par S et T
Pour montrer (2) et (3) considérons 7,7" € .%# (non nécessairement distincts) tels que

Im7" > Im7 et tels que 7/ =7, o v = CCL 2 € SLy(Z). Par (1.3) on a |er +d| < 1

et en particulier |cIm 7| < 1 donc |¢|] < 1. Si ¢ =0 alors d = a = £1 donc %7 est une
puissance de T et on est dans le premier cas du (2). Sinon on peut supposer ¢ = 1, quitte
a remplacer v par —y. On voit sur le dessin que |7 + d| < 1 entraine || = 1 et que 'on
est dans I'un de cas suivants.
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(1) 7#p,—p* et d=0. Onaencoreb = —1let 7' =a—1, puisa = 0 car [Re=| < 1/2.
Ainsiy=Set 7 =7=1.

(2) T=petd=0,—1. Sid=0on aencore b= —1, T’:a—%:a—pz. Cela montre
que soit 7' = p? a=0,v=+S5, soit 7' =7, a=—1et y=(ST)>

(3) Le cas 7 = —p* et d = 0,1 se traite de manicre similaire au cas (2).

O

Définition 1.2. — Soit I' C SLy(R). Un domaine fondamental pour 'action de I" dans
H est un ouvert connexe D tel que :

(1) Pour tout v € I', yD N D # () implique v = 1.
(2) On a H = U,epryD ot D désigné 'adhérence de D.

Corollaire 1.3. — Int(.%) est un domaine fondamental de laction de I'(1) sur H.

On peut aussi profiter pour prouver le corollaire suivant (qui peut aussi étre montré de
maniere directe sans difficulté).

Corollaire 1.4. — I'(1) est engendré par S et T.

Démonstration. — Soit G le sous-groupe de I'(1) engendré par S et T'. Soit 7 € Int(.%)
et soit v € I'(1). D’apres la remarque apres la preuve du (1) ci-dessus, il existe g € G tel
que g~y € Z. Ainsi g~y € SLy(Z) fixe 7. On déduit de (3) que g~y = £I,. Au final
onavy€Gcar —I, =5%€Qq. O

1.2. Formes modulaires pour ['(1). — L’application (f,v) — (7 — f(vy7)) définit
une action a droite du groupe SLy(R) sur le C-espace vectoriel des fonctions H — C,
c’est méme une représentation linéaire. Plus généralement, on définit une fonction f[v]y :
H — C en posant

Fole(m) = (v, )" (7).
Cela a un sens car j(v,7) # 0 pour tout 7 € SLy(R) et tout 7 € H. On vérifie que (1.2)

équivaut a dire que (f,v) — f[v]x est une action a droite de SLy(R) sur l'espace des
fonctions H — C appelée action de poids k.

Proposition-Définition 1.2.1. — Une fonction f : H — C est dite faiblement mod-
ulaire de poids k (de niveau I'(1)) si f = f[y]x pour tout v € SLy(Z). Autrement dit

S1

a b

f (Z;i;) = (cr+d)*f(r), Vr€ H,v( . d ) € SLy(Z).

o ce qui revient au méme si f(T+1)f(7) et f(=1/7) = 78 f(7) pour tout T € H. On dit
aussi que que [ satisfait la propriété d’automorphie ou encore que f est automorphe.

Démonstration. — Comme I'(1) est engendré par S et T, le fait d’étre fixé par I'(1)
équivaut a étre fixé pat S et T. O
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Notons O(H) I'espace vectoriel des fonctions holomorphes H — C. Les homographies
de H étant des transformations bi-holomorphes, ’action de poids k de SLy(Z) préserve le
sous-espace O(H).

Définition 1.5. — Une forme modulaire de poids & (de niveau I'(1)) est une fonction
holomorphe f : H — C telle que :

(1) f est faiblement modulaire de poids k& (de niveau I'(1)).

(2) f(7) admet une limite finie quand Im 7 — oo; on la note f(oc0).

On note M (I'(1)) le sous-espace vectoriel de O(H) des formes modulaires de poids k
(et niveau I'(1)).

Remarque 1.6. — (1) Les relations S? = — I, et f[—I]x = (—=1)¥f montrent que si
f € Mi(T'(1)), alors f = (—1)*f de sorte que My(T'(1)) = 0 si k est impair.

(2) De meme si f € My(T(1)) alors £(i) = fISI(i) = i*£(3) et f(p) = FISTI(p) =
p*f(p) donc f(i) =0sik#0 mod 4, et f(p) =0sik#0 mod 3.

(3) Les fonctions constantes sont des poids 0 (on verra que ce sont les seules). La
fonction 0 est une forme modulaire de poids quelconque.

(4) Si f et f’ sont des formes modulaires de poids k et k' (et niveau I'(1)) alors le
produit ff" est une forme modulaire de poids k + k" (et niveau I'(1)) et donc 'espace

M) = & My(I'(1))

a une structure de C-algebre graduée.
(5) La condition (2) de la définition 1.5 rend l'espace My(I'(1)) de dimension finie.
L’une des choses que 1'on fera c’est calculer les dimension de ces espaces.

Notons que si z € C, alors || = ¢72™m= Soit D = {z € C : |2] < 1} le disque unité
ouvert. On considere 'application
¢g:H — D-—{0}

2imT

T = €

Cette application induit une bijection (T) \H ~ D — {0}. Autrement dit, si f : H — C
est telle que f(7 + 1) = f(7) il existe une unique fonction f : D — {0} — C telle que
f(r) = (@)

Soit f : H — C telle que f(7+1) = f(7). Observons que f est une fonction holomorphe
si, et seulement si, f est une fonction holomorphe sur D — {0}. En effet, pour tout
7o € H, 'application ¢ induit une bijection bi-holomorphe entre le voisinage ouvert {7 €
H : |Re(r — 70)] < 1/2} de 79 dans H et le voisinage ouvert D — R<pe*™¢™ de ¢(7)
(un inverse s’obtient en considérant une branche du logarithme complexe). Si f est
holomorphe il y a donc équivalence entre :

(1) f(7) admet une limite finie quand Im 7 — oc;

(2) |f(7)] est bornée sur {7 € H: Im7 > 1};
(3) |f(q)| est bornée au voisinage de ¢ = 0;
(4) f(q) se prolonge en une fonction holomorphe sur tout D;

A
f
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(5) f (¢) admet un développement en série entiere en 0 de rayon de convergence > 1.

Dans ce cas on dira que f est holomorphe a linfini.

Proposition-Définition 1.2.2. — Soit f € Mi(I'(1)). La forme f admet un unique
développement

f(r) = Zan(f)q”

n>0

avec a,(f) € C pour tout entier n > 0 normalement convergent sur toute partie de H de
la forme ImT > A, A € R.y. Ce développement est appelé développement de Fourier,
ou q-développement, de la forme f et les a,(f) sont ses coefficients de Fourier. On a

ao(f) = f(o0).

Remarque 1.7. — Comme nous le verrons, et de maniére un peu surprenante, la
suite des coefficients de Fourier de chaque forme modulaire est en général d’un intéret
arithmétique considérable.

Si on lache un peu la contrainte de holomorphicité sur les formes modulaires on a la
définition suivante.

Définition 1.8. — Une fonction modulaire de poids k (de niveau I'(1)) est une fonction
méromorphe f : H — C telle que :

(1) f est faiblement modulaire de poids k& (de niveau I'(1)).
(2) f(7) est méromorphe a l'infini, c’est-a-dire, elle admet un g-développement de la

forme f(7) = > an(f)q", avec a, = 0si n << 0.
nez

1.2.1. Formes modulaires comme fonctions de réseaux. — On rappelle qu'un
réseau dans un R-espace vectoriel V' de dimension finie est un sous-groupe A de V satis-
faisant aux contions équivalentes suivantes :

(1) A est discret et V/A est compact;

(2) A est discret et engendre le R-espace vectoriel V;

(3) 1l existe une R-base (ey,...,e,) de V qui est une Z-base de A (c’est-a-dire A =
Zey @ - D Zey,).

Soit # 1’ensemble des réseaux de C en tant que R-espace vectoriel.
Maintenant, un réseau A € Z admet une base (w1, ws) comme Z-module. Toutes les

2
C?. On peut ordonner la base de sorte que Im (w; /wy) > 0. Les bases ainsi ordonnées
se déduisent 1'une de l'autre par action de SLy(Z). On obtient ainsi une bijection entre

bases se déduisent I'une de I'autre par action de GLy(Z) sur le vecteur colonne ( Zl ) €

'ensemble Z des réseaux et I’ensemble SLy(Z)\ 7 des vecteurs Zl € C? avec wy /wy €
2

H modulo l'action de SLy(Z). Via cette bijection, I’action par homothétie de C* sur #Z
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w1

) — w1 /wy induit une
]

correspond a l’action par homothétie sur #". L’application (

bijection de ¥ /C* sur H. On déduit :

w1

Proposition 1.9. — L’application ( o ) — w1 /wy induit par passage au quotient une

bijection entre
Z|C* ~H/SLy(Z) =Y (1).

Remarque 1.10. — Vous avez vu que, a chaque réseau A € C on peut lui associer une
courbe elliptique Fy = C/A. Vous avez aussi vu que deux réseaux A et A’ définissent des
courbes elliptiques isomorphes si et seulement si ils sont homothétiques. Cela donne une
troisieme interprétation de Y'(1) : c’est 'ensemble des classes d’isomorphisme de courbes
elliptiques (le mot “modulaire” renvoie a la notion d’“espace de module”, i.e. d’espace
qui classifie certains objets.)

Revenons maintenant aux formes modulaires de niveau I'(1). Il est intéressant
d’exprimer la propriété de modularité en termes de fonctions sur les réseaux.
Une fonction sur Z est dite homogene de poids k si

VA € #,Va € C*, p(al) = a Fp(A)
Notons A, := 7Z®Z. L'égalité A, = j(v,7) 'A,; montre que 'application ¢ — f définie
par f(7) = @(A;) est une bijection
{Fonctions homogenes de poids k sur Z} <

{Formes faiblement modulaires de poids & de niveau I'(1)}

w1

dont la bijection réciproque est donnée par p(A) = wy " f (w1 /ws) ot ( " ) est n'importe
2

quelle base de A telle que w; /wy € H.
On peut donc identifier les formes modulaires de poids k (et niveau I'(1)) avec certaines
fonctions de homogenes de poids k sur Z.

1.2.2. Exemples: séries d’Eisenstein. — La maniere la plus naive de fabriquer
une fonction de poids k sur & est de poser

1
Gr(A) =) =
wEN*
ou A* = A\ {0}. La fonction correspondante sur H s’écrit
> e
-
o (mt +n)

Proposition 1.11. — Soit k > 4 un entier pair. La série Z(m,n)e(z2)* m est

absolument convergente sur H. On note Gi(T) sa somme. Alors G € M(I'(1)) et
Gr(00) = 2(¢(k). En particulier Gy, # 0.
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Démonstration. — Fixons A, B € Ry et notons Z4 p l'ensemble des 7 € H tels que
Im7 > A et |Ret| < B. Vérifions qu'il existe un réel C' > 0 tel que pour tout (v,u) €
— {0} et tout 7 € P4 p alors |vT + u| > Csup(|v|, |u|).

Soit 7 € P4 p. D’une part pour tout A € R on a |7+ A| > A. D’autre part le cone
{\z:x € D4, € R} apour frontiere les droites vectorielles engendrées respectivement
par B+ iA et —B + iA. En particulier il existe § > 0 tel que |A7 + 1| > ¢ pour tout
A € R. Ainsi C = min(A, §) convient.

Si s > 11l y’a exactement 8s couples (m,n) € Z? tels que sup(|v|, |p|) = s. On déduit

la majoration

2 <G Z
(m.n)€(2?)*
pour tout 7 € Y4 p. Ainsi, la série de 1'énoncé est normalement convergente sur Y4 p.
En particulier G (7) est une fonction holomorphe dans H. Par convergence absolue de
G (7) les bijections (m,n) +— (m,n +m) et (m,n) — (n,—m) entrainent les identités

Gr(T + 1) = Gi(7) et G(—1/7) = 7°G},(7) pour tout 7 € H.
Enfin faisons tendre Im 7 vers I'infini. Par invariance sous 7', on peut garder 7 € %, ;.

La fonction 7 + —L— tend vers = ou 0 selon que m = 0 ou non. Par convergence
(m7+n) n

uniforme de Gy, sur %;; on peut intervertir limite et sommation et l'on obtient que

]

2( sm Cr € Mp(T'(1)) la série de Einsenstein
normalisée de sorte que 1'on ait Fy(oco) =1. LI apphcatlon
My((1)) — C
[ floo)
est une application linéaire. Son noyau, noté Si(I'(1)), est le sous-espace des formes

modulaires paraboliques (”cuspidal” en anglais). Si & > 4 il est donc engendré par tous
les éléments de la forme f — f(0c0)E}.

Remarque 1.12. — Si k > 4 on pose Ej, =

Corollaire 1.13. — Pour tout entier pair k > 4 on a My = S d CG}.

Remarque 1.14 (Lien avec les courbes elliptiques). — Soit A € #Z et considérons
la série de la variable x € C
-2
D G ap

Elle converge normalement sur tout domaine fondamental pour A, une fois qu’on enleve le
nombre fini de termes qui y ont un pole. Cette fonction est donc A-périodique, holomorphe
en dehors de A et possede des poles d’ordre 3 en chaque w € A. Cette fonction admet une
primitive, la fonction p, de Weierstrass en x € C

ARERS YN

weA
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elle aussi A-périodique et méromorphe, mais avec des poles d’ordre 2 en w € A.
Ainsi p, et @), descendent en des fonctions méromorphes sur C/A. Les Gi(A) appa-
raissent dans le développement de Laurent de o, :

oA(r) = o5+ D2k — )G (D)a? 2

En raisonnant sur les poles possibles d’une fonction méromorphe générale sur C/A, on
montre que les corps de fonctions méromorphes A-périodiques .#Zc/a est égal a C(py, ¢ ).
Avec le méme genre d’idées, on montre que la fonction

O'F — 493 + g2(A)pa + g3(A)

(ot go(A) = 60G4(A) et g3(A) = 140G¢(A)) est holomorphe, donc constante, puis nulle.
Ceci donne une présentation du corps .#c/a et montre que I'application

C/A — P*C), 2 £ 0 [p(z) : ¢/(z) : 1], 0+ [0:1:0]
est un isomorphisme de C/A sur la surface de Riemann associée a la courbe elliptique
d’équation
(1.4) y® = 4a® — go(N)x — g3(A).

w1

Cette courbe est non-singuliere : si ( o € C? est une base de I' et que 1'on note
2

e1 = pa(w1/2), e2 = pa(w2/2) et e3 = P (3£2) on montre que (1.4) s’écrit sous la forme
y? =4(x —e1)(x — e)(x — e3).

Définition 1.15 (Fonction A de Jacobi). — La fonction A =
forme modulaire parabolique de poids 12 et niveau I'(1).

5 (B3 — E3) est une

On verra plus tard qu’elle est non nulle (d’apres la remarque 1.6(2.16) il suffit de voir
que F4(7) # 0). On peut aussi montrer que, a une constante non nulle pres elle coincide
avec les discriminant de la courbe (1.4).

1.3. Calcul des dimensions. — Le théoreme principal de cette section est le suivant :

Théoréme 1.16. — Soit k € Z.
(1) L’espace My(T'(1)) admet pour base les E;E§ avec (r,s) € N? vérifiant 4r +6s = k
(c’est-a-dire l'algebre M(T'(1)) est l’algébre des polynomes en Ey et Eg).

(2)
0 st k impair
dima(My(T(1))) =< L] si k=2 (mod 12)
[ £]+1 sik=0,4,6,810 (mod 12)
(3) La multiplication par A définit un isomorphisme :

Mi—12(I'(1)) >~ S(I'(1))
f = Af.
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Démonstration. — Le plan de la preuve est le suivant :

(1) On calcule a la main les dimensions de M (I'(1)), k& < 10.

(2) On prouve (3).

(3) Par récurrence et le corollaire 1.13 on déduit (2).

(4) On prouve (1).

Soient f € Mg(I'(1)) et P € H. L’entier n tel que f(7)/(t — P)™ est holomorphe
et non-zéro en P s’appelle 'ordre de f en P et on le note vp(f). On note aussi ep le
cardinal du stabilisateur de P dans PSLy(Z). Les entiers vp(f) et ep ne dépendent que
de la I'(1)-orbite de de P (pour ep c’est clair; pour vp(f) cela découle dur fait que pour
tout 7 € [(1), on a f(yP) = j(v, P)* f(P)).

De plus d’apres le théoréme 1.1, on a e; = 2, e, = 3 et ep = 1 si P n’est pas dans
Porbite de 7 ou p. On note enfin v, (f) Iordre d’annulation de f en 0. La clé dans la
preuve du théoreme 1.16 est le lemme suivant :

Lemme 1.17 (Lemme k/12). — Soient k € Z, f € Mg(I'(1)) non nulle. On a la

relation : ) L
Up _ 5
Pel\H
Remarque 1.18. — On peut aussi écrire cette formule sous la forme
vilf) | vp(f) k
1. 00 —_ 4 = —
(15 )+ 5 S ) =

la somme portant sur les points de I'\H différents des classes de i et de p.

Remarque 1.19. — Toutes les quantités de cet énoncé sont positives et il fait partie de
I’énoncé que la somme de gauche est un faite un somme finie.

Démonstration. — Soit f € M(I'(1)) non nulle.Rappelons que la I'(1)-orbite de tout zéro
de f rencontre le domaine .#. Sir > 0 est un réel, posons Q, = {7 € H,Im7 > r}. La
fonction f étant holomorphe en 0, il existe 7 > 0 tel que f n’admette pas de zéro dans ©,.
La partie .# — (), étant compacte, la fonction holomorphe f n’y admet qu'un nombre fini
de zéros (qui sont isolés). Cela montre que le nombre de I'(1)-orbites de points constitués
de zéros de f est fini (et donc que la somme apparaissant dans la formule (1.5) a tous ses
termes nuls sauf au plus un nombre fini d’entre eux).

Considérons le contour € indiqué par la figure 2. Sur cette figure, les zéros éventuels de
f qui sont dans 0. — {i, p, —p*} et de partie réelle 1/2 (resp. de module 1) sont notés A
(resp. ). En particulier ce contour ne contour ne contient aucun zéro de f. On suppose
que chaque portion de cercle dessinée est de rayon suffisamment petit de sorte que le
disque bordé ne contienne que le point indiqué pour éventuel zéro (c’est-a-dire 4, p, —p?,
I'un des A, A + 1 ou 'un des p, —1/p).

Nous noterons vxy le chemin portion de € allant de X a Y (dans ce sens). Le chemin
vprg est par définition le chemin Tyg4. De méme on a choisi yvorp = Svcp. Enfin on
suppose que Vg4 est de partie imaginaire r suffisamment grande de sorte qu’aucun zéro de
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FIGURE 2. Le contour € dans la preuve du lemma k/12

f ne soit de partie imaginaire > r. L’existence d’un tel contour est justifié par le fait que
les zéros sont isolés. Remarquons qu’on a construit notre parcours de sorte que chaque
['(1)-orbite d’un zéro contient exactement un représentant dans U'intérieur de € sauf pour
1 et p qu’on laisse a l'exterieur.

La formule des résidus s’écrit alors :

LI, e,
i J 7= e

la somme portant sur les points de I'\H différents des classes de i et de p.
Examinons maintenant les contributions des diverses portions du contour.

(1) Les fonctions f et f" étant T-invariantes on observe d’abord que :

f/(T)dT = / () dr fl(T)dT.

ap (7) o, @)

(2) Le chemin w(t) := e2™e4() est un cercle de centre 0 dans D faisant un tour dans
le sens indirect. On en déduit :

Lo, 1 [P,
2ir |, F(7) =5 . 7(q) dq o (f)-

(3) De plus par modularité on a

(foS)(T) Kk f(1)
foS(r) 7 [f(7)
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de sorte que :

! f/(T)dT = ! EdT + ! f/(T)dT

2im J, ., f(7) 2im oy T 2im Sy f(7)

avec Yorp = SYcB-

Lorsque le point B’ tend vers p, C' tend vers i, et lorsque les portions de cercles autour
des points notés p sont de rayon tendant vers 0 alors 'intégrale % f”/B/c % tend vers I'angle
orienté défini par p, 0 et i c’est-a-dire —%.

(4) De méme lorsque B et B’ tendent vers p alors U'intégrale de chemin

1 f'(7)

U BB’ f(T)

tend vers I'angle orienté défini par B, i et B’ (c’est-a-dire —%) multiplié par v,(f).

(5) Enfin lorsque C' et C’ tendent vers i alors I'intégrale de chemin

1 f'(7)

i Jyper F(T)

dr

dr

tend vers mv;(f).

On conclut mettant les identités bout a bout. O

Montrons finalement le théoreme 1.16
On sait que Mg(I'(1)) est nul si k est impair. Si on fait £ = 2 ou k£ < 0, puisque chacun
des ord:(f) dans (1.5) est > 0, on constate qu’il n’y a pas de f satisfaisant cette égalité.
Donc
M(I'(1)) =0

sik=2ouk<O0.

On a pour les mémes raisons que S, = 0 si k < 12 car v(f) > 1 et My = C. On
déduit du corollaire 1.13 que S, = CE}, si k = 4,6,8 ou 10.

Si on applique la formule (1.5) a k = 4 et f = E,; on déduit que E4(i) # 0 (car E4(p) =0
par la remarque 1.6(2.16)) et donc A # 0 car A(i) = < E4(4)>.

1728
Si on applique la formule (1.5) & A, on en déduit que

Si»(T(1)) = C - A.

Maintenant, puisque A est inversible en tant que fonction sur H, 'application f +— A - f
induit un isomorphisme

Mi(T'(1)) ~ Spt12(I'(1))
pour tout k € N. Grace aux calcul des M}, pour k < 12 et au corollaire 1.13 on en déduit
0 si k impair
fJ si k=2 (mod 12)

]
|55]+1 sik=0,4,6,810 (mod 12)

dimg(Mi(I'(1))) =

[\

Prouvons enfin que l'algebre M(T'(1)) est I'algebre des polynomes en Ej et Eg.
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Il s’agit de montrer que pour k£ € 2N, la famille des E} E{* oun,m € N et 4n+6m = k
est une base de My (I'(1)). On 'a déja vérifié pour k& < 10.

Montrons par récurrence que cette famille est génératrice pour k£ > 12. Choisissons
pour cela n,m tels que 4n + 6m = k, et soit f € My. Puisque E}Ef'(c0) = 1 alors
[ — E}EJ f(c0) est parabolique. Mais alors f — AE}EZ" f(c0) = Ag pour g € Mg_19, et
par récurrence, on conclut que f € C[Ey, Fg).

Montrons maintenant que cette famille est libre. Soit (ng, mg) tel que 4ng + 6my = k
avec my maximal. En divisant par E}°E{", une relation de dépendence linéaire fournit
un polynome dans C[T] qui annule la fonction méromorphe E3E; 2, laquelle devrait donc
étre constante, ce qui n’est pas le cas.

O
Remarque 1.20. — Le lemme k/12 est aussi vrai pour des fonctions modulaires. Dans
ce cas les vp(f) sont des entiers non nécessairement positifs.
1.4. Exemples. — La théorie de formes modulaires a fait ’objet de plusieurs con-

jectures célebres comme la conjecture de Ramanujan ou la conjecture de Shimura-
Taniyama-Weil. L’une des beautés de cette théorie ce sont les applications arithmétiques
intéressantes qu’elle a. On va voir dans ce paragraphe quelques exemples.

1.4.1. Posons q = exp(2imz). Les formes ou fonctions modulaires ci-dessus ont
des ¢-développements remarquables obtenus a une époque ou les “fonctions spéciales”
étaient peut-étre mieux maitrisées que maintenant. Un exercice de TD expliquera le
développement

N
2¢(k)

ou les By sont les nombres de Bernoulli et oy_1(n) = > din d*=1. On montrera que les
By, sont rationnels et faciles a calculer. En particulier E4 et Eg sont a coefficients entiers
comme le montre le tableau suivant : Ainsi M (I'(1)) possede une C-base constitué de

(1.6) Bp(z) = ——Gi(z) =1 — %Zamm)q”

k 2 4 6 3 10 12 14 16

—2k 1l 24 | 240 | —504 | 480 | —264 65520/691 | —24 | 16320/3617

formes modulaires a coefficients entiers, un phénomene inattendu. Par dimensions on a
E? = Fg et donc on trouve

n—1

o7(n) = o3(n) + 120 Z os(i)os(n — 1)

=1
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On a aussi FyFEg = Ejg d’ou on peut déduire la relation
n—1
11og(n) = 2105(n) — 1005(n) + 5040 > _ o3(i)os(n — i).
i=1
Ces identités sont tout a fait non triviales!

On peut maintenant expliquer la normalisation ﬁ de A. Puisque 1728 = 2 x 504 +

3 % 240, en développant la définition 1.15 et la formule (1.6) pour k£ = 4,6 on trouve que :
A = q—24¢* + 252¢° + ...
On verra toute a I'heure plus de propriétés de coefficients de A.
1.4.2. L'invariant j. — On définit j = 2t

Proposition 1.21. — (1) j est une fonction modulaire de poids 0.
(2) j a un zéro en T = p et un pole simple a linfini.
(3) Par passage au quotient j définit une bijection :

j:T(1)\H — C.

Démonstration. — 1) est une conséquence du fait que E3, A € M»(T'(1)). 2) découle de
I'étude de zéros de Ey et A dans la preuve du théoreme 1.16. Prouvons 3). Soit A € C.
1l suffit alors de montrer que la forme modulaire fy = E$ — AA a un unique zéro modulo
['(1). Si on applique le lemme k/12 & f, on voit que les seules solutions possibles sont :

(1) 1l existe P # i, p tel que fy a un zéro simple en P et pas d’autre zéros ailleurs.
(2) i est un zéro double de fy qui n’a pas d’autre zéro ailleurs.
(3) p est un zéro triple de fy qui n’a pas d’autre zéro ailleurs.

Dans tous les cas on conclut que f) a un et un seul zéro. O]

Remarque 1.22. — Si on note {Ell} 'ensemble de courbes elliptiques & isomorphisme
pres on a vu une série des bijections :

{Ell} < #/C P(1)\H~—=C

Ey A A J(Ta)

Via ces bijection on associe a chaque courbe elliptique F, un invariant j(7,), appelé
invariant j, qui a des tres bonnes propriétés.

Proposition 1.23. — Soit f : H — C une fonction méromorphe. Les propriétés suiv-
antes sont équivalentes :

(i) f est une fonction modulaire de poids 0.
(ii) f est le quotient de deux formes modulaires de méme poids.
(i) f est une fonction rationnelle en j.
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Démonstration. — 1l est clair que (iii) implique (ii) et que (ii) implique (i). Montrons que
(i) implique (iii). Soit f une fonction modulaire. Puisque j n’a qu'un seul zéro (en p),
quitte a multiplier f par un polynome en j on peut supposer que f est holomorphe sur H.
De méme il existe n tel que g := A" f est holomorphe a U'infini. Alors g € M, (I'(1)). Elle
donc une combinaison linéaire des FjE§ avec 45+ 6r = 12n. Par linéarité il suffit donc de
montrer la proposition pour g = EjE§ avec 4s + 6r = 12n, c’est-a-dire, f = ngg' Mais
4s + 6r = 12n implique que s est de la forme 3k et r est de la forme 2k avec k + k' = n.

E3FEZF E3 EZ . .
Alors f = —5-. 1l suffit enfin de montrer que 3 et 3 sont des fractions rationnelles
en j ce qui est évident. O
1.4.3. La série de Eisenstein F;. — On définit la série d’Einsenstein de poids 2 et

niveau I'(1) par (le symbole >’ veut dire que n # 0 si m = 0).

I & =, 1
EQ(T):Q—(Z)ZZW

d’ou :
Fy=1-— 24§:§:dqdm
m>1 d=1

Comme |gq| < 11l est facile de voir que la somme sur m et d est absolument convergente
et comme dans le TD on trouve que

Ey=1-24> o1(m)q™
m>1

Comme pour les Ej, E5 est donc une fonction holomorphe sur H, périodique de période 1
et holomorphe a l'infini. Pour que ce soit une forme modulaire on aurait besoin, en plus,
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que Fy(T) soit égal a :

- _1 o0 o0
T QEQ(T) - Z Z m—l—nT

—00 N=00

_>
— 3 .
B _2712(;2?; (mT +n)?

Proposition 1.24. — On a 7 2Fy(=) = Ey(7) + 52

2miT "

Démonstration. — L’idée de la preuve est la suivante. On va chercher une double suite
A (T) telle que

Z Z (m7 +n) am’n(T)

m##0 n=00
soit absolument convergente On pourra alors intervertir l'ordre des sommes et la

différence entre Z Yo ¢0W et > 20 Z m sera alors la différence entre

n=oo
Dm0 Z A (T) €t Z > mz0 @mn(7). On va donc choisir une double suite @, (7)
n=oo

proche” de T)Q mais dont la somme soit plus facile a calculer.
On pose :

1 1 1

amn(7) = (mr+n—1)(mr+n)  (mr+n—1) (mr+n)

D’un coté, on a

L e 1
(mT 4+ n)? T (mT = 1) (mT 4+ n)?

de sorte que la série modifiée :

E2 _1+_sz7+n — A (T)

m##0 n=o00

est absolument convergente.

oo
En plus, étant une somme télescopique il est clair que >, o >~ @mn(7) =0 (donc en
n=oo
—2m
—=,

~ o
fait Ep(7) = Ea(7)). Un petit calcul (exercice!) nous donne que > > g @mn(7) =
n=oo
Le résultat s’ensuit. O
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1.4.4. La fonction n de Dedekind. — On pose

(17) T](T) — 6271'1'7'/24 H(l _ qn)’ (q — 627r7j7)
n=1
Proposition 1.25. — (1) On an(t + 1) = >™/?45(7).
(2) On a
_1 T
1. Y=,/
(1.8) n(—) =4/ 1)

(dans cette formule la notation désigne la racine carrée de % dont la partie réelle est > 0.)

Démonstration. — Le produit (1.7) converge vers une valeur non zéro pour tout 7 € H
et définit une fonction holomorphe sur H. La premiere égalité est évidente, étant donnéé
I'invariance de ¢ sous 7 — 7 + 1. On va montrer que les dérivés logarithmiques de deux
termes de (1.8) sont égales. Il s’en suit que ces deux termes sont égaux a une constante

multiplicative pres. Mais n(=t) = (i) = \/gn(z) Donc cette constante vaut 1. On a

n'(7) 271 = ng"
L Y
n(t) 24 ;1—(1"
271 g n nt
- (e e
n=1 t=1
2mi 1 24§: (n)
= — — o1(n
24 27
211
=

Montrer que

(<) 21 n(r)
revient donc & montrer 7 2Ey(=t) = Fy(T) 4+ 5= et ceci est la proposition 1.24
O
Remarque 1.26. — (1) La fonction n va nous permettre de construire de formes

modulaires de niveau # I'(1).
(2) Soient x,y deux entiers premiers entre eux avec y > 0. La somme de Dedekind
s(z,y) est définie par
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On peut montrer plus généralement que si v = < (Z 2 ) € SLy(Z), avec ¢ > 0 la fonction
n de Dedekind satisfait 1’équation

i) j 777—
n(y7) = PO/ —(Z. Lor)

Dans cette formule la notation désigne encore la racine carrée de * dont la partie réelle
est > 0 et ®() est donné par la formule
1 d
O(y) =-+——12s(d, c
() = 2+ 5 —128(d,0)
En fait les sommes de Dedekind s(z,y) satisfont beaucoup de relations intéressantes. En
particulier la loi de réciprocité de Dedekind : soient z,y > 0 premiers entre eux. Alors :
1
12s(z,y) + 12s(y, x) = SR A )
y T xy

Voir le livre de Gosswald-Rademacher pour plus de détails.
1.4.5. La fonction 7 de Ramanujan. —

Proposition 1.27. — On a
A(T) _ qH(l _ qn)7 (q _ 6%”)24.
n=1

En particulier les coefficients de /A son entiers.

Démonstration. — Notons f(7) = ¢[[>2,(1 — ¢")**. Alors f est holomorphe sur H et 0
a linfini. On a f(7+ 1) = f(7). En plus on a f(7) = (n(7))*. On déduit de (1.8) que
f(=1/7) = 7'2f(7), c’est-a-dire, f est une forme parabolique de poids 12. Par le théoréme
1.16, on déduit que f est proportionnel a A. En comparant le premier coefficient de chaque

série on déduit le résultat. O
Remarque 1.28. — (1) On a AA/((TT)) = 2mi By (7).
(2) On a
i(7) E3(7) (1 +204q + 2160¢* + ...)3
T) = =
J A(7) q— 24¢% + 25245 + ...

1 (14 204q + 2160¢2 + ... )3

qg 1—24q+252¢> + ...

1
= =+ 744 + 196884q + 21493760¢° + . ..
q

Tous les coefficients de j sont donc aussi des entiers. Si on écrit

1 o
j(r) = .t 744+ ) e(n)q"
n=1
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les ¢(n) satisfont des congruences remarquables :

=0[2"] = c(n)=0[2%¥
n=0[3" = c(n)=0[3"
n=0[5" = c(n)=0[5""]
n=0[7" = c¢(n)=0[7
n=0[11Y] = c(n)=0[117%

Voir le livre d’Apostol pour une preuve. Les coefficients ¢(n) ont aussi un rapport avec
les représentations du groupe Monstre, voir les articles de Conway.

On écrit maintenant

n=1
Cela définit les 7(n). La fonction n — 7(n) est appelée la fonction de Ramanujan. Il a
calculé les premiers 30 valeurs de 7(n) en 1915.

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n) |1 —24 252 —1472 4830 —6048 —16744 84480 —113643 —115920

et a observé plusieurs propriétés :

(1) 7(nm) = 7(n)7(m) si n et m sont premiers entre eux. Et 7(p"™) = 7(p")7(p) —
pr(p"~1) si p est premier.

(2) |7(p)| < 24/p*, pour p premier.

La premiere conjecture a été montré par Mordell un an plus tard (on verra une preuve
un peu plus tard dans le cours). Par contre la conjecture 2) s’est révélée beaucoup plus
profonde et n’a été prouvé qu’en 1974 par Déligne comme conséquence de sa preuve des
conjectures de Weil (et son résultat, aussi profond, que ces conjectures impliquent celle
de Ramanujan).

En TD on se contentera de la proposition suivante :

Proposition 1.29 (Hecke 1930). — Soit f € Sp(I'(1)), f = > 5 anq". Alors a, =

O(nF/?), c’est-a-dire il existe une constante C telle que |a,| < Cn*/? pour tout n > 1.
Démonstration. — Comme f est parabolique, ag = 0 de sorte que
(1.9) |f(M)]=0(q) =0(e?™),  (y=Imr),

quand ¢ tend vers 0. Posons ¢(7) = |f(7)|y*/?. Aussi ¢ est I'(1)-invariante et continue
sur .#. Alors (1.9) montre que ¢(7) tend vers 0 quand y tend vers l'infini. Cela implique
que ¢ est bornée, c’est-a-dire il existe M telle que |f(7)] < My~*/2.
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Fixons y et faisons varier z entre 0 et 1. Le point ¢ = e*™@+®) parcourt le cercle Cy
de centre 0 et rayon y. Alors par la formule de résidus :

_ L /C g = /0 F(x + iy)gd.

a, = -
27

On déduit que

1
an] < / e+ i)l |de

1
< / My—k/2€27rnydl,
0

_ Myfk/2€27rny.

Cela est vrai pour tout 5 > 0. On pose y = 1/n et on trouve que |a,| < CnF/?

C = Me* .

avec

]

2. Formes modulaires de niveau I' C T'(1)

Apres avoir vu les applications de formes modulaires de niveau I'(1) on pourrait se de-
mander si la définition 1.5 pourrait étre généralisée et si cette éventuelle nouvelle définition
donnerait lieu a une théorie aussi riche que la précédente. On pourrait commencer cette
section donnant la définition de formes modulaires de niveau quelconque et ensuite voir
des exemples et applications. Mais on va procéder dans le sens inverse. On va commencer
avec un probleme classique de théorie de nombres et on va essayer de construire une
théorie qui puisse fournir une réponse a notre probleme.

La probleme est le suivant : Soient n et k deux entiers positifs. Combien y-a t’il de
représentations de n comme somme de k carrés 7 C’est-a-dire, quel est le nombre de
(N1, ..., k) € Z¥ tels que S Fn2 =n?

Ce probleme est lié aux fonctions theta. Rappelons le cadre :

2.1. Les fonctions théta de Jacobi. —

2.1.1. La fonction 6. — Considérons la fonction d’une variable réelle ¢t > 0 définie
par la somme :
o) => e '™
nez

Cette série (a termes positifs) est bien évidement convergente, et fonction décroissante de
t > 0. Elle satisfait 1’équation fonctionnel suivante, due a Poisson, qui est un ingrédient
clé dans la preuve de I’équation fonctionnelle de la fonction ¢ de Riemann.

Proposition 2.1. — Pour tout réelt >0 on a :

0(1/t) = Vt0(t).
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Démonstration. — Notons §(R) 'espace de fonctions de Schwartz, c’est-a-dire, 'espace
des fonctions C™ telles que pour tous entiers n,m > 0 on ait 2" f™(z) — 0 quand
|| — oo. Si f € 8(R), f est en particulier sommable de sorte que sa transformée de
Fourier :

f:R — C
y /f(:v)e_%mydm
R
est bien définie.

Lemme 2.2 (Formule de Poisson). — Pour tout f € S(R) on a :
D fm)y = f(n)
nez nez

Démonstration. — Soit ¢(x) = >, f(x +m). Cette série de fonctions converge nor-
malement sur tout segment, ainsi que toutes ses dérivées, par hypothese sur f. Elle définit
donc une fonction €* et 1-périodique de la variable réelle x. Ses coefficients de Fourier
sont données par la formule :

1 o m+1 o
:/0 o(x)e der = Z/ f(z)e dx

meZ Y™
- / f(@)e 2 o dy = Fin).
R

(L’intervention somme/intégrale est loisible car f est sommable sur R). La fonction ¢

4 o0 A : Ry 2minx

étant C>, sa série de Fourier ) _, f(n)e est absolument convergente vers ¢(x) pour
tout x € R. On conclut en prenant z = 0, et montrons au passage que les deux sommes
de I’énoncé sont absolument convergentes.

O

Lemme 2.3. — Sit € Ry, la fonction :
fiias e
est dans S(R) et vérifie :

fily) = %fl/t(y)-

Démonstration. — 11 est clair que f; :€ S(R). On a :

fily) = / e gy

_ / 2 27rzx Vidx
f

%I

-
="
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T

N N . . — 2 /7 N
I1 suffit donc de montrer que f; = f1, c’est-a-dire que la fonction z — e est égale a sa
transformée de Fourier. C’est un fait bien connu du & Gauss (et laissé en exercice). [

Pour conclure la preuve de la proposition 2.1, il suffit d’appliquer la formule de Poisson
a la fonction f;. O

2.1.2. La fonction ©. — Jacobi a introduit une variante a deux variables de la
fonction 0. Si z € C et 7 € H il pose

@(Z' 7_) _ Z em'Tn2+27rinz
; .

nez

Cette série est manifestement normalement convergente sur toute partie de C x H de la
forme {(z,7) : Imz > A, Im7 > B} ou A € R et B € R.y. Cela justifie la définition, et
montre que la fonction (z,7) — ©O(z;7) est holomorphe en chacune de variables, 'autre
étant fixée. On observe que si t > 0, alors ©(0;it) = 6(t) : on retrouve la fonction
précédente sur I'axe imaginaire, quand z = 0.

Il est clair que :

O(z+1;7) =0(z;7) et Oz +71;7) = e IO (25 7).

Ainsi a 7 fixé ces formules expriment le comportement de la fonction z — ©(z;7) par
rapport au réseau Z + 77 de C; leur application originale est d’ailleurs a la construction
de fonctions méromorphes sur C invariantes par un tel réseau. Leur dépendance en
la variable 7, que 'on peut voir comme paramétrant le réseau Z + 77 est encore plus
remarquable.

Proposition 2.4. — Pour tout z € C et tout 7 € H on a les relations :
O(z;7+2)=0(z;7) et O(z;—1/7) = V=ire™™ O (2 7)

(dans cette formule la notation désigne la racine carrée de \/—iT dont la partie réelle est

>0.)

Démonstration. — L’identité O(z; 7 + 2) = O(z; 7) est immédiate. Pour la seconde on a
besoin d'un lemme :

Lemme 2.5. — Siz € C et 7 € H, la fonction :
Yv:R — C

inTa?42miza

T = e

est dans S(R) et de transformée de Fourier

- ]_ i
Yy —e T W=7,
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ITTX

Démonstration. — Posons g,(x) = e ®. La transformée de Fourier de z — g (z)em=*
et g-(y — z). Du coup on peut supposer z = 0. Fixons y € R. On veut démontrer
I’égalité :

- 1

gT(y) - \/_—m_g—l/T(y)'

Lorsque 7 = it avec t réel positif c’est exactement le lemme 2.3. D’apres le principe de
zéros isolés, il suffit donc de vérifier que les deux termes de cette égalité sont des fonction
holomorphes de la variable 7 dans H. C’est clair pour 7 +— g_1/;(y) et 7 +— /—i7T (cette
derniére est une racine continue de la fonction 7 — —i7 qui n s’annule pas sur H). En ce
qui concerne g,(y) cela se déduit de I’holomorphie de 7 — g,(x) pour tout = € R et de
Pinégalité e’ | < e-mimTa®

]

Revenons a la preuve de la proposition 2.4. On applique I'identité de Poisson a 1 et on
déduit le résultat voulu. O]

2.1.3. La fonction 9. — Notons J le sous-groupe de I'(1) engendré par T2 et S.
Certains auteurs appellent J le ¥-groupe. Notons 9 : H — C la fonction

I(r) =0(0;7) =Y ™™

neZz

Elle est non identiquement nulle car ¥(it) = 6(t) > 0 si ¢ est un réel positif.

Corollaire 2.6. — Il existe un unique morphisme de groupes x : J — {£i, £1} tel que
X(S) = —i, x(T) = 1. De plus, pour tout y € J on a la relation :

Pyl = x(7)0*.

Démonstration. — La proposition 2.4 entraine que ¥?[S]; = —i? et aussi 9?[T?]; = ¥?
Autrement dit la fonction 9? est vecteur propre pour l'action de poids 1 de S et T2 de
valeurs propres respectives —i et 1. Ces éléments engendrent J, et on en déduit d’une part
I'existence et I'unicité de x comme dans 1’énoncé et d’autre part la seconde assertion. [

Observons que 'on a manifestement J(27) = >~ _, ¢" de sorte que pour tout entier
k > 1 on a la relation :

19k(2t) _ (Z qn2> _ Z qn§+..-+n§ _ Zrk(n)qn

nez (n1,...np ) EZE neZ

olt ri(n) désigne le nombre de k-uples (ni,...,n;) € ZF telles que n = ¢  n2

Autrement dit comme série en ¢, la fonction 9¥*(2t) n’est autre que la série génératrice du
nombre de fagons d’écrire un entier n > 0 comme somme de k carrés d’entiers. C’était
notre point de départ et le point de départ du lien entre les formes quadratiques et les
formes modulaires.
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2.1.4. Les fonctions ¥ et 9. — Jacobi a également introduit les fonctions H — C
J o= 0(1/27) = (-1
nez
J = cFO(r/nr) = e/t Y g
nez nez

Onaf(r+1)=7Jct = \/}wH(l —1/7). (On trouve cette derniere identité en applicant
la Proposition 2.4 & z = 1/2)

2.1.5. Fonctions faiblement modulaires de niveau quelconque. — La
définition suivante devient maintenant naturelle :

Définition 2.7 — Soient k € Z, I" C I'(1) un sous-groupe et x : I' = C* un caractere.
Une fonction f : H — C est faiblement modulaire de poids k, niveau I' et caractere x si

fe(r) = x()f(r),  ¥yel.

Si x est le caractere trivial on dit simplement que f est faiblement modulaire de poids k
et niveau I'.

Remarque 2.8. — 1l est clair que si [V C T" sont deux sous-groupes de I'(1) et f est
faiblement modulaire de poids k, niveau I' et caractere x alors f est aussi faiblement
modulaire de poids k, niveau I et caractere x|r.

Pour définir les formes modulaires, il nous reste a généraliser a niveau quelconque la
condition d’holomorphicité a l'infini. Rappelons que cette condition nous avait assuré,
grace au lemme k/12, la finitude des dimensions des espaces M (I'(1)) et Si(I'(1)).

2.2. La géométrie des pointes. —

2.2.1. Un exemple. — Travaillons un peu autour du groupe J.

Proposition 2.9. — (1) Les éléments 1, T et T'S forment un systéme de représentants
de J\SLs(Z). En particulier, J est d’indice 3 dans SlLa(Z).
(2) Pour tout T € H, il existe g € J tel que

gT € FUTF UTSZ.

Démonstration. — Vérifions d’abord (2). Observons que % UT.% UTS.Z est 'ensemble
des 7 € H tels que —1/2 < Re7 <3/2, |7| > 1 et |1 —2| > 1 (voir Figure 3). Comme les
éléments S et ST—2? d’homographies associées 7 — —1/7 et 7 — —1/(7 — 2) sont dans
J largument de maximalisé donné dans la démonstration du théoreme 1.1(1) démontre
le (2). Montrons maintenant (1). Choisissons un point 7 dans Uintérieur de .#. Alors
Stabgy,z)(7) = £15. Soit v € SLy(Z). D’apres le (2) appliqué a 7 il existe g € J tel que
g7 soit dans . UT.Z UTS.Z. Ainsi le théoréeme 1.1(3) entraine que +g7v doit étre égal
aly, TouTS. Comme —I, = S? € J on a montré que

SLy(Z) = JUJT U JTS
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FIGURE 3. Le pavage de H par la I'(1)-orbite de .%#

Cette réunion est clairement disjointe ce qui prouve la proposition.
O

Si on veut essayer d’établir un lemme similaire au lemme & /12, donnant lieu a la finitude
de dimensions, on devrait imposer que la fonction f, pour étre une forme modulaire soit,
en plus de holomorphe sur H et I'infini, holomorphe en la ”pointe” 1. Il nous reste alors
a comprendre ce qu'une "pointe 7 et ce que 'holomorphe” voudrait dire.

Comme premier essaie vérifions d’abord si lim,_,; 9%(7) et limpy, ;oo ¥%(7) sont finies.
La deuxieme limite est clairement 1. Voyons la premiere

lim 9 = li ¥?
I *r) = g lim 90
= lim ¥*(TS7)
Im7—00
= lim 9*1-1/7)
Im7—00
~2
= lim —ird (1)
Im7—00
= 0.

Mais définir I’holomorphicité de f en la ”pointe” 1 équivalent a la finitude de la lim-
ite lim,_,; f(7) pose un probleme : les formes modulaires (non paraboliques) de niveau
['(1) ne satisferaient pas a cette condition ! En effet lim,_,; f(7) = limpy, 00 f(T'ST) =
im0 § (TS, 7)5 f (1) = oo!!

Il vaudrait lors mieux définir 'holomorphicité de f en la pointe 1 équivalent a la finitude
de la limite limiy ;00 f[Y]e(T) pour v = T'S € SLy(Z). Ca marche pour les formes
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modulaires de niveau I'(1) et pour ¥:
2

lim Y*[TS)i(7) = lim —id (1) = 0.
Im7—00 Im 7—00
Et méme si T'S ¢ J on a que ¥?[T'S];(7) peut étre développé autour de 0 en une série en
qq := ¥4 On verra plus tard que ce sera toujours le cas.
Avant de donner la définition de forme modulaire de niveau quelconque, comprenons
un peu mieux la géométrie de " pointes” et des sous-groupes de SLy(Z) qu’on va considérer
ici.

2.2.2. Sous-groupes discrets de SLy(R). — Un élément v € SLy(R) possede 2
valeurs propres (en comptant la multiplicité) dans C. On dit que v est

— elliptique si ses valeurs propres ne sont pas réelles,
— hyperbolique si ses valeurs propres sont réelles et distinctes,
— parabolique si ses valeurs propres sont égales (et donc réelles) et v # +1.

En raisonnant sur le polynome caractéristique on voit que (7 elliptique) < [tr(y)] < 2,
que (v hyperbolique) < [tr(y)| > 2, et que (v parabolique) < (|tr(y)] = 2 et v # £1).
Ainsi un élément v # +1 tombe dans 'une (et une seule) des trois classes. On peut aussi

caractériser cette terminologie par les points fixes de v dans P!(C) (voir le paragraphe
1.1).

Lemme 2.10. — Soit v € SLy(R).

(1) v est elliptique si et seulement si v a un point fize dans H. Ce point est alors
: o . , cos(f) —sin(6)
unique, et vy est conjugué dans SLy(R) @ une rotation < sin(8)  cos() € SO12(R).
(2) v est hyperbolique si et seulement si ~y a deux points fizes dans P1(R).
(3) v est parabolique si et seulement si ~y a un unique point five dans P*(R). De plus,
. , . . 11
v est conjugué dans GLa(R) a une matrice de la forme i( 01 )
Démonstration. — (1) v est elliptique si et seulement si , vu comme élément de GLy(R),
il est diagonalisable sur C mais pas sur R. Il a alors exactement 2 droites propres dans C?
et aucune dans R2. Tl ne fixe donc aucun point de P'(R) et fixe 2 points conjugués dans
P!(C)\P}(R). Un et un seul de ces 2 points est donc dans H. Ce point est équivalent &
i sous SLg(R), donc v est conjugué a un élément du fixateur de ¢ qui est SO5(R)).
(2) est clair. (3) par définition, v est parabolique si et seulement si il est conjugué

dans GLy(R) a une matrice de la forme 8 différente de £1. Comme dety = 1,

. 1 0 . . 11 .
on a a = £1. En conjuguant par 0 4p ) Om obtient la matrice + 01 ) Celle-ci
a un unique point fixe dans P!(C), & savoir co. O]

Pour tout sous-groupe I' de SLy(R) on note I le groupe I'/{£L,}si —[, €T, et T =T
sinon.
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Définition 2.11. — Un sous-groupe I' de SLy(R) est dit discret s’il est discret pour la
topologie induite.

Le premier exemple est SLy(Z), qu'on appelle groupe modulaire et qu’on notera aussi
['(1). Plus généralement, on notera pour N € N

(V) = ker(SL(Z) — SLo(Z/NZ)) = {( °“ ! ) = ( oY )(mod N,

Ce sont des sous-groupes d’indice fini de SLy(Z) appelés sous-groupes de congruences

principal de niveau N (voir TD pour le calcul d’indices). On a I'(2) = I'(2) /{£ 2} et
['(N)=T(N), si N > 2. Aussi, si N[N on a I'(N') C T'(N).

Définition 2.12. — Un sous-groupe I' de SLy(R) est dit sous-groupe de congruence s’il
contient I'(V) pour un certain N > 1

Par exemple le J-groupe J est de congruence car il contient I'(2) d’apres le TD.
Dans ce cours, les groupes de congruence qui nous intéresseront particulierement sont

) = (&5 )=(p | )med )

vy = (¢ )= (5 1 )med

Onal'(N) CI'y(N) C I'h(N) Cc I'(1) = SLy(Z).

Il y a beaucoup d’autres exemples de sous-groupes discrets de SLy(R) qui ne sont pas
“commensurables” a SLy(Z), au sens ou I' N SLy(Z) n’est pas d’indice fini dans SLo(Z)
ni dans I'. Certains, obtenus a partir d’algebres de quaternions, jouent aussi un role
important en théorie des nombres.

Les sous-groupes discrets de SLy(R) commensurables & SLy(Z) sont souvent ap-
pelés groupes arithmétiques. Les sous-groupes de congruence sont des sous-groupes
arithmétiques mais ils sont rares parmi les groupes arithmétiques : si on note N(m) le
nombre de sous-groupes de congruence de SLy(Z) d’'indice < m et N’(m) le nombre de
sous-groupes de Sly(Z) d’indice < m alors N(m)/N'(m) — 0 quand m — oo. C’est une
caractéristique tres particuliere de SLy. Margulis a prouvé (ce que lui a valu la médaille
fields) que sous certaines faibles hypotheéses (que SLy ne satisfait pas) tout sous-groupe
discret I' de G(R) tel que G(R)/I" a mesure fini est un sous-groupe arithmétique et pour
beaucoup de groupes on sait que tout ses sous-groupes arithmétiques sont de congruence.

Tout sous-groupe discret de SLy(R) admet un domaine fondamental. Cela découle de
'existence d'une distance d(7,7") sur H qui est invariante par SLy(R). En effet, ayant
choisi un 7y, on peut alors prendre

D={r e H,Vy e T\ {£1}, d(7,70) < d(7,770)}.

La distance d(7,7’) est la distance géodésique pour la métrique de Poincaré % dont
on voit facilement qu’elle est invariante par SLy(R). Pour cette métrique, les courbes

géodésiques sont les demi-cercles perpendiculaires a 1’axe réel et les droites verticales.
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Supposons I' un sous-groupe d’indice fini de I'(1). Soit d := [[\I'(1)|. Si on choisit
Y1, ,ya tels que T'(1) = | ], T%;, alors la réunion .#' = . % U --- U ~.% a toutes les
vertus d'un domaine fondamental sauf celle d’étre connexe. Le jeu, dans les cas concrets,
consiste alors & choisir les v; de sorte que I'adhérence .#’ soit connexe. Dans ce cas,
I'intérieur de .’ est un domaine fondamental pour I' (voir TD pour des exemples).

2.2.3. Pointes. — Un point = de P}(R) est appelé pointe de T' (en anglais, un cusp)
s’il existe un élément parabolique de I' qui fixe x. Dans ce cas, si on note I', le fixateur
de z dans I et si on choisit v € SLy(R) tel que yoo = z, alors v~ 'T',7y est un sous-groupe
discret du fixateur de oo, ce dont on déduit qu’il existe h > 0 tel que

(2.1) Ty {1} = {i( o ) . meZ).

On note Pr C P'(R) 'ensemble des pointes de T'.

Ezemple 2.13. — (1) Prqy = P(Q). En effet co est le point fixé par 1'élément
parabolique T. Si m/n € Q, avec m et n premiers entre eux, alors il existe r, s € Z tels

que vy = ( ?:; i ) € SLy(Z), v(oc0) = m/n et m/n et fixé par I’élément parabolique
yTy~t. Réciproquement, tout élément parabolique o de I'(1) est conjugué a +7', disons
a=+vTy7! v € GLy(Q). Le point fixé par a est yoo € PH(Q).

(2) Supposons maintenant I' C I'(1) d’indice fini. Il est clair que Pr C Prpy = PH(Q).
Mais comme I'(1), est infini pour toute pointe z € P!(Q) et I' d’indice fini, on a aussi T',,
infini et x est donc une pointe. Donc Pr = P!(Q). Par contre, en général il y a plusieurs
[-orbites dans P!(Q). Comme le stabilisateur de co dans I'(1) est le sous-groupe engendré
par T et +1, I'ensemble de [-orbites dans P'(Q) s’identifie & T\T'(1)/ (T, +15).

En particulier, d’apres la proposition 2.9, J n’a que deux pointes, les classes de oo et 1.

2.3. Formes modulaires de niveau quelconque : définition et propriétés. —
Dans ce cours on va se contenter de travailler le cas ou I' C I'(1) est d’indice fini. Le plus
souvent on supposera aussi que I' est un sous-groupe de congruence.

En tatonnant on trouve donc la définition suivante.

Définition 2.14. — Soient k € Z, I' C I'(1) un sous-groupe d’indice fini et x : [ — C*
un caractere. Soit f : H — C une fonction faiblement modulaire de poids k, niveau I" et
caractere . Soit a = o0 une pointe de I', 7y € SLy(Z). On dit que f est holomorphe
en a si f[yo]x(7) admet une limite finie quand Im7 — co. On note (avec précaution !)
cette limite f(a).

On définit enfin :

Définition 2.15. — Soient k € Z, I" C T'(1) un sous-groupe d’indice fini et x : I' — C*
un caractere. Une forme modulaire de poids k, niveau I' et caractere x est une fonction
holomorphe f : H — C telle que :

(1) f est faiblement modulaire de poids k, niveau I' et caractere .
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(2) f est holomorphe aux pointes de I" ou de fagon équivalente si f[yo|x(7) admet une
limite finie quand Im 7 — oo pour tout vy € SLy(Z).

On note My (T, x) le sous-espace vectoriel de O(H) des formes modulaires de poids k,
niveau [' et caractere y. Si x est le caractere trivial on dit simplement que f est une
forme modulaire de poids k et niveau I' et on note My (I") le sous-espace vectoriel de O(H)
formé des formes modulaires de poids k et niveau I'.

Remarque 2.16. — (1) Si IV C I' sont deux sous-groupes d’indice fini de I'(1) et f
est une forme modulaire de poids k, niveau I' et caractere y alors f est aussi une forme
modulaire de poids k, niveau I et caractere x.

(2) Soit f € My(T,x). La relation f[—L], = (—1)*x(—1I5)f montre que si —I € J,
alors M(T,x) = 0si (—1)* # x(—12).

(3) Si f € Mp(T',x) et f/ € Mp(I',x’) alors le produit ff" € My (T, xx') et donc
I’espace

M(T) = & Mi(T)
keZ
a une structure de C-algebre graduée.

(4) Tl suffit de vérifier la condition d’holomorphicité de pointes dans chaque I'-classe.
En effet, f[o]x(7) ne dépend que de la classe de vy dans I'\SLy(Z) et donc en particulier
siy € T et vy € SLa(Z), flyo]x(7) admet une limite finie quand Im 7 — oo si et seulement
si f[yY0]k(7) admet une limite finie quand Im 7 — oo.

Définition 2.17 — Soit f € Mg(I',x). On dit que f est une forme parabolique si la
limite de f[vy]x(7) quand Im7 — oo vaut 0 pour tout vy € SLy(Z). On note Si(T, x)
I’espace de telles fonctions.

Comme dans le cas de formes modulaires de niveau I'(1) on voudrait développer nos
formes modulaires en série de Fourier pour vérifier I’holomorphicité aux pointes. Plus
précisément on voudrait développer en série de Fourier f[vo]x(7) pour tout vy € SLy(Z).

Proposition 2.18. — Soient k € Z, I' C I'(1) un sous-groupe d’indice fini et x : I' —
C* un caractére d’image finie. Soit f une fonction faiblement modulaire de poids k,
niveau I et caractere x. Soit o € I'(1). Alors il existe h € N (dépendant de ~y,) tel que
flvole(r + 1) = f[¥le(7) pour tout T € H.

Démonstration. — Si on note \° le caractere de 75 ' T'vo, Y5 770 — X(7) on a que f[yo]x
est une fonction faiblement modulaire de poids k, niveau 7, 'T'yy et caractere y. Il
suffit donc de montrer la proposition pour vy = I5. Puisque I' C I'(1) est un sous-groupe
d’indice fini, on a que (T) N T # I5. Aussi, puisque x : [' = C* est un caractere d’image
finie, il existe k tel que T* € T et x(T%) = 1. La proposition en découle. ]

Corollaire 2.19. — Soient k € Z, T' C I'(1) un sous-groupe d’indice fini et x : ' — C*
un caractére d’image finie. Soit f € My(T'). Pour tout o € Sla(Z), la forme f[yolx
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admet un unique développement

Fhols(r) = > _an(f)gy

n>0

avec, qp = e2mit/h et an(f) € C pour tout entier n > 0 normalement convergent sur toute
partie de H de la forme ImT > A, A € Ryy. Ce développement est appelé développement
de Fourier, ou qy,-développement, de la forme f et les a,(f) sont ses coefficients de Fourier.
On a ao(f) est la limite de f[y]r(T) quand Im 7 — oo.

Si on lache un peu la contrainte de holomorphicité sur les formes modulaires on a
nouveau a la définition suivante.

Définition 2.20. — Soient k € Z, I' C I'(1) un sous-groupe d’indice fini et x : [ — C*
un caractere d’image finie. Une fonction modulaire de poids k, de niveau I' et caractere
x est une fonction méromorphe f : H — C telle que :

(1) f est faiblement modulaire de poids k, de niveau I' et caractere .
(2) Pour tout vy € SLo(Z), la fonction f[yo]x est méromorphe a linfini, c’est-a-dire,

elle admet un gj,-développement de la forme f[vo]x(7) = > an(f)q), avec h > 1 et a,, =0
neZ
sin <<0.

Remarque 2.21. — On verra plus tard que la définition de méromorphicité ci-dessus
devient naturelle du point de vue géométrique.

Proposition 2.22. — Soit I' d’indice fini m dans Sla(Z) et x un caractére d’image
finie. On a :

k
dim My (T, y) < 1—7; +1
pour tout entier k > 0. En particulier MoI' = C. De plus on a My(T',x) =0 si k < 0.

Démonstration. — Commencons par quelques remarques. Si x est d’image finie on note
e son ordre, c’est-a-dire, le plus petit entier e > 1 tel que x¢ = 1. Tout-sous-groupe fini
de C* étant cyclique on a bien e = |x(I')|. De la remarque 2.16(3), on déduit que si
My (T, x) alors f¢ € M.(I'). Comme f[y]r ne dépend que de la classe de 4 de v dans
I'\SLy(Z), nous la noterons f[¥]x. En particulier, si f € My(I') il y a un sens a poser

Norme f = H f k-

yel'\SL2(Z)

Lemme 2.23. — Supposons I' d’indice fini m dans SLo(Z), k € Z, f € My('). Alors
Norme f € M, (I'(1)). De plus Norme f = 0 si et seulement si f = 0.

Démonstration. — Norme f est une fonction holomorphe sur H, qui admet une limite finie
quand Im 7 — oo par hypothese sur f. Si~y € SLy(Z), la multiplication a droite par 7 sur
I'ensemble fini I'\SLy(Z) est bien entendu une bijection de sorte que (Norme f)[y]me =
Norme f. On a montré Norme f € My, (I'(1)). Par intégrité de I'anneau des fonctions
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holomorphes sur le connexe H (ie par le principe des zéros isolés), Norme f = 0 entraine
qu'il existe v € SLy(Z) telle que f[y]x = 0 ce qui implique que f = (f[vx)7].' =0. O

Terminons la preuve de la proposition 2.22. Soit N un entier positif tel que N > T—f
Soit P C int.# un sous-ensemble fini de cardinal N. Considérons 'application linéaire

My(l,x) — C¥
[ = (f())per-

Il suffit de démontrer qu’elle est injective pour déduire la proposition. Soient f dans son
noyau et e l'ordre de x. Alors la fonction ¢ = Norme f¢ est dans M, (I'(1)). De plus,
g est le produit de f€ par une fonction holomorphe, et s’annule donc en chacun des N
ponts de P avec un ordre d’annulation > e. La formule k/12, appliquée a la forme g de
poids ekm, montre donc que g = Norme f¢ =0 puis f¢= f = 0.

m
Remarque 2.24. — On verra plus tard, a 'aide du théoreme de Riemann-Roch, le
calcul exact de dimension des espaces My(I").
Remarque 2.25. — Une autre conséquence est que trois formes modulaires quelconques

f,g,h sont toujours algébriquement dépendantes. Sinon pour k£ >> 0 la dimension de
M, (') serait au moins le nombre de monoémes en f, g, h de poids total k, ce qui est plus
grand qu’un multiple positif de k2, et qui contredit la proposition. De facon équivalente
deux fonctions modulaires quelconques de niveau I' sont algébriquement dépendantes
puisque chaque fonction modulaire est un quotient de formes modulaires. C’est un cas
particulier du fait que dans une variété algébrique de dimension n on ne peut pas avoir
plus que n fonctions algébriques algébriquement indépendantes.

Mais une conséquence tres pratique est la suivante : imaginez qu’on dispose deux suites
{an} et {b,} et que I'on veut montrer qu’elles sont égales. Sil’on arrive a montrer que les
séries Y a,q" et > b,q" sont des formes modulaires de méme niveau et méme poids, il
suffit alors de montrer que a,, = b,, pour un nombre fini de n pour avoir ’égalité a,, = b,
pour tout n € N!

2.4. Exemples. —

2.4.1. Les fonctions v, JetJ. — Reprenant les calculs qu'on avait faits au para-
graphe 2.1, on déduit la proposition suivante :

Proposition 2.26. — On a ¥? € My(J,x). De plus ¥?(c0) = 1 et ¥9*>(1) = 0. Plus
~2

précisément 92(TS] (1) = —id (7).

Corollaire 2.27. —

(1) On a ¥?* € My (J, x*).
(2) (Jacobi) On a 'identité :

(990)® = 23,
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2

Démonstration. — (1) est clair. Montrons (2). On a ¥[T]; = g et V?[T'S]i(1) = —iv) (7).

On déduit que (999)8 = Norme9® € My,(I'(1)). De plus (990)%(c0) = 0 donc (999)8 =
Norme¥#® € S12(T'(1)) et elle est de la forme cA. On calcule ¢ & la main et on trouve
c =28 [l

Remarque 2.28. — 92, 9*, 95 appartiennent donc a des espace vectoriel de dimension
1, et ¥8 & un espace vectoriel de dimension au plus 2. Nous devons construire d’autres
formes modulaires !

On en a déja certaines. Les formes modulaires de niveau I'(1) sont aussi de niveau I'
pour tout I' C I'(1).

2.4.2. Séries de Poincaré. — Nous présentons ici une méthode générale pour fab-
riquer des formes modulaires de niveau I'. La facon standard pour construire de fonctions
[-invariantes a partir d’'une fonction quelconque f est de construire la somme

> fly).

vyel

Le probleme est que le plus souvent cette somme ne converge pas !

Pour construire une forme modulaire de niveau v une idée naive serait alors de partir
d'une fonction quelconque f et de fabriquer la série ¢(1) = 3 . f(y7)/j(y,7)*. La
formule j(vy',7) = j(v,7'7)j(7/,7) montre qu'une telle fonction serait bien faiblement
modulaire de poids k& pour I'. Le probleme est qu'une telle série ne peut pas converger
car, par exemple, j(v,7) = 1 pour une infinité de . Justement, pour contourner le
probleme, notons

Z
rL=Geritn=n=ra{(y | Jmez-ra(g 1),

un sous-groupe d’indice 1 ou 2 dans I', (le fixateur de oo dans I'), et partons d’une fonction
f qui est déja invariante par I', . Alors la fonction o(7) = >_ o \p f(17) /4 (7, 7)* a plus
de chance de converger (absolument), et dans ce cas elle serait encore faiblement modulaire
de poids k. Dans cette somme, v décrit un ensemble de représentants des classes a gauche
selon T} dans T

Soit h tel que 'Y = Des exemples typiques de fonctions holomorphes f

1 h\”
0 1
invariantes sous I' sont les f(7) = exp(2imnt/h), n € Z.

Proposition 2.29. — La série de Poincaré de poids k > 3 et “caractere” n € N
ou(r) = 3 ) exp(2imny/h)
yETTN\D

définit une forme modulaire o, € My(I'). De plus :
(1) Sin >0, ¢, € S(I).
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(2) Pourn =0, ¢y s’annule a toutes les pointes x # oo et on a

| [TE\Iw] stk est pair ou I'l, =T
#o(00) = { 0 sinon
Remarque 2.30. — On verra plus tard que, avec certaines hypotheses, les séries de

Poincaré engendrent M (T").

Démonstration. — Pour trouver un ensemble agréable de représentants de I't \T', partons

de I'égalité < Lom @ b < atme b+md . Elle nous dit que v/ € Ty =

0 1 c d ) c d
(a',0') = (a,b)(mod h). Réciproquement, si v vérifie (a’,0’) = (a,b)(mod h) et (¢, d) =
(¢,d), alors la condition de déterminant dety = det+y’ = 1 implique a — @’ = em et
b— b = dm avec h|lm, donc implique 7/ € T't . Finalement, on voit que pour tout
(¢,d) € Z? il existe au plus h? classes d’éléments 7.4 € TL\I' dont la deuxieme ligne est
(cd).

Il s’ensuit que » p+\r |7 (v, 7) " exp(2imnyT /h)| < > (ed)£(0,0) h*QW dont on a vu
qu’elle converge uniformément sur un domaine fondamental des que k£ > 3. On en déduit
la convergence normale sur les domaines fondamentaux (et donc sur les compacts) de la
série de Poincaré et donc son holomorphie sur H.

Pour a € SLy(Z), et p, = e*™/"1a formule

pular) = Y v ar) T = jle, )b Y e, ) e

YETEAT YETEAT

=jla,m)F Y )T

~yelZ\la

montre, d'un coté, lorsqu’on prend a € I que ¢,, est bien faiblement modulaire de poids
k et niveau I'.

D’un autre coté, puisque j(v,7)"* — 0 lorsque Im (7) — oo et v ¢ I'(1)s, la conver-
gence normale sur un domaine fondamental nous donne aussi pour a € I'(1)

lim ¢, [alx(T) = Z lim  (j(vy,7) "% exp(2imnyT/h)).

Im (7)—00 Im (1) =00
YErL\(TanT'(1)c0)

La somme qui apparait ici est finie et on en déduit que ¢,y est holomorphe en oo ce
qui équivaut a dire que ¢, est holomorphe en la pointe x = aoo. Distinguons deux cas.

Si la pointe x n’est pas I'-équivalente & 0o, ¢’est-a-dire si oo & 'z, alors TaNT(1)s = 0
donc la somme ci-dessus est trivialement nulle pour tout n > 0.

En la pointe oo, on peut prendre o« = 1 et on s’apercoit que la limite ci-dessus est nulle
si n > 0 tandis qu’on obtient la formule de I’énoncé pour ¢g(o0), puisqu’ici j(v,7) = —1
siy €l \I'L et j(y,7) =1 pour y e T'L. O
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2.4.3. Lien avec les séries d’Eisenstein. — Supposons I' = I'(1) (et donc k pair)
et n = 0. Comme dans la preuve précédente, on peut prendre des représentants de

I'(1)Z\I'(1) de la forme ou (¢, d) décrit 'ensemble des lignes possibles pour une

b
d
matrice dans I'(1), ¢’est-a-dire tous les (¢, d) dont le pged vaut 1. On a donc
. _ 1
(10()(7—) = Z ](’777—) b= Z VPR
(et +d)
YeM(L\T(1) pged(e,d)=1

La ressemblance avec GGj, n’est pas parfaite, mais on peut réarranger (G5 comme on ’a vu
en TD :

1
G = Y ey X rra Z 2 (v

(c,d)#(0,0) n=1 pgcd(c,d)= pged(e,d)=
pour obtenir que G(7) = ((k)po(7) et finalement ¢o(7) = 2E(T).

2.4.4. Séries d’Eisenstein pour I'(N).— Supposons I' distingué dans I'(1). On
suppose aussi I'T, = T'y, si k est impair de sorte que ¢p(c0) # 0. On pense par exemple a
I' =T(N) (avec k pair si N < 2).

Pour tout a € T'(1), la fonction pg|a] est dans My (a™'Ta) = My(T') et s’annule, par
hypothese, & toutes les pointes sauf r := a~loo. Si o est un autre élément de T'(1)

tel que z = o' oo, alors il existe o € ['(1)s tel que o = o« et on calcule, grace a

. . . . - 11
j(ov,7) = jlo,47)i (7, T) = Jo-j(7.7) Ot j, = £1 (selon que o € i( 01 ) )

poldli(r) = Y dtnm) = Y ) = g elade(r)

yerf\lre’ yerf\oTa

ce qui montre que ¢y ne dépend que de la classe de o dans I'\I'(1) /T'(1) L, lorsque k est
impair, et que de la classe de a dans I'\I'(1) /T'(1), c’est-a-dire de la pointe x, lorsque k
“ Z la condition d > 0, alors ¢g|a]; ne dépend
que de la pointe x pour tout k, et on peut lui associer la “série d’Eisenstein”

By =[P : TL] ™ olals

Puisque £} ne s’annule pas en « et s’annule aux autres pointes, la famille (E}),crp1(q)
est libre dans My(T).

Lorsque I' = I'(N), deux pointes z = r/t et 2’ = r'/t' (ou pged= 1 et t,t' > 0) sont
équivalentes si et seulement si (r,t) = (r/,t')[N] (exercice). On calcule alors que

1
Ly (1) = Z m,

pged(e,d)=1
(¢,d)=(t,—7)[N]

est pair. Si on impose en plus a o =

de sorte que la somme ) | EY est la série d'Eisenstein Ej, pour I'(1). Cela suggere d'indexer
les séries d’Eisenstein par un vecteur ligne v € Z/NZ x Z/NZ d’ordre N. On peut alors
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poser

_ 1 - 1
El(T) =en Z m, et Gp(7):= Z m,

pged(e,d)=1 (¢,d)=v[N]
(c,d)=v[N]

avec ey = 1/2 si N = 1,2 (et donc k pair) et 1 si N > 2. Un calcul similaire au cas I'(1)
(voir TD) montre la formule

o0

_ _ 1
Gir)=env > Gun(R)ET(r) avee Gun(k) = > —
n€Z/NZX mn:zrzl[lN ]

la fonction ¢ de Riemann modifiée (essentiellement la fonction ¢ de Hurwitz).

Théoréme 2.31. — Soient N > 1 et k > 3 deux entiers. On suppose k pair si N < 2.

(1) Pour tout vecteur © = (¢,,dy) € Z/NZ x Z/NZ d’ordre N, on a EY(1),G}(T) €
M(P(N)). ) )

(2) Les familles {EL(T)} et les {G}(T)} (quand v parcourt I’ensemble de vecteurs ligne
U€Z/NZ xZ/NZ d’ordre N modulo la relation U ~ W < T = £w[N]) sont libres.

(3) Soit v = (¢y,dy,) € Z/NZ x Z/NZ d’ordre N. Le développement de Fourier de
Gy(T) est :

_ C 0 B '
GZ’(T) = 53,6 Cdv,N(k) + —k Z o'z_l(n)qu\% = eQﬂ"LT/N’

Nk
n=1
ot
1 sic,=0[N] =1
6*7: ]{j _= —_—,
&0 {0 si ¢, Z 0[N], Gy () 2:1 mk
m=dy[N]
et
—27i)k - 1, dom i
o= o= X smlmt = e
n/m=cy[N]
mln

Les sommes pour Cq, n(k) et op_,(n) portent sur des entiers non nuls (positifs ou négatifs).

Démonstration. — On a déja montré (1). On a aussi vu que la famille { E7(7)} est libre.
On a vu en TD que la famille {G}(7)} est aussi libre, ce qui acheve la preuve de (2).
Montrons (3). On sépare la somme définissant G7(7) en trois parties :

_ 1
G(T) == Z (—k:A+B++B_

avec

1 1
A= - Br= S
o
c=0 +c>0
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On a clairement A = 0, 5(a,,~(k). On va utiliser la résultat suivant du TD:

1 S ol _
(22) Zm:Ckzmk 1(] s SlTeHetk’Z2.
deZ m=1

Alors

Z Z CT+dv+d

c=cy|N] dEZ
+c>0

Si ¢ >0 alors <t% € H et (2.2) nous donne

+ Z ka 1 dvmq]cvm_ Nkz Z mk 1 dvmq%

c=cy[N] m=1
c>0 n/m Cv[N]
m>0

Si ¢ < 0 alors —M € H et (2.2) nous donne

B—: Ck Z Zm I —dym —cm: Z Z mk 1M§l\},mq]r\zf

c=cy[N] m=1 m|n
¢<0 n/m=cy,[N]
m<0
On conclut mettant toutes ces identités bout a bout. []
2.4.5. Somme de huit carrés. — On rappelle qu on a 198(27') = > rg(n)g™ ou
rs(n) denote le nombre de (ny,...,ng) € Z® tels que 25 n? = n. On a aussi vu que

¥¥(27) € My(J) et la dimension ce dermer espace est au plus egal a 2. On sait que I'(2) est
contenu dans J (on a J = ['(2) U ST(2)), Ey € My(J) et GOV, G0 a1V e My(T(2).

Etant donné un sous-groupe de congruence I'(N) C I, en choisissant des représentants
I'= l—llgigr’)/iF(N) on a

Eir= > Elulk= > Ej*eM(T).
1<i<r 1<i<r

Ce faisant ou bien avec un simple calcul, on voit que en fait Gfll’l) € My(J). Puisque
Gfll’l)(oo) = 0 on déduit que dim(My(J)) = 2 et il est engendré par E, et Gfll’l). Les
développement de Fourier :

E, = 1+240q+...

25
Gy = EGS’I) = —2¢% +...

9 = 1+416¢2 +...
nous montrent alors que

(2.3) 9° = E, — 8G.
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Corollaire 2.32. — On a :

Démonstration. — L’identité (2.3) se traduit par
n
rs(n) = 24003(5) — 8ol (n),
ot o3(%5) = 0 si n est impair et

o) = > sen(d)d* (1)

n/d=1[2]
deZ,dn
Si n est impair on a donc
rs(n) = =803 (n) = 1605(n) = 16y _(—1)"~%d".
d>0
din

Si n est pair on utilise la relation évidente 1603(%) = 23, ,, d° pour montrer :

rs(n) = 16 1503 Z d*(—

n/d=1[2]
d>0,dn
B W TR s
2|d|n n/d=1[2]
d>0,d|n

= 16(2) _ d* - o3(n))

2|d|n
= 16) (—1)"“d*.
d>0
d|n
O
2.5. Produit scalaire de Petersson. — On rappelle que H possede une mesure in-
Variante sous SLy(R), dite “mesure de Poincaré”, et donnée par du(r) = y%dx.dy =

21m dT dr.

Sl f H — C est une fonction continue et bornée, alors pour tout a € SLy(Z),
Vintégrale [, f(ar)du(r) de f sur le domaine fondamental .7 = {7, |Re (7)| < 1/2, || >
1} converge absolument.
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Soit maintenant I" un sous-groupe de congruences de SLy(Z), notons X (I') = I'\H et
supposons f invariante par I' (et toujours bornée). Si on écrit I'(1) = | |;_; Tey, alors la
somme

=3 L f(em)du(r)

est indépendante du choix des représentants «;. En d’autres termes, si %1 est un domaine
fondamental de I' dans H, alors |[ . f(T)dp(7) existe et

X(T

fdp= [ f(r)du(r).

X(I) Fr

Cela s’applique a la fonction constante 1 et on note Vp := fX(F) dp le volume de X(T'). Si
[ C T est d’indice fini, on a Vpv = [['{£1} : I"{£1}|Vr (exercice). On a donc en général
Ve = [[(1) : I'{£1}]Vrq) et on peut calculer™®™ Vi) = /3.

Soit maintenant f,g € My(I'). La relation Im (y7) = Im (7)|j(y, 7)]

fonction h(7) := Im (7)* f(7)g(7) est invariante par T.

~2 montre que la

Lemme 2.33. — Si de plus, ['une des deux formes f ou g est parabolique, alors cette
fonction h est bornée sur H.

Démonstration. — La preuve est la méme que celle de la proposition 1.29. En effet, il
suffit de voir que pour a € I'\I'(1), la fonction h(at) est bornée au voisinage de oo.
Si h est la “largeur” (i.e. l'ordre) de la pointe aoo, on a un développement h(7r) =
Im (7)F "7 Jangy ou g, = exp(2iw7/h). Or, si 'une des deux formes est parabolique,
alors ag = 0, et h(z +iy) = O(y* exp(—cy)). Comme h(aT) est aussi horizontalement
périodique, elle est donc bornée au voisinage de oo. O

Définition 2.34. — Pour f € Sp(I"), g € My(T'), on appelle

(. g)r = Vi [ @)

le produit scalaire de Petersson de f et g.

La restriction a Si(I") x Sg(I') est un produit hermitien défini positif. La normalisation
par le volume permet d’avoir (f, g)r» = (f, g)r pour I'' C T.

Théoréme 2.35. — Soit f € Si(I') de développement f(T) = D07 anq) avec q, =
exp(2imT/h). Alors pour toute série de Poincaré o, (7) := 3 p\p J (7, 7) "% exp(2imnyT /h)
on a

0 sin=20
<fa <Pn>r = { hF(k—2)!

Wan pour n Z 1

(WPlus généralement, on peut montrer que I’aire d’un triangle géodésique dans H U P!(R) vaut 7 moins
la somme des angles
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La conséquence la plus intéressante de ce théoreme est que toutes les formes
paraboliques sont combinaisons linéaires de séries de Poincaré. En effet, toute forme
parabolique orthogonale aux ¢,, n > 0 est nulle.

Corollaire 2.36. — Si(I') est engendré par les v, n > 0.

Démonstration (du théoréme). — Vu I’absolue convergence de la série définissant ¢, on
peut écrire (en notant .#r un domaine fondamental pour I')

. our = Z / Im ()% £ (1), 7) "+ expl—2imn T/ h)dju(7)

WGF
— Z ir/ Im (y7)%5(y, ) f () exp(—2imn77 /h)dp(T)
YETLAD 7r
1 E.f —1 ko1 o
= o / Im (y7)"j(y™,y7) " f (v 1) exp(=2imnA7 /h)dp(T)
e T
1 L
_ o= [ ) s exp(-2imyT )du(r)
seriyr T
1 / . o
— — Im (7)" f(7) exp(—2i7nT/h)du(T)
sergr

Pour la deuxieme ligne on utilise Im (7) = Im (y7)|j(7, 7)[?, pour la troisitme ligne on
utilise 1 = j(yv 'y, 7) = j(v 1, 97)j(7,7) et pour la quatriéme on utilise 'automorphie
de f. Maintenant, on remarque que |_|7€FO+Q \r ~v.Zr est un domaine fondamental pour
'Y, qui dépend du choix de représentants des I'Z -classes & gauche. On peut choisir ces
représentants de sorte que cette réunion soit (un ouvert dense du) le domaine fondamental

agréable .Z, = {7,0 < Re(7) < h}. On peut donc écrire

LT e ' 2imn/h 2mny/h)dzd
e =g | [ 9o i) ex(2imna ) exp(—2mmy ) dedy

Insérons le développement f(x + iy) = Y, .. am exp(2imma/h) exp(—2mmy/h) et inter-
vertissons intégrales et sommes. On obtient

h o0
(Fron)r = -, / y*~2 exp(—dmny/h)dy

Vr
et des intégrations par parties montrent la formule annoncée. O
2.6. Formes modulaires de niveau I'((N) et I';(N). — Pour les applications

arithmétiques (comme la somme de k carrés, avec k non un multiple de 8), il serait
intéressant de construire de formes modulaires a caractere non trivial et pour des niveaux
différents de I'(V). Dans ce paragraphe on esquisse la construction pour les niveaux
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Lo(N) et I'1 (V). 11 serait aussi intéressant de étudier le cas k < 2 qui pose de problemes
de convergence mais cela ne sera pas traité ici.
Rappelons les sous-groupes de congruence

)= (¢ )= (o 1 )medmy

ro) = {( & 5 ) =( 5 5 Jmod )

Soit x un caractere de Dirichlet modulo N, c’est-a-dire, un morphisme de groupes
X : (Z/NZ)* — C*. On le prolonge en une fonction, aussi notée y, de Z/NZ vers C en
posant x(d) = 0 si d n’est pas premier a N.

A tout caractere de Dirichlet y on peut lui associer un caractere de I'g(V) trivial sur
[y (N) par x(v) = x(d) siy = ( Z cbi ) Tout caractere de ['g(V) trivial sur I'1 (V) est
de cette forme la puisque T'o(N)/T'1(N) ~ (Z/NZ)*.

Lemme 2.37 — Pour tout entier positif N on a

Mi(T1(N)) = €D Mi(To(N), x)

SuTi(N) = @D Sk(To(N),x)

ou x parcourt l’ensemble de caractéres de Dirichlet.

Démonstration. — Puisque I'y(N) est distingué dans I'o(/N), ce dernier agit sur
M (Ty(N)) par f — f[y]g, pour g € T'o(N). Cette action induit une action de
Lo(N)/T1(N) =~ (Z/NZ)* sur Mg(I'y(N)). Les représentations irréductibles de
~ (Z/NZ)*, étant commutatif, sont les caracteres de Dirichlet. On déduit donc le
lemme en décomposant la représentation en somme de représentations irréductibles. La
méme preuve marche pour Si(I';(N)). O

Il suffit donc de comprendre les espaces My (I'o(N), x)-
Pour construire des séries d’Eisenstein de niveau I'y, on peut faire de méme que pour

J. Notant que pour tout v = ( i 2 > € I'o(V) on a (0,v)y = (0,dv) on voit que la

Z G’(CO,d)

de(Z/NZ)*

série

appartient & My (Ig(N)). De méme si x est un caractere de Dirichlet on a que
(04
> x@G?
de(Z/NZ)

appartient a My (T'o(NV), x).
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Avec le méme type d’idées on peut construire toutes les séries d’Einsenstein de
M (To(N), x). Solent u,v € N avec uv = N, ¢ un caractere de Dirichlet modulo u et
un caractere de Dirichlet modulo v, avec ¢1p(—1) = (—1)* et ¢ primitif. Alors la série

u—1 v—1 u—

1
) - cv,d+ev
GRl(r) =D D ARG ()
=0 d=0 e=0
appartient a My (I'o(IV), ). On peut construire ainsi toutes les série d’Eisenstein. Pour
plus de détails voir la section 4.5 de [3].

3. Interprétation géométrique des formes modulaires

3.1. La courbe modulaire Y (I') comme surface de Riemann. — Soit I" un sous-
groupe discret de SLy(R). On rappelle qu'on note I le groupe I'/{£} si —I, € T, et
T =T sinon.

[' agit sur H, notons = : H — I'\H la projection canonique. La proposition suivante
montre que 'espace quotient Y (I') := I'\H , muni de la topologie quotient, est séparé.

Proposition 3.1. — Soit I' un sous-groupe discret de SLy(R).

(1) Pour tout 7 € H, le fizrateur I'; de 7 dans I' est cyclique (et en particulier, fini).
(2) Tout T € H admet un voisinage ouvert U tel que Vy € T,vyUNU # 0 = 7 = 7.
(3) Deux orbites distinctes I't et I't" admettent des voisinages ouverts disjoints.

Démonstration. — (1) Le fixateur de T est conjugué a un sous-groupe discret de SOz(R) ~
C!, donc fini et cyclique.

Pour (2) et (3) on utilise le fait suivant : si A, B sont deux compacts dans H, alors
SLa(R) a5 := {7y € SLa(R),yAN B # 0} est compact dans SLy(R). En effet si 7w désigne
12 .—1/2
0 yx_yl/Q ), alors SLo(R)ap = {7 €

SLy(R), vy (A) N 7= 1(B) # 0} est compact puisque 7~ 1(A) = t(A)SO(R) et 7(B) le
sont.

(2) On applique ceci & V' un voisinage compact de 7. Alors I'y := {y € I, 7V NV # 0}
est un compact dans I', donc est fini. Pour chaque v € I'yy qui ne fixe pas 7 on peut
trouver un voisinage ouvert U, de 7 tel que 7U, N U, = (. Prenant I'intersection (finie)
sur de tels v on obtient un U comme dans l’énoncé.

(3) Comme ci-dessus, si V' est un voisinage compact de 7/, 'ensemble 'y := {7y €
T, vV NV’ 2 (0} est fini et on en déduit U voisinage ouvert de 7 et U’ de 7’ tels que
~U NU" = () pour tout 7. Alors U, U et Uv ~U’ sont deux voisinages disjoints de I't et
I'7’ respectivement. H

I’application v — 2 et ¢ sa section x 41y ( y

On voudrait définir sur Y (I') une structure de surface de Riemann, c’est-a-dire, une
structure de variété complexe de dimension 1.

Ceci est facile et classique lorsque I' (ou plutot T') agit librement sur H (i.e. Vy €
[,Vr € H,yvr =7 = v =1). Cependant PSLy(Z) n’agit pas librement !
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Les points problématiques son dits points elliptiques, plus précisement :

Définition 3.2. — Soit I' un sous-groupe discret de SLy(R). Pour 7 € H, on note h, le
cardinal de I'.. Un point 7 € H est un point elliptique de I si h, > 1. On dit aussi que
7(7) € I'\H est un point elliptique.

Ainsi, I' agit librement si et seulement si il ne possede pas de point elliptique.

Exemple 3.3. — On a vu que pour I' = I'(1) les points elliptiques sont ceux qui ap-
partient aux I'(1)-classes de ¢ et p. On a h; = 2 et h, = 3. Dans le cas ou I' est un
sous-groupe discret de SLy(R) la proposition 3.1 montre que pour tout 7 € H, le fixateur
I'; est cyclique fini.

On rappelle que pour définir une structure complexe de dimension 1 sur un espace
topologique X, on peut se donner un atlas holomorphe (ou sa classe d’équivalence), ou
encore se donner un faisceau de fonctions Ox tel que tout point z € X possede un
voisinage ouvert U tel que (U, (Ox)y) soit isomorphe, en tant qu’espace annelé, a un
ouvert de C muni de son faisceau de fonctions holomorphes.

Exemple 3.4. — Dans le cas de surfaces définies comme quotient d’une surface de Rie-
mann par l'action d’un groupe, il y a deux exemples type :

(1) Le groupe Z opere par translation sur le plan complexe C. Cette action n’a pas de
points elliptiques et la fonction Z-périodique z — €*™* induit un isomorphisme :

C/Z — C~.

(2) Considérons le disque unité D. Le groupe U, ~ Z/NZ des racines de 'unité opere
par multiplication sur ID. L’action n’est pas libre, néanmoins ’application U,-invariante
z + 2" induit un isomorphisme

D/U, ~ D.
Le quotient est donc bien lisse bien que 'action ne soit pas libre. Notons 7 la projection
canonique D — D/U,. L’application f +— f o 7 est une bijection entre les fonctions
holomorphes sur U C D/U,, vers les fonctions holomorphes en z" sur 71 (U). Mais ces
fonctions sont précisément les fonctions holomorphes sur 7—!(U) invariantes sous-I’action

de U,,.

Proposition 3.5. — Notons m : H — I'\H la projection canonique et posons, pour
tout ouvert U de I'\H,

Oru(U) == Ou(r " (U))" (fonctions holomorphes sur 7= (U) invariantes sous T).
Alors Op\u est un faisceau et définit une structure complexe sur T\H pour laquelle 7 est
holomorphe. On notera Y (I') cette surface de Riemann.

Démonstration. — 1l est clair que Op\y est un faisceau. Si 7 est un point non-elliptique,
on peut trouver V' voisinage ouvert de 7 tel que 7y, est un homéomorphisme V/ = (V).

~J

Dans ce cas m induit un isomorphisme (V, Oy) — (7(V'), Orvy) comme souhaité. Si 7
est un point elliptique, choisissons vy € SLy(C) tel que vo(H) = D et 97 = 0 (on prend
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1

1 —7
automorphisme du disque unité D fixant 0 et donc le lemme de Schwarz assure qu’ils sont
de la forme z + az avec |a| = 1. Mais yoI',7; ! étant fini cyclique on a quil agit par

Yo I'élément T ) divisé par son déterminant). Les éléments de 'y, " sont des

rotations sur ). Plus précisément il existe un isomorphisme de groupe ¢ : I'; = U,
(racines de l'unité d’ordre h,) tel que Yo(v7') = t(7)v(7") pour tout 7 € H et tout
v € I';. Pour tout rayon 7 < 1, Pouvert V := 7, (D(0,7)) est stable par I';, et pour r
suffisamment petit on a YV NV # ) =~ € I'; d’apres le (2) de la proposition 3.1. On a
alors un diagramme commutatif

V - D(0,r)

Yo
”l lz»—)x’”

n(V) =TV =1, \D(0,r")

olt 7g est un homéomorphisme. Comme pour tout U C 7(V) on a O(U) = O(7~(U) N
V)T, on voit que 7, transporte le faisceau de fonction O vy vers le faisceau des fonctions
holomorphes en z € D(0,r) invariantes sous Uy,_, qui est aussi le faisceau des fonctions
holomorphes en 27, donc le faisceau des fonctions holomorphes usuel sur D(0, 7).

Le faisceau de I'énoncé définit donc bien une structure complexe sur I'\H et 7 est
visiblement holomorphe. On retiendra que 7/ +— 7o(7')"" descend en une coordonnée
locale au voisinage de 7(7) dans I"\H. O

3.2. La courbe modulaire X(I') comme surface de Riemann. — On note H* =
Hf := HUPpr. On munit H* de la topologie engendrée par les ouverts de H et les ensembles
de la forme V,, := p(U, U {o0}), ol

~r>0et U, ={r e H,Im(7) >r}

—pE SLQ(R) et p.0o € PF.

a

Si on écrit p = ( . 2 ), alors p(U,) est le disque ouvert de diametre r—!c™2

contenu

dans H et dont 'adhérence dans P'(C) contient poc = a/b. Par construction, 'action de
[' sur H* préserve cette topologie (i.e. est continue), et on peut donc munir le quotient
Y (') := I'\H* de la topologie quotient.

Lemme 3.6. — Sixy,xy € Pr, il existe un voisinage V,, , de x, et un voisinage V,, . de
To tels que
VY €D, AWV, NV r # 0 = 1 = 2.

En particulier, l'espace T\H* est séparé et le sous-ensemble '\ Pr y est discret.

Démonstration. — Quitte a conjuguer la situation on peut supposer xo = oo et donc
Vypr = Uy. On a alors un hy > 0 tel que I {£1} = {£72,m € Z} avec 7 =

((1) hfo ) Notons x = x; et fixons p = p; tel que poo = z, ce qui nous donne
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h = h, > 0 comme ci-dessus. Nous allons alors vérifier que tout r tel que r? > h.hy
convient.

Pour cela, soit v € T' et supposons que ypU, N U, # (). On doit montrer que yr =
ypoo = 0o. En notant ¢(o) la coordonnée (2,1) d’une matrice o € SLy(R), on veut donc
montrer que ¢(yp) = 0. Vu la description de vpU,., 'hypothese ypU, N U, # @ implique
que r < r~te(yp) 2, ou encore c(yp)? < r2.

Posons §; := p~ 1y 1y,.vp, qui est un élément du goupe discret p~'T'p. Un calcul montre
que ¢(d;) = —c(yp)*heo, et donc |c(d;)h| < 1 d’apreés notre choix de r. On doit montrer
que c(6;) = 0.

Pour cela, posons 6,41 := 0, (1) }f )5n 1. qui est un élément de p~'T'p. Le méme calcul
montre que ¢(8,.1) = —c(d,)*h, mais aussi b(0,41) = a(d,)*h et a(0ps1) = 1—a(0,)c(d,)h.

Il s’en suit que ¢(6,) = —c(d;)(c(61)h)? ~! tend vers 0 quand n — oo et donc que §, tend
vers la matrice ( é }f ) Or, le groupe p~'T'p étant discret, cela implique 6,, = ( (1) }f )
pour n assez grand, donc ¢(d,) = 0 et finalement ¢(d;) = 0.

On laisse au lecteur les conséquences annoncées. O]

Considérons maintenant ’application 7 — exp(2im7/h). Elle réalise un homéomorphisme
envoyant oo sur 0

( é }1L )Z\WT U {o0}) = D(0,r")

ou r’ = exp(—2nr/h), ce qui munit U, U {oo} d'une structure complexe. Si x = 00 est
une pointe de I' et h est comme au début, le lemme précédent nous dit que pour r assez
grand on a un diagramme

Vier 4;1 U, U {oo}
0
T l l T—exp(2imT/h)
W(VVO,T) = FCB\V”/OJ’ """ Li'i') D(07 Tl)

Yo

ce qui munit 7(V,, ;) d'une structure complexe. Concretement, la fonction exp(2imyo(7)/h)
fournit une coordonnée locale au voisinage de m(x). On laisse au lecteur le soin de vérifier
que ces structures se recollent avec celle sur I'\H pour munir I'\H* d’une structure de
surface de Riemann. On notera généralement X (I') cette surface de Riemann.

Corollaire 3.7. — La surface de Riemann Y (1) = I'(1)\H est isomorphe au plan com-
pleze, tandis que X (1) = T'(1)\H* est isomorphe a la sphére de Riemann.

Démonstration. — Une fois on aura vu l'interprétation géométrique des formes modu-
laires le corollaire sera une conséquence de la proposition 1.21. L’invariant j réalise les
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biholomorphismes souhaités:
j : IN(1)\H— C
j o I(1)\H* — PY(C).

Nous donnons ici une explication topologique utilisant la classification des surfaces de
Riemann compactes.

Il suffit de montrer que X (1) est compacte et de genre 0. Pour la compacité, vu la
description des pointes, on remarque que X (1) est I'image par 7 : H* — T'(1)\H* de
F* = F U {oco}. Or il est clair que .#* est compact : si on a un recouvrement ouvert,
I'un de ces ouverts est de la forme (U, LI {oo}) N.#* et son complémentaire est compact
dans .Z.

Pour le genre 0, plusieurs arguments géométriques sont possibles, que I'on ne formalisera
pas. En voici un. Topologiquement, on peut obtenir Y (1) en deux étapes & partir de .% :

— identification des demi-droites Re (7) = 1/2 et Re (1) = —1/2
— identification du “segment” [i, p| avec le segment [i, Sp].

La premiere étape fournit un cylindre de base un “cercle” obtenu en identifiant les
extrémités p et Sp du segment géodésique [p, Sp|. La deuxieme étape ferme ce cylin-
dre en “applatissant” le cercle sur un segment [i,p]. On “voit” alors que la rétraction
géodésique “verticale” de .# sur le segment [p, Sp] passe au quotient pour donner une
rétraction de Y (1) sur I'image de [p, Sp]. Mais celle-ci est un segment. Donc 'espace
obtenu est simplement connexe. Il s’ensuit que Y (1) est isomorphe a C ou D, mais
puisqu’on peut la compactifier par un point, c’est de C qu’il s’agit. Par suite X (1) est
isomorphe a P*(C). O

Soit I" un sous-groupe d’indice fini de SLy(Z). Notons d I'indice de I'{+1>} dans SLy(Z).
On note ny, le nombre de I'-orbites dans Pr. Si 7 est un point elliptique de I', il est
conjugué a i ou p sous I'(1). On note ny le nombre de I'-orbites de points elliptiques
conjugués a i (ils sont d’ordre h = 2) et n3 le nombre de I-orbites de points elliptiques
conjugués a ¢ (ils sont d’ordre h = 3). Le théoreme suivant calcule le genre de X (I') en
fonction de d, no, n3 et ng.

Théoréme 3.8. — Soit I' un sous-groupe d’indice fini de SLo(Z). Notons d l'indice de
I'{£L} dans SLa(Z), ng, n3 et ny comme ci-dessus. La surface de Riemann X (') est

compacte. La projection X (T') — X (1) est holomorphe de degré (ou valence) d et le
genre de X (') est

g=14+d/12 —ny/4 —n3/3 —ny/2.

Démonstration. — La compacité se prouve comme pour I'(1) en remarquant que, si
SLy(Z) = Uy {£l} alors X(T) est I'image de la réunion 7.%* U --- U 74" qui est
compact. Le fait que I'application Y (N) — Y'(1) est holomorphe découle de la définition
des structures complexes, et de méme pour I'holomorphie de X (N) — X (1) au voisinage
des pointes. Comme elle est non-constante, elle a un degré (aussi appelé valence) qu’on
peut calculer en comptant la préimage d’'un point “ordinaire” (ni elliptique ni pointe).
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On obtient d, vu la forme d’un domaine fondamental. Pour calculer le genre, on utilise la
formule d’Hurwitz

X(X (D) = dx(X(1) + ) (ep —1)

ou x(X) = 2¢g(X) — 2 est la caractéristique d’Euler d'une surface de Riemann compacte
X, et ep désigne l'indice de ramification de f : X(I') — X(1) en P € X(I') (i.e.,
localement autour de P, f est de la forme 7 — 7¢7). Dans notre cas, cela donne

g X@)=1-d+ % > (er—1).

Notons 7 : H* — X (1) la projection canonique. On a vu que le degré de ramification
de 7 en un point de H est fini, égal a 1 pour un point ordinaire, 2 pour un point elliptique
équivalent a ¢ ou 3 pour un point elliptique équivalent a p. Par multiplicativité des indices
de ramification, l'indice ep de f en un point qui n’est pas une pointe est aussi 1, 2 ou 3.

Plus précisément, considérons la fibre f~1(7(7)). Pour P dans cette fibre, on a

— ep = 1si P est (I"image d’) un point elliptique pour I'.

— ep =2 si P est (I"image d’) un point ordinaire pour I'.

Par définition de no, il y a donc ny points P € f~1(n(i)) tels que ep = 1. Vu les propriétés
du degré (on a } p iy ep =d), il y a donc ©m2 points P € f~H(m(i)) tels que ep = 2.
D’ott une contribution }_p,, (ep — 1) = (d — n2)/2 a la formule de Hurwitz.

Considérons maintenant la fibre f~!(r(p)). Pour P dans cette fibre, on a

—ep = 1si P est ('image d’) un point elliptique pour T

— ep =31 P est (I'image d’) un point ordinaire pour I
Par définition de ns, il y a donc n3 points P € f~1(m(i)) tels que ep = 1. Vu les propriétés
du degré, il y a donc <= points P € f~!(n(i)) tels que ep = 3. D’oll une contribution
> posn(p(€p —1) =2(d — ny)/3 & la formule de Hurwitz.

Considérons enfin la fibre f~!(m(00)), qui est 'ensemble des (images de) pointes de
X (). Sf)n cardinal est n., et ZPHW(OO) ep = d. D’olt une contribution } 3p (. \(ep—1) =
d — ne & la formule de Hurwitz.

Il ne reste plus qu’a rassembler les termes. O]

Remarque 8.9. — Supposons que z € P!(R) est une pointe pour I', d’'image P dans
X(I'). Son stabilisateur I',{£1} est un sous-groupe d’indice fini A de I'(1),. Si l'on
ramene x au point oo par un élément de v de I'(1), on a vu qu’une coordonnée locale
autour de P est donnée par exp(2imyo(7)/h) tandis qu'une coordonnée locale autour de
7(T) est exp(2imy(7)). Dans ces coordonnées, la projection X (I') — X (1) prend donc
la forme x — 2", ce qui montre que h est 'indice de ramification de cette projection au
point P.

3.3. Formes et fonctions modulaires. —
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3.3.1. Fonctions modulaires de poids 0. — On rappelle quune fonction
méromorphe X --» C sur une surface de Riemann X (donc définie en dehors de
ses poles) se prolonge de maniére unique en une application holomorphe X — P!(C).
On note My le corps des fonctions méromorphes sur X. Par exemple Mpi(c) =~ C(2).
Un résultat spectaculaire de la théorie (dont nous n’avons pas besoin) dit que X — My
est une équivalence entre la catégorie des surfaces de Riemann compactes munie des
applications holomorphes non-constantes, et la catégorie des corps a engendrement fini
et degré de transcendence 1 sur C. C’est une motivation pour étudier le corps My 1.

Soit ¢ une fonction méromorphe X (I') — P!(C). Notons f la composée H —

X(T) % PY(C). Cest une fonction méromorphe I'-invariante sur H. Réciproquement,
si on se donne une telle fonction f, celle-ci descend bien a Y (I') mais pour pouvoir la
prolonger a X (I'), il faut une condition de méromorphie aux pointes.

On définit la condition de méromorphicité aux pointes comme dans le chapitre
précédent (voir définition 2.14). On le rappelle. Partons plus généralement d’une
fonction méromorphe f sur H qui est horizontalement périodique au sens ou il existe un
entier non nul A tel que f(7) = f(7 + h) (autrement dit, f est invariante par une matrice

1 h

0 1
et admet donc un développement

). Elle s’écrit comme une fonction méromorphe en ¢ = exp(2inr/h) € D\ {0}

f(T) = Z ang"

neZ

au voisinage de ¢ = 0 (donc de 7 = o0). On dit que f est méromorphe a l'infini si cette
fonction de ¢ est méromorphe en 0, c’est a dire si a,, = 0 pour n << 0. On note alors

orde 1, (f) le plus petit n € Z tel que a,, # 0,

et on dit que f est holomorphe a l'infini si ords ,(f) > 0. On peut remarquer que ces

. , . . 1 . . I .
notions ne dépendent pas du choix de A tel que f soit < 0 1 )—mvarlante (mais bien-sur
I'entier ord., , dépend de h).

Revenons & une fonction méromorphe I'-invariante. Pour une pointe z € P1(Q), on
choisit 79 € SLa(Z) tel que yox = 00, et on dit que f est méromorphe ou holomorphe a
la pointe x si S f : T+ f(75'7), qui est horizontalement périodique, est méromorphe ou

holomorphe a l'infini. Cela ne dépend pas du choix de vy, pas plus que I'entier
Ordx,h(f) = Ordm,h(rya(f)

au sens précédent.

Les fonctions modulaires de niveau I' et poids 0, f : H — C, correspondent donc aux
fonctions méromorphes sur X (I').

De méme, les formes modulaires de niveau I' et poids 0, f : H — C, correspondent aux
fonctions holomorphes sur X (I'), et (comme on 'avait déja vu) sont donc ... constantes !

Remarque 3.10. — On a vu que Mx() ~ C(j).
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3.3.2. Fonctions modulaires de poids 2. — Rappelons que pour un réseau A C
C, on avait construit les fonctions p et @'. La fonction ' était construite de fagon
tres naturelle, en moyennant sur le réseau tandis que la construction de la fonction @
était un peu plus compliquée. On pourrait lors se demander si ce ne serait pas plus
facile de construire des formes différentielles méromorphes sur X (I') au lieu de fonctions
méromorphes.

Sur un ouvert U de C une forme différentielle holomorphe, resp. méromorphe, s’écrit
w = f(z)dz avec f holomorphe, resp. méromorphe. Si ¢ : V =% U est un biholomor-
phisme sur un autre ouvert de C, on peut transporter w en p*w = f(p(z)).¢'(2)dz. Sur
une surface de Riemann X plus générale, une forme différentielle est la donnée, pour
chaque carte X O O U C C, d'une forme différentielle sur U, et ce de maniere
compatible avec la formule de changement de carte ci-dessus.

Soit 7 : H — X(I') la restriction de la projection canonique a H C H*. Une
forme différentielle méromorphe w sur X (I') induit une forme différentielle méromorphe
[-invariante 7*w = f(7)dr. La condition d’invariance s’écrit :

Vy €L, f(yr)d(yT) = f(7)dr

a b
et un calcul montre que pour v = ( ¢ d ), on a

d(yr) = j(y,7)"2dr.

On a donc que la fonction f est faiblement modulaire de poids 2 et niveau I'. La
méromorphicité aux pointes est définie comme dans le chapitre précédent (voir définition
2.14). On a vu que toute fonction f satisfaisant cette propriété de modularité est
horizontalement périodique. De méme, pour tout vy € SLy(Z), la forme différentielle
Y (f.d7) = j(y0,7)"2f (707 )dT est invariante sous 7, Ty donc la fonction j (7o, 7) 72 f (707)
est horizontalement périodique. On dit alors que f est méromorphe ou holomorphe a la
pointe 00 si la fonction 7 — j(70, 7) 2 f(707) est méromorphe ou holomorphe a I'infini.
Cela ne dépend pas du choix de 7, pas plus que I'entier

ord, p(f) := ordeen(j (70, 7) 72 f (07)).

Sous cette identification la ”méromorphicité” de la fonction f en une pointe z dans le
sens de la définition 2.14 correspond a la méromorphicité de la forme différentielle w dans
la pointe x.

Les fonctions modulaires de niveau I' et poids 2 sur H se correspondent donc aux formes
différentielles méromorphes sur X (T').

3.3.3. Fonctions modulaires de poids k& € 2N. — Lorsque k = 2k’ est pair, on
peut interpréter les formes modulaires de poids k& comme certaines k’-formes différentielles
sur X (I'). Une k'-forme différentielle sur un ouvert de C est une expression de la forme
w = f(7)(dT)¥. Si ¢ est une application biholomorphe entre deux ouverts on transporte
une telle forme par la formule p*w = f(o(7))¢'(7)¥ (d7)¥. Ceci permet de définir ce
qu’est une k’-forme différentielle sur une variété comme la donnée d’une k’-forme sur
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chaque carte de X, avec compatibilité au changement de carte. On se retrouve alors dans
une situation semblable au poids 2, avec notamment une correspondance

{Fonctions modulaires f de poids k niveau I'}
< {k'-formes différentielles w méromorphes sur X (I')}

donnée par 'égalité 7w = f(7)(d7)*".

3.3.4. Formes modulaires de poids k£ € 2N. — Attention : I'’holomorphie de f
n’est pas équivalente a celle de w !! Les formes modulaires ne se correspondent pas aux
formes différentielles holomorphes !

Pour expliquer cela, introduisons la notation ordp(f) pour l'ordre du zéro ou du pole
en un point P d’une fonction méromorphe f sur une surface de Riemann. Si on développe
f = g(7) dans une coordonnée locale 7 au voisinage de P on a ordp(f) = ordg(g). De
méme, si dans cette coordonnée on développe une forme différentielle méromorphe sous
la forme w = g(7)dr, alors I'entier ordy(g) ne dépend pas du choix de la coordonnée et se
note ordp(w). Bien siir w est holomorphe en P si et seulement si ordp(w) > 0.

Lemme 3.11. — Soit w une k'-forme différentielle méromorphe sur X(I') et soit f la
fonction méromorphe sur H telle que mw = f(7)(dr)¥. Alors on a les égalités suivantes :

i) ordp(f) = ordy(p)(w) si P est un point de H ordinaire pour I.
ii) ordp(f) = e.ord(py(w) + k' (e — 1) si P est un point elliptique d’ordre e (égal a 2 ou

iii) ordgp(f) = ordy((w) + & six est une pointe d’ordre h.

Démonstration. — i) et ii). On a vu qu’au voisinage d'un point P de H, il existe une
coordonnée locale 7/ = 74(7) telle que 7 est de la forme 7/ — 7'° avec e = 1 si P est
ordinaire. La fonction u = 7/¢ descend donc en une coordonnée locale autour de m(P).
Il s’ensuit que si w = g(u)(du)* au voisinage de m(7y), alors m*w = g(7'¢)d(7')¥ =
eH 7% D g (7)d(7')¥ et donc ordp(f) = ordp(m*w) = orde(7'* ¢ Vg(7/¢)) = e.ordg(g) +
K'(e—1) = e.ord(p)(w) + k'(e — 1).

iii) Quitte a translater par un vy € SLy(Z) on peut supposer que x = co. Dans ce cas,
on a vu que ¢ = exp(2im7/h) est une coordonnée locale autour de m(x). Ainsi si w est de
la forme g(q)(dg)¥, 7*w est de la forme (2im/h)¥ .g(exp(2in7/h)). exp(2ik'wr/h)(dT)¥

F(T)(dr)¥, desorte que f(1) = (2im/h)* ¢ .9(q), et finalement ord.. 5 (f) = ordy(¢* .g(q)) =
ordo(g(q)) + k' = ordryw + K. O
Corollaire 3.12. — La correspondance (3.3.3) induit une bijection entre les formes

modulaires (paraboliques) f de poids 2k" niveau T' et les k'-formes différentielles w
méromorphes sur X (') telles que :

(1) w est holomorphe auz points ordinaires;
(2) ordy(py(w) > —@ si P est un point elliptique d’ordre e (égal a 2 ou 3);
(3) orde(z)(w) > =k (ordg(z)(w) > =k + 1) si x est une pointe.

donnée par l'égalité m*w = f(7)(d7)*".
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Remarque 3.13. — En particulier M5(I") est en bijection avec les formes différentielles
w méromorphes sur X (I'), holomorphes sur Y (I') telles que ord,()(w) > —1 si z est une
pointe. On a donc que S3(I") est en bijection avec les formes différentielles w holomorphes
sur X(T),

3.4. Calcul de dimensions. — La théorie des diviseurs de Weil et en particulier le
théoreme de Riemann-Roch montre que ces espaces sont de dimension finie et permet de
calculer leur dimension. Faisons quelques rappels a ce sujet.

— Un diviseur sur X est une somme ),y ap[P] ot ap € Z est nul sauf pour un
nombre fini de points. L’ensemble des diviseurs Div(X) est donc le groupe abélien libre
de base X. Il est partiellement ordonné par la relation ), ap[P] < >, bp[P] siap < bp
pour tout P.

— Le dégré d’un diviseur est défini par deg()_pap[P]) =Y pap € Z.

— A toute fonction méromorphe non-nulle f on associe son diviseur

div(f) == Z ordp(f)[P].

On a div(fg) = div(f) + div(g) et div(f + g) > inf(div(f),div(g)).® On obtient ainsi

un homomorphisme de groupe My v, Div(X) dont I'image est notée Div.pr(X). Un tel
diviseur est dit principal. Le quotient Div(X)/Div.pr(X) s’appelle groupe de Picard de
X et se note Pic(X). (C’est 'analogue du groupe des classes d'un corps de nombres).

— L’application deg se factorise par Pic(X). En effet, si 'on considere f € Mg comme
une application holomorphe X — P!(C) dont on note ep I'indice de ramification en un
point P € X, alors

div(f) =Y _ep[P] = > ep[P]
P—0 Pr—oo
donc son degré est nul.
— De méme a toute forme différentielle méromorphe on associe

div(w) = ) ordp(w)[P].

Comme div(fw) = div(f) + div(w), Vf € Mg, I'image de w dans Pic(X) ne dépend pas
de w, s’appelle le diviseur canonique de X, et se note K.
— Si D € Div(X), on note
L(D):={f e Mg, div(f)+D >0} {0}.
C’est un C-espace vectoriel dont la dimension (D) := dimg L(D) ne dépend que de
I'image de D dans Pic(X), puisque pour f, € My, la multiplication par f; induit un
isomorphisme linéaire L(D) — L(D + div(fp)).

()Ici la notation inf est & prendre comme un “pged” pour la relation d’ordre partiel sur les diviseurs.
C’est donc I’élément maximal parmi les élements inférieurs a div(f) et div(g).
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— Le théoréme de Riemann-Roch affirme que
(D) =deg(D)+1—-g+ (K — D)
ou g est le genre de X. Sachant que [(0) = 1 (fonctions holomorphes sur X compacte,
donc constantes), on voit en particulier, en prenant D = 0 puis D = K, que
I(K)=get deg(K) =2g — 2.
Il s’ensuit que si deg(D) > 2g—2, alors deg(K — D) < 0 donc L(K — D) = {0} (puisqu'un
diviseur positif a un degré positif) et
[(D) =deg(D)+1—g.

Le lien entre le diviseurs et le calcul de dimensions des espaces de formes modulaires est
le suivant : On écrit X = X(I') et notons Dy 1=} pcy (1 —1/ep)[P] € Div(X (') ®2Q
ou ep vaut 1 pour un point ordinaire, 2 ou 3 pour un point elliptique, et +o00 pour une
pointe. Soient w une k’-forme différentielle et soit f telle que 7w = f(7)(dr)*. Alors
div(f) = div(w) + k’'D,. La correspondance du corollaire 3.12 s’écrit alors comme une

bijection entre les formes modulaires (paraboliques) f de poids 2k" niveau I' et les k'-
formes différentielles w méromorphes sur X (I') telles que div(w) + kK'D, > 0 (div(w) +

KDz =3 p . [P])>0).
Notons finalament que deg(D,) = %ng + %ng + N -

3.4.1. Calcul de dimensions en poids 2. — On va faire d’abord le calcul en poids
k = 2. Méme si ce n’est pas nécessaire de traiter le cas k = 2 a part, ce calcul illustre de
fagon tres simple I'idée de I'utilisation du théoreme de Riemann-Roch.

Corollaire 3.14. — On a les €égalités
— dimc(Ms(I')) =l(Dr + K) = g — 1 4 n,
- dime(5(I) = I(K) = g.

Démonstration. — On vient de voir que l'application w +— f définie par 7*w = f(7)dr
induit un isomorphisme
{w, div(w) + Dy > 0} {0} = My(T).

Fixons une forme différentielle méromorphe wy sur X(I')®), et écrivons les autres sous
la forme w = g.wp, alors puisque div(w) = div(g) + div(wyp), 'application g — gwy — f
induit un isomorphisme

L(div(wp) 4+ Dx) — My(T).
La méeme application induit 'isomorphisme

L(div(wo) + Dr — Y _ [P]) —> S(I).

Pr—oo

()1 en existe toujours. Par exemple, sur X (1) = P! on peut prendre dr (qui a div(dr) = —2[co]) puis
tirer en arriere dr via X (I') — X (1)
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Notons | Dy | la partie entiere de Dy, c’est-a-dire | D, | = >, [P]. Alors bien-sir, on a
L(div(wg) + Dy) = L(div(wg) + [ D). Il s’ensuit que

dime (My(T)) = I(div(wo) + [ Dx]) = UK + | Dx|) = I(K + Y _ [P]).
Pr—oo
On a deg(K + > p . [P]) =29 — 2+ ns > 2g — 2 de sorte que la forme simplifiée du
théoreme de Riemann-Roch s’applique pour donner

K+ [P)=deg(K+ Y [P)+1-g=g—1+ng.
Pr—oo P—oo
Par le méme raisonnement, on obtient que

dimg(S3(I')) = U(div(wo) + | Dx] = D [P]) = I(K) = g.

Pr—oo

]

3.4.2. Calcul de dimensions en poids quelconque. — La calcul de dimension en
poids quelconque suit les mémes idées que dans le cas k = 2 : le calcul est juste un peu
plus élaboré.

Proposition 3.15. — Soit f une fonction modulaire non nulle de poids k et niveau T'.
Alors

ordp(f) _k 1 2 _ kd
> — > ordes, (f) = (20 =2+ Sna o +n) = o
Pel\H z€l\ Pp

ou l'on rappelle que d = [I'(1) : I{£1}].

Démonstration. — Lorsque k = 2k’ est pair, le lemme 3.11 montre que le terme de gauche
s’identifie & deg(div(w)) + k' deg(D,). Le degré deg(div(w)) ne dépend pas de w (puisque
les autres sont de la forme gw avec g € M )X((F)). On peut le calculer en prenant w’ de

la forme w¥ oll w; est une 1-forme différentielle méromorphe sur X (I') et w¥ désigne la

k'-forme différentielle donnée par Wt = f(7)¥ (d7)* sur une carte ott w; = f(7)dr. On
obtient deg(div(w)) = k' deg(div(w;)) = k(29 — 2), dont on déduit la premiere égalité.
La seconde vient de la formule donnant le genre.

Lorsque k est impair, il suffit d’appliquer le cas pair & f2. O

Remarque 3.16. — Pour I' =I'(1), la formule devient
1 1
ordu1 (f) + Sordi(f) + gord;(f) + > ordp(f) = k/12.
P+#i,j,00
On retrouve le lemme k/12.

Théoréme 3.17. — Pour k > 2 on a les formules de dimension suivantes.

— dimg(My(T)) = (k= 1)(g — 1) + [ ]n2 + [§]ns + §nee
— dime(Si(T)) = dime(My(T)) — noe
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Remarque 3.18. — En utilisant la formule donnant le genre, on peut aussi écrire

am) =181 4-[)ovs (-[1]

Ainsi, si k est divisible par 12, alors dimg(M(T)) = 2 — g+ 1.

Démonstration. — On écrit k = 2k’, on procede comme on I’a fait en poids £ = 2. On fixe
une k'-forme différentielle méromorphe wy sur X (I') (par exemple de la forme wy = wf’
avec w; une 1-forme), on note f la fonction modulaire de poids k associée et. De la
correspondance du corollaire 3.12 on déduit que I'application g — gwy +— f induit des

isomorphismes
L(div(wy) + |K'Dy]) — My(T)
et

L (div(wg) AR [P]) s Su(D)

Pr—oo
On utilise alors la formule de Riemann-Roch pour calculer dim M (I'), aidés par le fait
que deg(k'K + |k'D,]) > 2g — 2. Dans ce cas la formule s’écrit :

[(D) =deg(D)+1—g.
On en déduit que dime(My(I")) = (KK + |k’ D, |) avec

D) = S 15P+ S P+ Y Ae

Pri Pj Prroo

Pour calculer la dimension de Si(I') il suffit de remplacer div(wy) par div(wy) —
Y possolP]. Dans ce cas on a bien deg > 2g — 2 des que k > 2.
O]

Remarque 3.19. — Pour calculer la dimension des espaces de formes modulaires dans
le cas ou k est impair, on a besoin de la notion de pointe irréguliére. Cette notion vient de
-1 h
0 -1
a~dire f(r + h) = —f(7), alors elle est 2h-périodique et dans son développement f(7) =
Y nez Andsy, OU o = exp(2imT/2h), tous les a, avec n pair sont nuls. En particulier, si
elle est holomorphe a l'infini, elle s’y annule nécessairement.
Forts de cette observation, on dira que x est une pointe irréguliére pour (T, k) si

(1) k est impair et —1 ¢ T

'observation suivante : si f est une fonction telle que f( 7) = —f(7), Cest-

(2) écrivant = = 500, le groupe 7, T, contient ( _01 ﬁﬁ )
Si z = po0 est irréguliere et f est modulaire de poids k, alors f[yo|x(T+hz) = — f[70]k(7).

On décompose no, = N8 + nik (et on a n'e = ne et e = 0 si k est pair).
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(Les sous-groupes de congruence principaux I'(N) n’ont pas de pointes irrégulieres.
—1I, € I'(2) et lorsque —1 ¢ I'(N) (ie lorsque N > 2) toutes les pointes sont visiblement
-1 n
0 -1
Dans le cas impair, k > 2 on trouve les formules de dimension suivantes, ou I’on suppose
—1¢T.
— dime(Mi(T)) = (k= 1)(g = 1) + [§]n2 + [5ns + §ni8 + [5]n
- dlmc(Sk(F)) = dlmc(Mk(F)) — nres

[e.o]

régulieres, puisqu’une matrice n’appartient pas a I'(N).)

(En particulier on a ny = 0. Exercice !)

Pour prouver ces formules on suit un raisonnement similaire. Il nous faut connaitre
I’existence d’une fonction modulaire de poids k. Si & > 3 on a vu l'existence d’une telle
fonction dans le paragraphe 2.4.2 et on a montré la non nullité dans le cas ou I' est
distingué. Admettons Dexistence d'une telle fonction f (a condition que —1 ¢ T')(*).

Alors f? est de poids 2k et correspond & une k-forme différentielle méromorphe wy sur
X(I'). Vu les formules

ordp(m*(g)f?) = 2ep.ord.(p)(g) + ep.ord,(p)(wo) + k(ep — 1) si P € H
ordy p, (7*(9)%f?) = 20rdy(s)(9) + ordy(z) (wo) + k si x est une pointe

on constate que l'application g — 7*(g)f induit des isomorphismes

1 k ~

2 2

P—oo

L (%div (wo) + EDF 1 > [P]) = (D).
Pour My, il faut alors calculer la partie entiere du diviseur
%div (wo) + gD,r = P;(F) (%ordp(wo) + §<1 - 1/ep)) [P).
Pour un point P de Y (T') et un point P € H tel que P = «(P), on remarque que 'égalité
20rds(f) = e.ordp(wp) + k(e — 1)

implique que ordp(wy) est pair si e = 1 ou 3. Comme ny = 0, ce nombre est donc pair
pour tout P € Y(T'), et il s’ensuit que

| ordrtn) + 51— 1/er) | = Jordon) + | K1 - 1/en)

Pour une pointe P € X(I') et z € P1(Q) tel que 7(z) = P, I'égalité
ord, on, (f) = ordy s, (f?) = ordp(wy) + k

(M Pour Pexistence d’une telle fonction voir le poly de Dat [2], il est particulierement difficile la construc-
tion dans le cas o k =1
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montre que :

— sz = 7p00 est réguliere, alors f[yo]x est h,-périodique donc ord, op, (f) = 2o0rd, 5, (f)
et par conséquent ordp(wp) est impair, et

1 k 1 k
\\501"(1]3(&}0) + 5(1 — 1/€p)J = §0rdp(w0) + 5
— 8l & = Y00 est irréguliere, alors f[yo]x est 2h,-périodique et vérifie f[yolp(T + hy) =
—f10]x(7). Donc dans le développement f[v]x(7) = >_,c7 ang™ avec q = exp(2i77/2h,),
on a a, = 0 si n est pair, de sorte que ord, o5, (f) est impair, et finalement
k k—1

Eordp(wo) + 5(1 — 1/ep)J = %ordp(wo) + —

On obtient donc

k k kE—1
v+ 500 | = Gaiv ) + S |51+ T S+ 3 R
Pr—oo,reg Pr>oo,irr

Pour k£ > 3, son degré est supérieur a 1/2deg(div(wp)) = k/2(2g9 — 2) > 2g — 2, donc la
formule de Riemann-Roch simplifiée s’applique et on obtient la dimension annoncée pour
M (T).

Pour calculer la dimension de Si(I'), il faut calculer la partie entiere du diviseur
1div (wo) + D, — 335, [P]. Seule la discussion aux pointes est affectée, et les détails
sont laissés en exercice.

Corollaire 3.20. — Soit ' un sous-groupe d’indice fini de Slo(Z). Soit k € Z.
Supposons que toutes les pointes de I' soient réqulieres. Alors les séries d’Einsenstein
{E}}oepe forment une base de E(I') = M(I')/Sk(T).

Démonstration. — On avait vu au paragraphe 2.4.4 'indépendance linéaire de la famille
{E{}zep.. D’apres le théoreme 3.17 la dimension de &(I') vaut n.. Le corollaire en
découle. [

4. Opérateurs de Hecke

4.1. Opérateurs de Hecke pour les formes modulaires de niveau I'(1). — Avant
de définir les opérateurs de Hecke en niveau quelconque on va étudier leur action en
niveau I'(1), beaucoup plus simple et intuitive. Rappelons la conjecture de Ramanujan
T(nm) = 7(n)T(m) si n et m sont premiers entre eux. Méme si c¢’était Mordell qui 'a
prouvée c’est Hecke qui a développé une théorie générale qui montre que les coefficients
de Fourier des formes modulaires ont de propriétés multiplicatives (remarquons que aussi
pour les séries d’Eisenstein on a un résultat similaire puisque si n et m sont premiers entre
eux alors o(n)og(n) = or(nm).)
L’idée de Hecke est la suivante. Supposons qu’on définit opérateur :

Up(z ang") = Z apnq"-
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Suppose que Y a,q" est une forme modulaire qui appartient a un espace de dimension 1.
Si on peu montrer que U, préserve cet espace, alors U,(D_ a,q™) = A\, (> anq™), pour un
certain A\, € C. Cela implique que a,, = a,\,. Si on normalise de sorte que a; = 1 alors
a, = A, et donc ap, = anay.

Par contre la fonction 7 de Ramanujan n’est pas totalement multiplicative, on a 7(p?) #
7(p)?. 1l a conjecturé que pour p|n on devrait avoir 7(pn) = 7(p)7(n) — p'*7(n/p). Si on
avait donc a deviner le bon opérateur (en poids 12 ce serait

Tp(z anq Zapnq + Z apn +p an/l’)q .

pln

On pourrait définir les opérateurs de Hecke sur les coefficients de Fourier mais ce sera
plus intéressant (et naturel) de définir leur action sur les réseaux. Soit % l'ensemble des
réseaux de C. Notons Z(Z) le Z-module libre de base {[A] : A € R}. On définit deux
familles d’opérateurs T'(n), R(n) : Z|%#| — Z[#], n € N par les formules

(4.1) T)([A) = Y W]

[A:A]=n
R(n)([A]) = [nA].

La somme dans (4.1) est finie car tout A € Z tel que [A : A'] = n vérifie que nA C A’ et
A/nA ~ (Z/nZ)? est fini.

Proposition 4.1. — Les opérateurs T'(n) et R(n) satisfont les propriétés suivantes :

(1) R(n) oR(m) = R(nm);

(2) R(n)oT(m)="T(m)o R(n).

(3) T(nm) = T(n)oT(m) si (n,m) = 1.

(4) T(p"t) =T(p") o T(p) — pR(p) o T(p'~") sip est premier.

p o
Démonstration. — (1) et (2) sont triviales. (3) et (4) seront prouvés en TD. O
Corollaire 4.2. — Les T'(p") sont des polynomes en T(p) et R(p), pour p premier.

On fait agir ces opérateurs sur les fonctions sur % (étendues par linéarité en des fonc-
tions sur Z[#]). Plus précisément si F': #Z — C on a

(T()F)(A) = ) FA);

[A:A]=n

(R(n)F)(A) = F(nA').

Il est clair que les fonctions homogenes de poids k sont préservées par ces opérateurs. On
déduit de la correspondance entre formes homogenes de poids k et les fonctions faiblement
modulaires de poids & et niveau I'(1), donnée par F(A(wy,ws) = wy " f (w1 /ws), une action
sur les fonctions faiblement modulaires de poids & sous I'(1).

Le lemme suivant permet d’expliciter cette action :
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Lemme 4.3. — Tout réseau d’indice n dans A, = TZBZ est de la forme (a7 +b)Z S dZ

pour une unique matrice ( 8 Z ) telle que ad =n, a >0, et 0 < b < d.
Démonstration. — Voir TD. O
Remarque 4.4. — En particulier si n = p est premier les réseaux d’indice p de 7Z & Z

sont prZ & Z et (1 + b)Z & pZ avec 0 < b < p.

Si f une fonction faiblement modulaire de poids k et niveau I'(1). Alors cette action se
décrit de facon explicite par la formule suivante :

T(n)f(r) =nt=t S dbf (“T;b).

a>1,ad=n
0<b<d

Le facteur de normalisation n*~! qui apparait dans la formule a été ajouté pour pour

avoir de formules entieres. En effet, on a la proposition suivante :

Proposition 4.5. — Soit f une fonction faiblement modulaire de poids k et niveau I'(1).
St f(1) =, anq™ est le g-développement de f, alors T'(n)f(1) = >, bmg™ ot

b= Y A" 2.

d|(m,n)
Démonstration. — Ce sera prouvée en TD. O
Corollaire 4.6. — Avec les mémes notations on a by = a,,.

Corollaire 4.7. — Les opérateurs T (n) préservent My(I'(1)) et Si(I'(1)).

Théoréme 4.8. — Soit f = > anqg™ une forme modulaire non nulle de poids k et

niveau I'(1). Supposons que f est vecteur propre de tous les T'(n), pour la valeur propre
A(n). Alors :

(1) aq 7é 0.
(2) a, = a;.\(n)

Démonstration. — Si f est vecteur propre de tous les T'(n), pour la valeur propre A(n),
alors les coefficient b; de T'(n)f est A(n)a;. Mais le corollaire 4.6 nous dit que b; = a,.
Du coup a,, = a;1.A(n) pour tout n et comme f est non nulle on a a; # 0. [

Corollaire 4.9. — Deux formes modulaires de poids k et niveau I'(1) qui sont vecteurs
propre de tous les T'(n), pour les mémes valeurs propres \(n), sont proportionnels.

Corollaire 4.10. — Soit f = ) a,q™ une forme modulaire non nulle de poids k et
niveau I'(1). Supposons que f est vecteur propre de tous les T'(n), pour la valeur propre
A(n). Supposons aussi que f est normalisée de sorte que a; = 1. Alors

(1) Qpum = ana,, sin et m sont premiers entre eut.
_ 11 : ,
(2) apr+1 = apra, — play—1 sip est premier.
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Démonstration. — En effet les valeurs propres A(n) satisfont les propriétés (3) et (4) de
la proposition 4.1. O

On déduit la premiere conjecture de Ramanujan.

Corollaire 4.11. — Soit A =3 7(n)q" le g-développement de la fonction A de Jacobi.
Alors :

(1) 7(nm) = 7(n)T(m) sin et m sont premiers entre eut.
(2) 7(p") = 7(p")7(p) — p'r(p"™t) si p est premier.

Démonstration. — En effet A € Si5(I'(1)) qui est un espace vectoriel de dimension 1
préservé par tous les T'(n). Elle est donc vecteur propre pour eux. Le corollaire découle
du corollaire précédent. O

4.2. L’anneau de Hecke en niveau I'(1). — Nous venons de définir une famille
d’opérateurs

T(n) = Mp(I'(1)) = M(I'(1))
Se(I'(1)) = Sk(I'(1)),

pour n € N. Ces opérateurs satisfont certaines bonnes propriétés de multiplicativité
et leurs vecteurs propres sont des formes modulaires dont leurs coefficients de Fourier
satisfont le mémes bonnes propriétés multiplicatives. Ne pourrait-on pas définir une
structure d’anneau sur I'ensemble {T'(n)},en 7

4.3. L’anneau de Hecke en niveau I['(1). — Soit A = A(1) = My(Z) N GLy(Q) .
Il est clair que A est stable par produit et contient I'(1). Nous allons d’abord décrire
I'ensemble Z[I'(1)\A/I'(1)].

Le conoyau Coker(a) = Z%/a(Z?) de a € A est de la forme Z/IZ®Z/mZ avec [,m > 1
uniquement déterminés si on demande [|m (théoreme des diviseurs élémentaires).

Lemme 4.12. — Notons A, l'ensemble des matrices o € A de diviseurs élémentaires

(1,m). Alors Ay — r(1)< Y )m)

l
0

v (IZ ®mZ). Donc I'automorphisme 7; de Z? induit un isomorphisme Z2/(1Z & mZ) —
Coker(a) qui montre que Coker(«) a pour diviseurs élémentaires (I, m).
Réciproquement, supposons que « a pour diviseurs élémentaires (I, m). Il existe alors
une base (wy,wy) de Z? telle que (lw;, mws) soit une base de a(Z?). Soit 7, la matrice de
passage de la base canonique (eg, e3) de Z? & (wy, ws), et soit 7, la matrice de passage de la

base (lwy, mwy) de a(Z?) ala base (a(ey), a(ez)) de a(Z?). Alors on a a = 72( (l) 7(1)2 )71.

Démonstration. — Supposons o = 71< 7?1 )72 avec 71,72 € ['(1). Alors a(Z?) =
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A priori on a seulement 71,72 € GL2(Z), mais quitte a changer v, par 71( (1) _01 ) et

Yo par ( (1) _01 )’72, on voit que o € F(l)( Lo )F(l). H

0 m

Notons T(1,m) == P(1)( | "

ment une base de Z[I'(1)\A/I'(1)].
On peut définir une structure d’anneau sur Z[I'(1)\A/I'(1)]. Soient o, f € A. Alors il
existe a;, 8; tels que :

['(1)]. D’apres le lemme, les T'(I,m), 1 < l|m, for-

Alors
I'(1)al'(1)AT(1) = Ui, I'(1)aqs;
On définit
(4.2) [M(Dal(1)] - [LLAT(L)] = ey [T(1)AT(1)]

o

ol vy parcourt 'ensemble des éléments de A tels que I'(1)yI'(1) € T'(1)aI'(1)BI(1) et ¢,
est le nombre de couples (7, j) tels que I'(1)a;5; = I'(1)7.

Cette multiplication est bien définie.  Elle induit une structure d’anneau sur
ZIT(1)\A/T(1)]. On dit que Z[['(1)\A/T'(1)] est anneau de Hecke en niveau I'(1).
Pour rendre cette multiplication explicite on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.13. — L’ensemble E(F(l)( (l) 7?1 )F(l)) = {( 8 Z ), ad = Im,0 < b <

d et (a,b,d) =1} est un ensemble de représentants des I'(1)-classes a gauche dans Ay,

Démonstration. — On utilise la remarque suivante :
si 8,8 € A, alors BT(1) = B'T(1) & B(Z?) = B'(Z?).

En effet, le sens = est clair et ’autre sens se voit en remarquant que 5’ = v si v désigne
la matrice de passage de (5(e1), B(ez2)) a (6'(e1), B'(ez)). Malheureusement, nous voulons

des classes a gauche, pas a droite. Nous allons donc raisonner sur les transposées.
b

a
0 d
le réseau A := ‘a(Z?) est engendré par (ae; + bey, deg). Si tel est le cas, d est visiblement

le plus petit entier k tel que key € A, puis a est déterminé par ad = Im, ce qui détermine

aussi b modulo d. On en déduit I'unicité d'une éventuelle matrice g Z ) e I'la

Soit av € Ay ,,,. D’apres la remarque ci-dessus, on a € I'(1)« si et seulement si

vérifiant 0 < b < d. Pour prouver I'existence, considérons la suite exacte

0 — (A+ Zey) /A — Z2 /N — Z2 /(A + Zey) — 0.



60 ALBERTO MINGUEZ

Le terme de gauche est cyclique (engendré par I'image de e3). Notons d son ordre, on a
des € A. Le terme de droite est aussi cyclique (engendré par I'image de e;). Notons a
son ordre. On a alors ad = |Z?/A| = |det(*a)| = Im et (aey + Zey) N A # 0. Pour tout
wy dans cet ensemble, (wq,dey) est une base de A, et puisque des € A, on peut choisir
wi = ae; + beg avec 0 < b < d. On a donc trouvé (a,b,d) mais il reste a prouver que
(a,b,d) = I. Pour cela notons que la transposée '« est aussi dans A, et donc que
Z? /N ~7Z/IZ ® Z/mZ. En particulier, le noyau de la multiplication par [ dans Z?/A est
isomorphe & (Z/I1Z)?, ce qui équivaut & [Z? O A et implique I|(a, b, d). Réciproquement,
si A := (a,b,d), alors A C \Z? et Z?/A contient (Z/\Z)?, ce qui implique A|l. O

On déduit la proposition suivante :

Proposition 4.14. — On a les égalités suivantes (ot p désigne un nombre premier) :
(1) T4, m) = T(, )T(L,m/l) = T(L,m/IT(L1)
(2) T(L,m)T',m') =T, mm’) si (lm,I'm') = 1.
" _ 1 (p+1)T(p,p) sir=1
En particulier, 'anneau Z[T(1)\A/T(1)] est l'anneau des polynomes en les T(1,p) et
T(p,p) ot p parcourt les nombres premiers.

Démonstration. — (1) De maniere plus générale, si z est un élément central de A, alors
la formule de produit dans lanneau de Hecke montre que [['2T][[al’] = [Tzal] =
[Fal'|[2T7.

(2) Grace au (1), on peut supposer que [ = I’ = 1. La premiere chose a démontrer
S . 1 0 10 B 10
est I’égalité ensembliste F(l)( 0 m )F(l)( 0 m )F(l) = F(1)< 0 mm )F(l) (cf
(4.2)). Vu le lemme précédent, cela revient & montrer que pour tous «, ' de diviseurs
élémentaires respectifs (1, m) et (1,m’), le produit a pour diviseurs élémentaires (1, mm')
Or on a une suite exacte

0 — aZ?/ad'Z? — 27 /ad'Z? — Z*/aZ? — 0
qui montre que le conoyau Coker(aa’) est une extension abélienne de Z/mZ par Z/m'Z.
Mais puisque (m, m’) = 1, une telle extension est isomorphe & Z/mZ&®Z/m'Z = Z/mm'Z,
donc les diviseurs élémentaires de aw’ sont bien (1, mm/).
Ceci implique que T'(1,m)T(1,m') = ¢.T(1,mm’) avec ¢ le cardinal de I"ensemble

C = {(a,a') € L(F(l)( (1) 7?1 )r(1))xc(r(1>< é 72 )m)), T(1aa’ = r(1)( é m(;l, )}.

Ici nous pouvons utiliser les systemes de représentants donnés par le lemme précédent.

Donc si (o,0/) € C on a a = N b)avecad—m,0§b<det(a,b,d)—1

0 d
a b
) avec a'd = m/;, 0 <V < d et (d,0,d) = 1. Alors

et de méme o/ = (0 JZ
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D’apres la preuve du lemme précédent, on a donc ao’ €

, ad ab +bd
W=Lo  ar

r'(1) L0 , | si et seulement si aa’ = 1, dd' = mm’ et mm/|(ab’ + bd’). Ceci équivaut
0 mm

encore a = a' =1,d =m, d = m' et donc mm/|(b' +bm') <V +bm' =0 b=10 =0.

On voit donc que («, ') = (( (1) 7(1)1 >, ( [1) 72, )) et par suite, que ¢ = 1, comme voulu.

(3) Commencons par évaluer I’ensemble F(l)( é g )F(l)( (1) ]?T )F(l). Pour cela, il

faut comprendre les diviseurs élémentaires d’'un produit a’ lorsque « est de type (1, p) et
o/ est de type (1,p"). Or, la suite exacte donnée ci-dessus nous dit que Coker(aa’) est une
extension de Z/pZ par Z/p"Z. 1l y a donc deux possibilités : soit Coker(aa’) ~ Z/p"Z,
soit Coker(aa’) ~ Z/pZ ® Z/p"Z. Les diviseurs élémentaires de aa’ sont donc (1, p" 1)
ou (p,p") et on en déduit

rw( g 0 )ro( g ro=ta( 5 A Jrolro( ) )ro

La définition du produit nous donne alors
T(1,p)T(1,p") = cT(1,p" ) 4+ T (p, p").
Commencons par évaluer c. Par définition c’est le cardinal de I’ensemble

¢i=fa) et o o Jrapxerm( gy )ranrwee =rw( o b )

L’ensemble de représentants fourni par le lemme précédent s’écrit ici

ey o roy={( 7 0 ) osscnm<r -1

On voit alors que C' = {(( [1) 2 ), < (1) Z?T ))}, et en particulier ¢ = 1.

Pour évaluer ¢ on pourrait aussi expliciter I’ensemble

O = {(a,a') € c(m)( [1) 2 )F(l))xE(F(l)( (1) ;’r >F(1)),F(1)ao/ _ r<1)<g ]2 )}.

Mais il est plus élégant d’utiliser le degré d’une double classe. Par définition, on pose
deg([M(1)al'(1)]) = [FM\I(1)al'(1))]  (cardinal),

et on 'étend par linéarité a ’anneau de Hecke. On vérifie alors (exercice ci-dessous) que
I'application deg : Z[I'(1)\A/I'(1)] — Z est un homomorphisme d’anneaux. Dans notre
10

0 P )F(l)) =p"+p !, et on obtient

cas, on a deg(I'(1)

L+ =l 4) + Cdent)( 5 o)
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ce qui, compte tenu de ¢ =1 et de
p 0 o 1 0 _J 1 sir=1
dege)( 0 Jran=aesrw( g 2 rw={ e 30T

nous donne ¢ =1+ p lorsque r = 1 et ¢ = p lorsque r > 1.

Examinons maintenant la derniere assertion. D’apres (1) et (2), les T(1,p) et
T(p',p') commutent entre eux lorqu’on varie p et p’. D’apres (3) et (2), ils engendrent
Z[I'(1)\A/T(1)]. Il reste alors a vérifier I'indépendence algébrique de ces éléments. Pour
cela, si 1 < I|m, notons P(l,m) le monome [T, T(p,p)"*" [T, T(1,p)»™/D. Alors
(2) et (3) montrent qu’en ordonnant ’ensemble des couples (I,m) selon n’importe quel
ordre strict raffinant 'ordre partiel induit par la divisibilité m|m/, la matrice donnant les
P(l,m) en fonction des T'(I,m) est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.
Puisque les T'(I,m) forment une base de Z[['(1)\A/T'(1)), il s’ensuit que les P(l,m)
forment aussi une base. [

Ezercice 4.3.1. — Montrer que dans lexpression [I'al'|[[' '] = 3 s ¢s[I'6T], on a
= [{(7,7') € L(Tal') x L(TAT), Tyy'T = Tor}.IT\(TdT)| .

En déduire que ['application degré de la preuve précédente est bien un homomorphisme
d’anneauz. Montrer aussi que l'égalité [T'al'|[['ST] = [Tapfl] est équivalente a ce que
L(Tal").L(IPT) (produit dans A) soit un ensemble de représentants de I'\(I'afT").

Corollaire 4.15. — Pour n € N, notons T'(n) :== >, _ T(l,m) (en particulier on a
T(p) =T(1,p)). Alors on a les formules :

(1) T(nm) =Tn)T(m) si (n,m) =1,
(2) T =TT ") - pT(p. )T ("),
et, de maniére équivalente, la formule générale T(n)T(m) = 3, . (T'(L, DT (mn/1?).

Démonstration. — Exercice. ]

4.4. Action sur les formes modulaires de niveau I'(1). — Rappelons que I'action
de poids k£ de SLy(R) sur My(I'(1)) est induite par 'action de poids k du groupe
G = GLy(Q), donnée par f[y],(7) = det()*/25(vy,7)~* f(y7). Néanmoins, pour obtenir
des formules rationnelles, et méme entieres, il est préférable de normaliser cette action
différemment en posant

FIli(r) = det(3)" (v, 7) " f(yr) = det(7)** 7 fI3]i(7).

De méme on pose f[I'(1)al'(1)], = >, flaul, si T'(1)al'(1) = L;I'(1)a; et on étend cette
action a 'anneau de Hecke Z[I'(1)\A/T'(1)] par linéarité. Voici des formules explicites.

Lemme 4.16. — Pourn > 1 et f € My(I'(1)), on a

AT () =1 3 S d* f((ar + b)/d).

ad=n b=0
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Si f(1) = > en alm)q™ est son g-développement en oo (avec ¢ = exp(2inT)), alors

JITm)r) =Y | > da(mn/d) | g™

meN \ d|(m,n)

Démonstration. — Par définition, si £ C A est n’importe quel ensemble de représentants

des I'(1)-classes a gauche dans F(l)( é 7?1 )F(l), on a

FITEm)(r) =) det(y)*i(y, ) (7).

yeEL

En prenant ’ensemble

/;=/;(F(1)<l 0 )m)):{(g Z),ad:lm,0§b<d,(a,b,d):l}

0 m

fourni par le lemme précédent, on voit que f[T'(l,m)];(7) est donné par une somme
similaire a celle de 1'énoncé, restreinte aux indices (a,b,d) tels que (a,b,d) = [. En
sommant sur les (I, m) tels que lm = n, on obtient la premiere formule de 1’énoncé.

La seconde découle de la premiere et des deux égalités

f((CLT+b /d Z alm Zzﬂmb/d ma/d’ ot Z 2immb/d __ { d S% d|m

0 sinon.
meN b=0
O
On retrouve donc les formules du premier paragraphe.
4.5. Formalisme général. — Deux sous-groupes I', I’y d’un groupe G sont dits com-

mensurables si I'y N 'y est d’indice fini dans I'; et I';. On obtient ainsi une relation
d’équivalence sur les sous-groupes de G (exercice : prouver la transitivité). Un sous-
groupe I' sera appelé sous-groupe de Hecke de G si pour tout a@ € G, I' et al'a™! sont
commensurables. Dans ce cas tout sous-groupe I” commensurable avec I' est un sous-
groupe de Hecke.

Exemple 4.17. — Dans G = GLy(Q), les sous-groupes d’indice fini de SLy(Z) sont des
sous-groupes de Hecke. Pour le voir, il suffit de montrer que si @ € GLy(Q), alors
al'(1)a=' N T(1) est d’indice fini dans T'(1). Quitte & multiplier o par un scalaire,
on peut supposer que o € My(Z). Soit alors N son déterminant. On a Na™!' €
Msy(Z) (c’est la transposée de la comatrice de a) donc a™'(NMy(Z))a C My(Z), donc
a 'T(N)a C My(Z). Comme o 'T'(N)a est un groupe, on a o 'T'(N)a C GLy(Z),
et comme det(a !'va) = det(y), on a a'T'(N)a C SLy(Z), et finalement T'(N) C
al'(1)a ' NT(1).
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Soient I'y, I's deux sous-groupes de Hecke commensurables de G. Alors les orbites de
[’y agissant a droite sur I';\G sont finies. En effet, on a une bijection

(O{_lFloé N FQ)\FQ l> Fl\(FlaI‘g)

donnée par (o™ 'TyaNTy)y + T'iary. Cela permet d’identifier Z[T'1\G/T's] aux invariants
Z[[';\G]"2. Considérons alors I'application

Homzc)(Z[2\G], Z[I\G]) — Z[I1\G/T]
p = o([21])

Le Hom désigne les homomorphismes de Z[G]-modules (a droite). Comme Z[I';\G] est
engendré, en tant que Z[G]-module, par [I'3.1], un tel homomorphisme est entiérement
déterminé par sa valeur ¢([I'2.1]), laquelle doit étre un élément I'y-invariant de Z[I'\G],
que I’on peut donc identifier & un élément de Z[I';\G/T'5]. Réciproquement, la donnée d’un
tel élément détermine un ¢, i.e. I’application ci-dessus est donc bijective. Explicitement,
l'action de [['yal's] est donnée par

Dialy]:  Z[0\G] — Z[D\G]
[Tag] = ) FE\%F F)[ng]-

La notation en indice signifie concretement que 1’on peut sommer sur v décrivant n’importe
quel ensemble L£(I';al's) de représentants dans G de 'ensemble quotient I';\(I'1al's), le
résultat étant clairement indépendant du choix de ces représentants.

Si '3 est un troisieme sous-groupe commensurable a I'y (et donc a I'y), la composition
des homomorphismes nous fournit une application “produit”

Z[I'\G/To] @ Z[2\G/T's] = Z[I\G/T'5]

qui est explicitement donnée, sur les bases canoniques, par la formule

[FIQFQ Fgﬁrg Z C(; 5F3

ou ¢5 € N est le cardinal de I'ensemble suivant

{(T, ) € Ti\(T1al'y) x L(T9fT3), T1yy' =T10}.

Dans cet ensemble, on a noté L(I'y5I'3) un ensemble de représentants, dans G, de
[\ (T'95l3). L’ensemble décrit dépend du choix de ces représentants, mais le cardinal
n’en dépend pas, puisque c’est le coefficient de [I';01'3] dans I'expression du produit décrit
ci-dessus. [Exercice : vérifier directement que le cardinal ne dépend pas du choix de
représentants.

Remarque 4.18. — cs # 0 si et seulement si ['10I'3 C T'al’s 813,

Lorsqu’on fait I'y = I'y = I's =: I', on a ainsi obtenu une structure d’anneau sur
Z[I'\G/T] appelé anneau de Hecke de (G,TI'), ainsi qu'un isomorphisme d’anneaux

Endze)(Z[M\G]) -~ Z[\G/T).
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Si A C G est un sous-ensemble stable par multiplication et contenant I', on note Z[I'\A /T
le sous-module de Z[I'\G/T'] engendré par les [['0]'], 6 € A. Vu la formule donnant le
produit, c’est un sous-anneau de Z[I'\G/T|.

Maintenant, donnons-nous un C-espace vectoriel V' (ou un Z-module) muni d’une action
linéaire a droite de GG, que l'on note (v, g) — v.g. Pour la méme raison que plus haut,
I’application suivante

Homz[g](Z[F\G],V) — VT
p = e([1])

est un isomorphisme de C-espaces vectoriels. On en déduit, par composition avec [['al'y],
une application linéaire V't — VT2 qui est explicitement donnée par

Voe Vi wlaly) = > oy
I'iyelr\(I'al'e)
[Exercice : vérifier directement que le membre de droite est bien invariant par I's.] Par

définition, ces applications sont compatibles au “produit”, et en particulier, lorsque I'y =
I'; =T, on obtient une structure de Z[['\G/T'-module & droite sur V.

Exemple 4.19. — Prenons V l'espace des fonctions H — C sur lequel G = GLy(Q) 4+
agit par I'action de poids k& > 0 donnée par f[]x(7) := det(y)*2j(~, )" f(y7) L’espace
VT contient les sous-espaces M(T') et Si(T). La formule f.[['jals); = > erriary) /]
montre (exercice) que [['yal's]; respecte 'holomorphie sur H et aux pointes, et donc envoie
M;(T'1) dans My (T'9) et S(I'1) dans Sk(I'y). En particulier, on a une action a droite de
Z[I\G/T'| sur Mg(T") et Sg(T').

4.6. L’anneau de Hecke en niveau I'y(N). — Nous allons décrire 'anneau de Hecke
. b
Ho(N) := Z[Lo(N)\Ao(N)/To(N)] ot Ag(N) := {( ﬁ d ) € A,c=0[N]et (a,N) =

1}. L’invariant principal d'une matrice a@ € Ag(NV) est toujours le couple (I,m) des
diviseurs élémentaires de son conoyau. La condition a € Ag(N) impose que (I, N) = 1.

Lemme 4.20. — Notons Ng(N )y Uensemble des a € Ng(N) d’invariants (I, m).

[0
(1) &a(M =To) (1 )Tl
(2) ensemble Lo(N)im = { 8 Z , (a,N)=1,ad =1Im,0 <b<d et (a,b,d) =1}

est un ensemble de représentants des I'o(N)-classes a gauche dans Ag(N ), .

Démonstration. — (1) La différence avec le cas T'(1) est la suivante. Partant de o €
Ao(N) on doit trouver une base (wy,ws) de Z? telle que :

— (lwy, mws) soit une base de a(Z?)
— wy € (Z® NZ) (pour que la matrice de passage 7, soit dans I'g(V)).
— a(ey) € (IZwy & NmZws) (pour que la matrice de passage 72 soit dans I'g(N)).
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On peut montrer que toute base (wy,ws) de Z? telle que (lw;, mNws) soit une base de
a(Z & NZ) convient (exercice ou cf Miake 4.5.1).

(2) On procede comme dans le cas I'(1)) en remarquant que pour o, € Ag(N), si
o' = ~ya pour un v € I'(1), alors v € I'y(N). O

[0
0

1 <llmet (I, N) = 1, forment une base de Hy(/N). Voici la table de multiplication dans
cette base.

Notons encore T'(I,m) := [[x(N) [o(N)]. D’apres le lemme, les T'(I, m), pour

Proposition 4.21. — On a les égalités suivantes (ot p désigne un nombre premier) :

(1) T(L,m) =T, 0)T1,m/l) =T(1,m/1)T(l1)
(2) T(L,m)T',m') =T, mm’) si (Im,I'm") =1.

(3) SiptN, T(Lp)T(L,p") =T(Lp™) + { z(oT(p z)))TT@() ]791))7”‘1) Z . 1
(4) Sip|N, T(1,p)T(1,p") =T(1,p ).

En particulier, Uanneau Z[To(N)\Ao(N)/To(N)] est Uanneau des polynomes en les
T(1,p), p premier et les T(p',p), p’ premier ne divisant pas N .

Démonstration. — A partir du lemme précédent, et notamment des ensembles Lo(N)pm,
on peut suivre le méme raisonnement que dans le cas I'(1). ]

Corollaire 4.22. — Pour n € N, notons T'(n) := >, o xy=1 T(I,m) (en particulier
onaT(p)=T(1,p)). Alors on a les formules :
(1) T(nm) =T (n)T(m) si (n,m) =1, ‘
(2) T(ph) =T(p)T(p") = pT(p,p)T ("), sipt N
(3) T(p™') =T(p)T(p") sipIN.
et, de maniére équivalente, la formule générale
= > IT(1DT(mn/1?).

l|(mn
(ILN)=

Démonstration. — Exercice. ]
4.7. Action sur le formes modulaires en niveau I';(N). — Bien-sur, 'anneau de
Hecke Hy(N) agit naturellement sur Mg (I'o(/V)). Mais en fait, il agit aussi sur les formes

modulaires en niveau I';(N), une fois qu’on les a “coupées en morceaux”. On rappelle
qu’on avait une décomposition :

Mi(T1(N)) =D, Mx(I'o(N), x)
f = fx avec fy = [[o(N): (V)71 >0 x'(0).f1lw-

ou x décrit les caracteres de Dirichlet I'o(V)/I'1(N) — C*. et
My (To(N), x) = {f € Mx(T1(N)), fIrle = x(7)f, Vv € To(N)} .
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En d’autres termes, My(I'o(IN), x) consiste en des fonctions invariantes sous I'g(N) pour
laction de poids k et tordue par x donnée par f[y]X := x '(7)f[y]x- Le point clef,
expliqué ci-dessous, est que le caractere x se prolonge en une application multiplicative
X : Ag(N) — C*. Ceci permet de tordre I'action de A¢(N) par la méme formule fla]f :=
x(a)~tfla]}, et de faire agir Ho(N) sur M(To(N), x) par la formule habituelle

fITo(N)alo(N)]i = > floly = > x(@) 7 flaly.
a/€Lo(N)\(T'o(N)aT'o(N)) a’€lo(N)\(To(N)aT'o(N))

Pour voir que x se prolonge a Ay(V), on remarque que I'application

( i Z ) € Ty(N) + d(mod N) € (Z/NZ)*

induit un isomorphisme [y(N) /Iy (N) — (Z/NZ)*. Ainsi les caractéres de Iy (N) /Ty (N)
sont de la forme X((i 2)) = (d) = ()" = Y(a) on 1 décrit les car-
acteres de Dirichlet modulo N. On peut donc prolonger x a Ag(N) par la formule

X(( CCL Z )) = 1)(a) (mais pas ¥(d) car d n’est pas nécessairement premier & N!).

Dorénavant, nous ferons l’abus de noter par la méme lettre x un caractére de Dirichlet
et le caractére de T'o(N) correspondant, et méme la fonction Z — C correspondante qui
envoie n sur x(n) si (n, N) =1 et sur 0 sinon.

Lemme 4.23. — Pourn >1 et f € Mi(T'o(N),x), on a

FITM)]E(T) = n™ IZZX d~* f((ar + b)/d).

ad=n b=0

Si f(1) = > en a(m)q™ est son q-développement en oo (avec ¢ = exp(2inT)), alors

T =Y | Y x(d)da(mn/d®) | ¢

meN \ d|(m,n)

Démonstration. — Méme calcul que pour I'(1)). Dans la premiere formule, on n’oubliera
pas que x(a) =0si (a, N) # 1, idem dans la seconde ligne pour x(d). ]
4.8. Les opérateurs de Hecke et le produit de Petersson. — Dans le chapitre

précédent nous avons trouvé une base de la partie d’Einsenstein &;(I") := My (') /Sk(T).
Par contre on avait juste trouvé un ensemble de générateurs de Si(I"). Dans cette section
nous allons voir qu'il existe une base (non explicite) de 'espace que formes paraboliques
avec des bonnes propriétés.
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4.8.1. Niveau I'(1). — Nous allons maintenant montrer que dans le cas de niveau
I'(1) les T'(n) sont auto-adjoints pour le produit de Petersson. Nous aurons besoin du
lemme suivant.

Lemme 4.24. — Soit a € A et T d’indice fini dans T(1) Na~'T(1)a. Alors pour f,g €
Si(@Ta™), on a flaly,glalk € Sy(T) et

<f[a]k7g[a]k>1“ = <f, g>ara—1.

Si(I') est évident.  Soit h(r) =

Démonstration. — Le fait que flalx,gla]r €
(@)]ja(7)|7*Im (7) montre que h(at) =

Im (7)*f(7)g(7). La formule Im(ar) = det
Im (7)* fla]x(7)glalx (7). On a donc

(Flodi, gladi)r = Vi /D h(ar)dp(r) = Vi /  (m)u(r) = {f.g)arar

Ici, Dr est un domaine fondamental pour I' dans H. La premiere égalité vient de la
définition du produit de Petersson, la seconde de l'invariance de du(7) sous GLy(R), et
la troisieme du fait que aDr est un domaine fondamental pour al'a™!, de volume égal a
celui de Dr. O

Proposition 4.25. — Pour f,g € Sp(I'(1)) on a ([T (n)|,.f, 9)ray = ([, [T (n)]L9)rq)-

Démonstration. — 11 suffit bien str de prouver la méme formule pour 'action de poids
k de T(l,m). Montrons d’abord qu’il existe un systéme de représentants commun aux
I'(1)-classes a gauche et a droite dans A;,,. Partons d'un ensemble £ de représentants
des classes a gauche. Puisque A, est stable par transposition, ‘L est un ensemble
de représentants des classes a droite. Pour chaque o € L il existe 7,,d, € I'(1) tels que
ta = y,ad,. Posons alors & := y,a = 'ad'. OnadoncT'(1)a = T(1)aet al'(1) = tal’(1).
L’ensemble £ = {&, a € L} fait donc 'affaire.

Considérons maintenant I’anti-involution de A donnée par o* := det(a)a™!. Puisqu’elle
stabilise T'(1) et envoie [4 0] sur [ 9], elle stabilise aussi A;,,. Puisque £ est un ensemble

0m

de représentants des I'(1)-classes a droite dans A;,,, £* est un ensemble de représentants
des classes & gauche. Enfin, pour tout a € A on a fla~ '], = fla*].

Choisissons maintenant T' distingué dans I'(1) et contenu dans D(1) N [§ 2] T(1)[§ 2 ].
Ainsi T est contenu dans tous les al'(1)a" et a~'T'(1)a pour o € £. On a alors, d’aprés

le lemme précédent,
(ST m)], g)rqy = (FITUE M), g)r
= > {flofig)r =D (flali 9rmna-ir@a

acl acl
= Z<f’g[a_l];c>aF(1)a*1ﬁF(1) = Z(f,g[a%)r
ael ael

= (f,9[T(L,m)])r = (f, g[T(L,m)]p)rq).
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Corollaire 4.26. — L’espace Sp(I'(1)) admet une base orthogonale formée de formes
qui sont des vecteurs propres pour tous les T'(n) (et méme pour tous les T(I,m)). De
plus, si f(T) =,-0a(n)q" est une forme propre et de valeurs propres (A(n))nen+, alors

Vn € N*, a(n) = a(1)A(n).
En particulier, si f est normalisée de sorte que a(1) =1, on a les propriétés :

{( m) = alma(m) si (nm) = 1

a(p™™) = a(p)a(p”) — p*ta(p") pour p premier,r > 1.

Démonstration. — L’existence d’une base orthogonale de formes propres découle de
la diagonalisabilité des T'(I,m) (qui sont auto-adjoints), et de la commutativité de
Z[I'(1)\A/T'(1)] qui permet une diagonalisation simultanée.

Pour f € M(I'(1)), on a vu que le terme en g dans le g-développement de f[T'(n)],(7)
est a(n). Le terme en ¢ de A(n)f est a(1)\(n) d’ou I’égalité a(n) = a(1)\(n).

Enfin lorsque a(1) = 1, les formules annoncées sont équivalentes aux mémes formules
pour A(n). Or les A(n) sont les valeurs en T'(n) d’'un homomorphisme d’algebres A :
Z[T'(1)\A/T(1)] — C, donc vérifient les égalités.

{A(nm) (n)A(m) si (n,m) =1

A1) = Mp)AP") — pA(T(p,p))a(p’™") pour p premier,r > 1.

k—1
Il reste donc a calculer A(T'(p, p)), mais f[T'(p, p)],.(7) = det ( ]5 g ) i[5 g} T (7)
p?*2p~* f(7), done X(T'(p,p)) = p"2. O
Remarque 4.27. — La seconde conjecture de Ramanujan, sur la taille des 7(n) se

généralise ainsi : st f € Si(I'(1)) est une forme propre et normalisée, alors a(n) =
o(n*k=1/ 2%€) pour tout € > 0. Cette conjecture, dite “de Ramanujan-Petersson”, équivaut
(cf TD) & ce que les racines u,,v, du polynéme X? — a(p)X + p*~! soient conjuguées
complexes (et donc de module p*~1/2). Des travaux de Shimura ont montré comment
cette conjecture était impliquée par les “conjectures de Weil” sur la taille du nombre de
points rationnels de certaines variétés sur des corps finis, lesquelles conjectures de Weil ont
finalement été démontrées par Deligne a l'aide de la cohomologie étale de Grothendieck.

Remarque 4.28 (cf TD). — Pour une forme parabolique propre et normalisée, la
somme de Dirichlet L(f,s) = > a(n)n—* converge pour Re(s) > k/2 et admet un produit
Eulerien
1
L(s, f) = .
( f) g 1 — a(p>p—s +pk—1—2s

La conjecture de Ramanujan-Petersson implique la convergence pour Re(s) > (k4 1)/2.
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4.8.2. Niveau I'1(N). — Venons-en aux propriétés d’adjonction des T'(n) pour le
produit de Petersson. Ici se produit un vrai changement par rapport a I'(1). Commengons
par un exercice.

Exercice 4.8.1. — Vérifier que la somme Si(I''(N)) = €@, Sk(I'o(N),x) est une
somme orthogonale pour le produit de Petersson sur Si(I'i(N)).

Proposition 4.29. — Supposons (n, N) = 1. Alors pour f,g € Sp(I'o(N),x) on a
<f[T<n)]?§79>r1(N) = Xx(n) <fag[T(n)];§>rl(N) :

En particulier, T'(n) est un opérateur normal sur Sg(T'o(N), x)-

Démonstration. — 11 suffit de prouver l'analogue pour 7'(l,m) sous I'’hypothese que
(Im,N) = 1. Pour cela on utilise la méme involution o — ao* = det(a)a™' que dans le
cas I['(1). Le point clef est que, sous 'hypothese (Im, N) = 1, la matrice ( Tg ? est
encore dans Ag(N), et donc Ag(N);, est stable par I'involution *, puisque I'o(N) 'est.
Cela permet de montrer I'existence d’un systeme de représentants £ commun aux classes

a gauche et a droite (noter que la transposée ne fonctionne pas ici). Puis on fait le méme

caleul que pour T'(1) ; on choisit I’ distingué contenu dans Ty(N) N[ 0] Ty (N)[L 0] et
on écrit
(I, m)]mQ)rl(N) = (f[T(l m)[i, 9)r
= Z k: F - ZX ! Q{ k)g>F1(N)ﬁo¢*1F1(N)a
acl acl
= ZX 7 ] >aF1( a~ Nl (N ZX O‘ Oé* f: [ ] >
acl ael
= X(det(@)){f, g[T(l,m)]5)r = XUm)(f, g[T (L, m)[5)rq).
(Noter que x~' =Y.) O

Le point nouveau, ici, est que les T'(p) pour p|N ne sont pas normaux en général, donc
on n’a pas d’argument général pour les diagonaliser. On peut donc seulement diagonaliser
simultanément les 7'(n) pour (n, N) = 1.

Corollaire 4.30. — L’espace Si(I'o(N),x) admet une base orthogonale formée de
formes qui sont des vecteurs propres pour tous les T'(n) avec (n, N) =1 (et méme pour
tous les T(I,m) avec (Im,N) =1). De plus, si f(7)=>___,a(n)q"™ est une forme propre
et de valeurs propres (A(n))m,ny=1, alors

Vn t.q. (n,N) = 1a(n) = a(l)A(n).
En particulier, si f est normalisée de sorte que a(1) =1, on a les propriétés :
a(nm) = a(n)a(m) si (n,m)=1¢et (n,N) =1
a(p™*) = a(p)a(p”) — x(p)p*ta(p"") pour p premiert N,r > 1.

n>0
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Démonstration. — Méme preuve que dans le cas I'(1) sauf deux points. Pour la premiere
propriété de multiplicativité, on utilise a(nm) = a(m)A(n), qui découle de la formule
donnant le terme en ¢ dans le développement de Fourier de f[T'(n)]f. Pour la seconde,
on a besoin de la valeur propre de [T'(p, p)]{ qui est maintenant y(p)p*~—2. ]

Maintenant se posent deux problémes qui n’apparaissaient pas en niveau I'(1).

Probléme 4.8.2. — Pour une forme propre comme dans le corollaire, on n’a qu’une
factorisation partielle de la fonction L.

1 / 1—S
Mo =11 1 —a(p)p= + x(p)pF~172 (Z amjn )

ptN n’

oun' décrit les entiers dont tous les facteurs premiers divisent N. Ce n’est pas satisfaisant,
et nous devons donc travailler plus pour gagner plus.

Probléeme 4.8.3. — Si f est comme dans le corollaire, rien n’empéche a(1) d’étre nul !
Dans ce cas, on a méme a(n) = 0 pour tout n tel que (n,N) =1, et on n’a rien appris
sur la fonction L de f.

4.9. Formes anciennes, formes nouvelles, formes primitives. — En fait, ces deux
problemes sont liés. Pour le voir, fixons un systeme de valeurs propres X' = (A(1))n,n)=1
et notons Si(I'o(N), x)[N] le sous-espace propre associé a ce systeme. Comme les T'(p)
pour p|N commutent aux 7'(n), ils stabilisent Si(I'o(N), x)[N]. Si cet espace est par
aventure de dimension 1, alors chaque T'(p) agit par un scalaire \(p) et 'espace est donc
propre pour tous les A(n), n € N. Dans ce cas la fonction L a bien un produit Eulerien
de la forme attendue

1 1 1

Heod) Mlg 1—a(p)p= + x(p)p*—' =2 ] 1—a(p)p~ 1] 1—a(p)p= + x(p)p*—'—2
pIN P

(on se rappelle que x(p) = 0 si p|N.)

Si maintenant l'espace Sg(I'o(N), x)[N] est de dimension > 1, alors il n’y a pas
d’argument a priori pour diagonaliser les T'(p), p|N. Néanmoins, on remarque que,
justement dans ce cas, la forme linéaire f — a;(f) = a(l) a un noyau non nul, i.e.
Sk(To(N), x)[N] contient des formes non nulles telles que a(n) = 0 pour tout n premier a

Le résultat suivant explique d’ou viennent de telles formes.

Théoréme 4.31. — (1) Soit | > 1 un dwiseur de N et f € Sp(I'\(N/1)). Alors la
fonction iyf - 7 — f(IT) est dans Sk(I't(N)) et vérifie a,(i;f) =0 pour (n, N) = 1.

(2) Réciproquement, si f € Sp(I'1(N)) vérifie a,(f) = 0 pour (n, N) = 1, alors il existe
des formes fi € Sp(L'1(N/1)) pour I > 1 diviseur de N telles que f =37\ ifi.

Démonstration. — (1) Remarquons que f(I7) = % f[[49]];(7) qui est une fonction

faiblement modulaire de poids k pour le groupe [£9]7'Ty(N/D)[49] N T(1) qui contient
['1(N). Elle est aussi clairement holomorphe et s’annule aux pointes, donc 4;f appartient
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bien & Si(T'1(N)). De plus, son g-développement s’écrit f(I7) = > an(f)g"™, de sorte
que a,(i;f) = 0 si 1 {n. En particulier, a,(i;f) = 0si (n, N) = 1.
(2) La réciproque est plus difficile et fera I'objet d’une feuille de TD. n

Ce résultat suggere que la source de nos problemes se trouve dans les formes modulaires
qui proviennent des “niveaux plus bas”. Il nous invite donc a considérer le sous-espace
Sk(T1(N))°d de Si,(T'1(N)) engendré par toutes les fonctions de la forme f(I7) o :

— f € Sp(T'1(M)) pour un diviseur M|N strict.
—l|(N/M) (et | =1 est permis).

Et méme si ce n’est pas encore évident, il est treés opportun de définir Si(I'; (N))**" comme
I'orthogonal de Sy (I'1(N))°'¢ pour le produit de Petersson.
Lemme 4.32. — (1) Sp(T1(N))°4 et Sp(T1(N))™™ sont stables sous laction de

Lo(N) de poids k, et en particulier se décomposent

STUN))M = @ Sk(To(N), ) et STUN)™™ = @ Su(To(N), x)"".

XE€Z/NZX XEZ/NZ*

De plus on a, en notant m,, le conducteur de x,

SkTo(N), 0™ = D alSk(Mx) = > alSe(M,x)").
my|M|N,M#N my|M|N,M#N
1I|(N/M) I(N/M)
(2) Soit my|M|N et un diviseur premier ou unité de N/M. Alors pour p premier on
a
WN o [ o [T sil#p
[T ou= { it sil=p

(3) Lapplication f v+ flwnlg, ot wy = [§ '] induit une involution de Sp(T'1(N)) qui

envoie Si(To(N), x) dans Si(To(N),X). De plus on a
[wn ]k 0 i = 171 (iy o [wnylk)
de sorte que [wy]y. stabilise S(T'1(N))d.
Démonstration. — (1) Soit f € Si(T'1(N/1)) et [25] € To(N) (donc {|c). On a

@A 50k = U7 F 10 ONalle &0k = U F L[ @ 1l 90k = (£ 1L o @ 11w

ou l'on remarque que f[[c‘}l "1k € Si(T1(N/1)) puisque [CC/LZ "] € To(N/1). Ceci montre
que S(T'1(N))°4 est stable par ['g(N). Par adjonction de [a]; et [a~!] pour a € T'(1) (cf
lemme plus haut), on en déduit que l'orthogonal Si(I'1(N))"*" est aussi stable par I'g(N).

Par ailleurs, si x est un caractere de Dirichlet modulo M et [ un diviseur de N/M, la for-
mule ci-dessus montre aussi que #;(Sk(M, x)) C Sk(N, x), d’out I'inclusion O dans I’égalité
annoncée. Cela montre I’autre inclusion aussi. En effet si on écrit f € Si(Io(V), x)°' sous
laforme f =34, fj avec f; € Sp(Mj, x;) et ;| (N/Mj), alors on a aussi f = Zj,x;-:x it fj-
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(2) Soit f € Sk(M, x). La formule décrivant I'action de T'(p) sur les g-développements
montre que

. iy [0 siltn
Wl TR ={ S i aelr) 1
DTG = 3 M amyninf) wvee et ={ 0 S

d|(n.p)

Supposons d’abord [ # p. Dans ce cas, on a l|(np/d*) < ln et (n,p) = (n/l,p), et on
trouve que a, ((i,f)[T(P)]X™) = an (i (f[T(p)]X™) comme voulu.
Supposons maintenant [ = p. Alors en particulier p|N et x(p) = 0. La formule ci-dessus

se simplifie en a, (i, /)[T(P)[F™) = an(ip(f)) = a,(f) = a,(ir f).

(3) Si [24] € Ma(Z) on calcule que wy[2 8wy = | 4, ’CC{N]. On voit donc que la

conjugaison par wy induit une involution de I';(N) et de T'o(N). L’application [ +—
flwn]}, induit donc une involution sur les fonctions faiblement modulaires de poids k et
niveau I'1(N), qui préserve visiblement les formes modulaires et les formes paraboliques.
La conjugaison par wy sur ['g(/N) induit aussi une involution x — "~y sur les caracteres
de Ty(N) et ona ¥ x([24]) = x(wn[¢ hJwy') = x(a) =X(d) = x([2 }]), donc ¥y =¥. 1I
est alors clair que f — flwn]i envoie Sk(I'o(NV), x) dans Sk(I'o(V),“~x) = Sk(To(N),X).
Finalement, on calcule [wy]x o 4, avec la formule explicite flwy]i(7) = N7'r7%f(5h).
O

Remarque 4.33. — D’apres le (1), si x est primitif (i.e. m, = N), alors Si(I'o(N), x) =
Sk(To(N), x)™ev.

Corollaire 4.34. — Si(To(N),x) et Sp(To(N),x)"" sont stables sous l'action de
Ho(N) sur Sp(To(N), x)-
Démonstration. — D’apres le (2) du lemme, Sy,(To(N), x)°' est stable par tous les T'(p).
Comme il est aussi clairement stable par les T'(p,p), p t N, il est stable par Ho(N). 11
s’ensuit que Si(I'o(NV), x)™" est stable par les adjoints des T'(p). Pour p N, I'adjoint
de T'(p) est X(p)T'(p), donc T'(p) stabilise Sg(I'o(N), x)*". Pour p|N, il faut un autre
argument!
Rappelons-nous que dans ce cas Lo(N)1, = {[ 4 H ,0<j <p}etonadonc f[T(p)} =
?;é f1lo ;ng Le calcul utilisé pour montrer que T'(p) est normal si p 4 N montre pour
tout p que l'adjoint T'(p)* de T'(p) est f +— Z?;é FI[54]]k- Cet opérateur n’est autre que
wyoT(p)owy'. D’apres (2) et (3) du lemme, T(p)* stabilise donc Sy, (To(N), x)°, et par
adjonction, T'(p) stabilise Si(I'o(V), x)**", comme voulu. O

On peut maintenant faire marcher notre argument basé sur la multiplicité 1 d’un
systeme de valeurs propres partiel.
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Corollaire 4.35. — L’espace des formes nouvelles Si(To(N), x)"*™ admet une base or-

thogonale constituée de formes propres pour tous les T'(n), n € N. De plus, la multiplicité
d’un systeme de valeurs propres est 1.

Démonstration. — Par un argument déja donnée, il suffit de montrer que la multiplicité
d’un systeme de valeurs propres A’ = (A(n))m,n=1 est 1, i.e. que Sp(Io(N), x)"V[\] est
de dimension 1. Or on a vu que si tel n’est pas le cas, cet espace propre contient une
forme non nulle telle que a1(f) = 0 et donc a,(f) = 0 pour (n, N) = 1. Mais le (2) du
théoreme précédent nous dit qu’une telle f est ancienne. Contradiction. O

Une forme f € Si(I'y1(IV)) nouvelle, propre et normalisée est appelée forme primitive
de conducteur N. Les formes primitives forment une base de Si(I'y1(V))™%V. Le (1) du
lemme montre comment toutes les formes de niveau I';(N) sont obtenues a partir des
formes primitives de niveau I'y (M), M|N. En fait on peut démontrer (nous ne le ferons
pas) le théoreme suivant.

Théoréme 4.36. — L’ensemble {f(IT), f € Sp(T'1(M)) primitive et MI|N} est une
base de Sk(I'1(N)).
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