TYPES MODULO ¢ POUR LES FORMES INTERIEURES DE GL, SUR
UN CORPS LOCAL NON ARCHIMEDIEN

par

Alberto Minguez & Vincent Sécherre

Abstract. — Let F be a non-Archimedean locally compact field of residue characteristic p, let D
be a finite dimensional central division F-algebra and let ¢ be a prime number different from p. We
develop a theory of ¢-modular types for the group GL., (D), m > 1, in preparation of the study of
the ¢-modular smooth representations of this group.

Introduction

1. Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique résiduelle
p et soit D une algebre a division centrale de dimension finie sur F dont le degré réduit est noté
d. Pour m > 1, on pose G = GL,,(D), qui est une forme intérieure de GL,,4(F). La théorie des
types complexes pour G a été développée dans une série d’articles [24, 25, 26, 28, 4, 29] 4 la
suite des travaux de Bushnell et Kutzko [8, 10] pour GL,,(F), n > 1. C’est un outil puissant, qui
permet une description explicite de la catégorie des représentations lisses complexes de G. Dans
cet article, on développe une théorie des types modulaires pour G, dans I'objectif d’étudier les
représentations lisses modulaires de G, c¢’est-a-dire a coefficients dans un corps R algébriquement
clos de caractéristique ¢ non nulle et différente de p (voir [21, 22]).

2. La théorie des représentations modulaires des groupes réductifs p-adiques a été développée
par Vignéras [31, 32]. Comparée a la théorie complexe, elle présente de grandes similarités mais
aussi des différences importantes, a la fois dans les résultats et dans les méthodes. Les représen-
tations modulaires d’un sous-groupe ouvert compact ne sont pas semi-simples en général. Le
fait que ¢ soit différent de p équivaut a l'existence d’'une mesure de Haar a valeurs dans R sur le
groupe, mais la mesure d’un sous-groupe ouvert compact peut étre nulle. Il faut distinguer entre
les deux notions de représentation irréductible cuspidale (c’est-a-dire dont tous les modules de
Jacquet relativement & un sous-groupe parabolique propre sont nuls) et supercuspidale (c’est-a-
dire qui n’est sous-quotient d’aucune induite parabolique d’une représentation d’un sous-groupe
de Levi propre). On a une notion de support supercuspidal pour une représentation irréductible,
mais on ignore en général s’il est unique. Il n’existe pas de version modulaire de la formule des
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traces ni du théoreme de Paley-Wiener. Il y a des représentations irréductibles non isomorphes
d’un méme groupe dont tous les modules de Jacquet propres sont isomorphes.

3. L’un des principaux outils dont on dispose pour étudier les représentations modulaires d’un
groupe réductif p-adique est la théorie des types, pour les groupes pour lesquels une telle théorie
existe. Une théorie des types modulaires a été développée pour le groupe GL,,(F) (voir [31, 32])
et 'objet du présent article est de produire une théorie analogue pour ses formes intérieures. On
'utilise dans [21] pour construire une classification a la Zelevinski des représentations modulaires
irréductibles de G en termes de multisegments et dans [22] pour construire une classification des
représentations banales de G. Dans un travail en cours de Sécherre et S. Stevens, elle est utilisée
pour obtenir une décomposition en blocs de la catégorie des représentations lisses modulaires de

G.

4. Notre premiere tache est de généraliser au cas modulaire la construction des types simples et
semi-simples de GL,, (F) et de ses formes intérieures. Pour cela, nous reprenons les arguments de
la théorie complexe en expliquant comment les adapter au cas modulaire. Nous produisons donc,
dans un premier temps, une famille de paires (J, A), composées d’un sous-groupe ouvert compact
de G et d’une représentation lisse irréductible A de J et possédant les propriétés suivantes :

(1) pour toute représentation irréductible cuspidale p de G, il existe une paire (J, \), unique
a conjugaison pres, telle que la restriction de p a J admette une sous-représentation isomorphe
aA;

(2) deux représentations irréductibles cuspidales de G contiennent une méme paire (J, \) si
et seulement si elles sont inertiellement équivalentes.

De telles paires sont appelées des types simples maximaux pour G. Elles permettent de décrire
les représentations irréductibles cuspidales comme induites compactes de représentations irré-
ductibles de sous-groupes ouverts compacts modulo le centre (voir le théoreme 3.11).

Théoréme A. — Soient p une représentation irréductible cuspidale de G et (J,\) un type sim-
ple mazximal contenu dans p. Il existe une unique représentation du G-normalisateur de J qui
prolonge A et dont l'induite a G soit isomorphe a p.

Ceci permet d’étudier la réduction modulo ¢ des Q,-représentations irréductibles cuspidales
entieres (§§3.5-3.6) et fournit les premiers résultats qui different du cas déployé : voir les théo-
remes 3.15, 3.26 et la proposition 3.22, que 'on comparera a [31], théoremes II1.1.1 et I11.5.10.

Théoréme B. — (1) Il y a des Qy-représentations irréductibles cuspidales entiéres dont la
réduction modulo £ n’est pas irréductible.
(2) Il y a des Fy-représentations irréductibles cuspidales n’admettant pas de relévement a Q.
(3) Toute Fy-représentation irréductible supercuspidale se reléve a Q.

11 s’agit ensuite, étant donné pour chaque entier ¢ = 1,...,r un type simple maximal (J;, \;)
de GL,, (D), de produire une paire couvrante de la représentation A\; ® - - - ®@ A\, de Jy x - -+ x J,
c¢’est-a-dire une paire composée d’un sous-groupe ouvert compact K de G avec mi+---+m, = m
et d’une représentation lisse irréductible 7 de K gouvernant les représentations irréductibles de
G dont le support cuspidal est de la forme p; ® - - - ® p,., ol p; est une représentation irréductible
cuspidale de GL,,, (D) contenant le type simple maximal (J;, A;). De telles paires couvrantes sont
appelées des types semi-simples pour G et leur construction fait ’objet de la fin de la section 2.
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5. La théorie des types de Bushnell et Kutzko permet de comparer la théorie des représentations
lisses de G a celle de certaines algebres de Hecke affines. Dans le cas modulaire, cette comparaison
n’est pas aussi parfaite que dans le cas complexe (on n’a pas en général d’équivalences de caté-
gories décrivant les blocs de la catégorie des représentations lisses de G comme dans [10, 29])
mais elle reste efficace dans 1’étude des représentations irréductibles de G grace a la propriété de
presque-projectivité introduite par Dipper [14] et développée par Vignéras et Arabia [32, 33|.
Un probleme important est la comparaison entre induites paraboliques et modules induits. On
donne au paragraphe 4.2 des conditions pour qu’une induite parabolique soit irréductible. Un
corollaire est le théoreme 4.18 permettant de ramener le probleme de la classification de toutes
les représentations irréductibles de G a celui des représentations irréductibles ayant un support
cuspidal inertiellement équivalent a p® - - - ® p, ou p est une représentation irréductible cuspidale
fixée. On a enfin le théoreme de comparaison 4.20, qui permet d’associer a toute représentation
irréductible cuspidale p de G un caractere non ramifié v, de ce groupe possédant la propriété
suivante (voir la proposition 4.37).

Théoréme C. — Sip' est une représentation irréductible cuspidale de GL,, (D), m’ > 1, alors
linduite normalisée de p® p' est réductible si et seulement si m' = m et p' est isomorphe a pv,

ou a pup_l.

6. Sil’on essaie d’étendre a G les techniques employées dans [31, 32] pour le groupe GL, (F), on
est confronté au fait que les représentations irréductibles cuspidales de G n’ont pas de modele de
Whittaker et qu’il n’y a pas de théorie des dérivées pour les représentations irréductibles de G,
dont 'usage est crucial dans [32]. C’est la raison pour laquelle on introduit un outil technique
important, qui permet de faire un lien entre représentations de G et représentations des groupes
linéaires GL sur une extension finie du corps résiduel de F. Le point de départ est un processus
associant & toute représentation irréductible cuspidale p de G un objet ©(p) appelé endo-classe.
Il est décrit dans [4] pour les représentations complexes et fonctionne de fagon similaire pour les
représentations modulaires. On en trouve dans [7] une interprétation arithmétique dans le cas
ou R est le corps des nombres complexes et ou D = F est de caractéristique nulle. Si p est une
représentation irréductible cuspidale de G, on peut lui attacher un entier f > 1, une extension
finie € du corps résiduel de F et un foncteur K de la catégorie des représentations lisses de G
dans la catégorie des représentations du groupe fini GL¢(€) possédant les propriétés suivantes :

(1) il est exact ;

(2) il envoie représentations admissibles sur représentations de dimension finie et représenta-
tions cuspidales sur représentations cuspidales (ou nulles) ;

(3) il annule les représentations irréductibles de G — et uniquement celles-la — dont le support
cuspidal est de la forme p; ® - -+ ® p, avec O(p;) # O(p) pour au moins un 7.

Par exemple, si p est de niveau 0, on a f = m et £ est le corps résiduel de D, et K est le foncteur
associant & toute représentation de G la représentation de GL,, () sur 'espace de ses invariants
sous le radical pro-unipotent du sous-groupe compact maximal GL,,(Op).

La propriété de non-annulation (3) joue un role essentiel : voir le paragraphe 5.2, notamment
la proposition 5.11 et le lemme 5.7. On notera que la preuve de ce lemme repose sur un résultat
profond de théorie des types complexes établi dans [29].

Ces foncteurs sont largement utilisés dans [21] pour prouver 'unicité du support supercus-
pidal d’une représentation irréductible et définir la notion de représentation résiduellement non
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dégénérée de G, qui généralise celle de représentation non dégénérée et est a la base de notre
classification des représentations irréductibles de G en termes de multisegments.

7. Terminons cette introduction en décrivant brievement le travail effectué dans chaque section.
Dans la section 2, on définit des représentations irréductibles de certains sous-groupes ouverts
compacts de G, appelées types simples (§2.5) et semi-simples (§2.7).

Dans la section 3, on classe les représentations irréductibles cuspidales de G en termes de types
simples maximaux (théoreme 3.4). Ceci permet d’associer certains invariants aux représentations
irréductibles cuspidales de G (§3.4) et d’étudier le probleme de leur réduction mod ¢ (§3.5) et
de leur relevement (§3.6).

La section 4 est consacrée a ’étude des liens entre les représentations lisses de G et les modules
sur certaines algebres de Hecke affines. On introduit la notion de représentation quasi-projective
(84.1) et on donne des conditions pour qu’une induite parabolique soit irréductible. Un corollaire
est 'important théoreme 4.18 permettant de ramener le probleme de la classification de toutes
les représentations irréductibles de G a celui des représentations irréductibles ayant un support
cuspidal inertiellement équivalent a p®- - - ® p, ou p est une représentation irréductible cuspidale
fixée.

Dans la section 5, on définit les foncteurs K discutés plus haut et on étudie leurs propriétés.
On obtient en particulier les proposition importantes 5.12 et 5.18 établissant la compatibilité de
ces foncteurs a 'induction et a la restriction parabolique.
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Notations et conventions

1. Dans tout cet article, F est un corps commutatif localement compact non archimédien de
caractéristique résiduelle notée p et R est un corps algébriquement clos de caractéristique diffé-
rente de p.

2. Toutes les F-algebres sont supposées unitaires et de dimension finie. Par F-algébre a division
on entend F-algebre centrale dont ’anneau sous-jacent est un corps, pas nécessairement commu-
tatif. Si K est une extension finie de F, ou une algebre a division sur une extension finie de F,
on note Ok son anneau d’entiers, px son idéal maximal, £k son corps résiduel et gk le cardinal
de k. En particulier, on pose ¢ = ¢r une fois pour toutes.
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3. Une R-représentation lisse d’'un groupe topologique G est la donnée d’un R-espace vectoriel
V et d’'un homomorphisme de G dans Autg (V) tel que le stabilisateur dans G de tout vecteur
de V soit ouvert. Dans cet article, toutes les représentations sont des R-représentations lisses.
Un R-caractére de G est un homomorphisme de G dans R* de noyau ouvert. Si 7 est une R-
représentation de G et x un R-caractére de G, on note xm ou 7y la représentation g — x(g)7(g).
Si aucune ambiguité n’est a craindre, on écrira caractére et représentation plutdt que R-ca-
ractere et R-représentation.

1. Préliminaires

1.1. On fixe une F-algebre a division D de degré réduit noté d. Pour m > 1, on note .#,,(D) la
F-algebre des matrices de taille m x m a coefficients dans D, et on pose G, = GL,,(D).

1.2. Soit G = Gy, pour m > 1. On désigne par Zr(G) la catégorie abélienne des représentations
de G (qui sont lisses et a coefficients dans R), par Irrg (G) I'ensemble des classes d’isomorphisme
des représentations irréductibles de G et par ¥ (G) le groupe de Grothendieck des représenta-
tions de longueur finie de G. Ce dernier est un Z-module libre de base Irrg (G) canoniquement
muni d’une relation d’ordre partiel notée <.

Si o est une représentation de longueur finie de G, on note [o] son image dans %z (G). Si
o est irréductible, [o] désigne donc sa classe d’isomorphisme. Lorsqu’aucune confusion ne sera
possible, il nous arrivera d’identifier une représentation avec sa classe d’isomorphisme.

1.3. On fixe une fois pour toutes une racine carrée de q dans R. Si P = MU est un sous-groupe
parabolique de G muni d’une décomposition de Levi, on note rg’ le foncteur de restriction para-
bolique normalisé de %Zr(G) dans Zr(M) et i son adjoint & droite, c’est-a-dire le foncteur
d’induction parabolique normalisé lui correspondant. Ces foncteurs sont exacts et ils préservent
Padmissibilité et le fait d’étre de longueur finie (voir [31, II], paragraphes 2.1, 3.8, 5.13). Soit
P~ le sous-groupe parabolique de G opposé a P relativement & M.

Proposition 1.1. — Si 7w et o sont des représentations admissibles de G et de M respective-
ment, on a un isomorphisme de R-espaces vectoriels :
(1.1) Homg (i5- (o), 7) =~ Homy (o, 5 (1))

dit de seconde adjonction (voir [31, I11.3.8]).

Sia = (my,...,m;) est une famille d’entiers > 1 de somme m, il lui correspond le sous-groupe
de Levi standard M, de G,, constitué des matrices diagonales par blocs de tailles mq,...,m,
respectivement, que 'on identifie naturellement a G,,,; X - -+ X Gy,,. On note P, le sous-groupe
parabolique de G, de facteur de Levi M, formé des matrices triangulaires supérieures par blocs

de tailles mq, ..., m, respectivement, et on note U, son radical unipotent. Les foncteurs 'Lg;" et
rg;” sont simplement notés respectivement ,, et r,. Si, pour chaque entier i € {1,...,7}, on a
une représentation m; de Gy,;, on pose :

(1.2) T X o X Ty =1g(m @ - @ 7).

1.4. Une représentation irréductible de G est cuspidale si son image par rg' est nulle pour tout
sous-groupe parabolique propre P de G, c’est-a-dire si elle n’est isomorphe a aucun quotient (ou,
de fagon équivalente, & aucune sous-représentation) d’une induite parabolique propre. Elle est
supercuspidale si elle n’est isomorphe & aucun sous-quotient d’une induite parabolique propre.
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Etant donné une représentation irréductible = de G, il existe une famille & = (my, ..., m,)
d’entiers > 1 de somme m, et, pour chaque i € {1,...,r}, il existe une représentation irréductible
cuspidale p; de Gy, de telle sorte que 7 soit un quotient de p; X --- X p,. On note :

(1.3) cusp(m)

la somme formelle [p1] +- - -+ [pr] dans le monoide commutatif libre de base la réunion disjointe
des Irrg (G, ), m = 1. Elle est uniquement déterminée et s’appelle le support cuspidal de 7 (voir
[31, 11.2.20] et [21, 2]).

1.5. Soient H un sous-groupe ouvert de G et ¢ une représentation de H sur un R-espace vectoriel
V. On note ind$ (o) induite compacte de o & G, constituée des fonctions f : G — V localement
constantes a support compact modulo H telles que f(hg) = o(h)f(g) pour h € H, g € G, et :

(1.4) H(G, o)

algébre de Hecke de G relativement & o, ¢’est-a-dire I'algebre des G-endomorphismes de ind$ (o).
Par réciprocité de Frobenius et décomposition de Mackey, elle s’identifie a ’algebre de convolu-
tion des fonctions f : G — Endg(V) telles que f(hgh') = o(h) o f(g) o o(h') pour tous h,h' € H
et g € G et dont le support est une union finie de H-doubles classes.

Si o est le caractere trivial du groupe H, on note simplement H(G, H) 'algebre de Hecke qui
lui correspond.

1.6. Soit £ un nombre premier différent de p. On note Qy le corps des nombres (-adiques, Z,
son anneau d’entiers et Fy le corps résiduel de Z,. On fixe une cloture algébrique Q, de Qy, on
note Zy son anneau d’entiers et Fy le corps résiduel de Z,, qui est une cloture algébrique de Fy.

Définition 1.2. — Une représentation de G sur un Qs -espace vectoriel V est entiere si elle est
admissible et si elle admet une structure entiere, c’est-a-dire un sous-Z,-module de V stable par
G et engendré par une base de V sur Q, (voir [31, 34]).

Soit 7 une représentation irréductible entiere de G sur un Q-espace vectoriel V. D’apres [35,
Theorem 1] et [31, I1.5.11], on a les propriétés suivantes :

(1) toutes les structures entieres de 7 sont de type fini comme Z;G-modules ;

(2) si b est une structure entiere de 7, la représentation de G sur v ® F, est de longueur finie ;

(3) la semi-simplifiée de v @ F;, qu’on note ry(7) et qu'on appelle la réduction de 7, ne dépend
pas du choix de v mais seulement de la classe d’isomorphisme de 7.

Par linéarité, on a un morphisme de groupes :
(1.5) ry: 546?((}) — gE(G),

ol %6“(G) est le sous-groupe de %@Z (G) engendré par les classes d’isomorphisme de Q,-représen-
L

tations irréductibles entieres de G.

Remarque 1.3. — Si H est un groupe profini, toute Q-représentation de dimension finie de

H est entiere (Serre [30], théoreme 32), et on a un morphisme de réduction r; analogue a (1.5).

1.7. Soit & une Q,-représentation entiere d’un sous-groupe ouvert H de G. Si v est une structure
entiere de &, alors d’apres [35, Proposition I1.3] le sous-module ind$ (v) des fonctions & valeurs
dans v est une structure entiére de ind$ (&) et on a un isomorphisme naturel :

(1.6) ind§(v) ® Fy ~ ind$§ (v ® Fy).
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Si en outre ind$ (&) est de longueur finie, ceci implique que r/([ind$(5)]) = [ind§ (ry(5))].

1.8. On choisit des racines carrées de ¢ dans Q, et F, de sorte que la seconde soit la réduction
modulo £ de la premiere. Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Si v est une structure
entiere d’une Q,-représentation entiere & de M, le sous-espace i (v) des fonctions & valeurs dans

b est une structure entiere de 45 (5) et on a un isomorphisme naturel :
(1.7) iS(0) @F, ~ 35 (0 @ Fy).

Si en outre & est de longueur finie, ceci implique que ry([35 (5)]) = [¢% (r¢(5))]. Voir [31, IL5].

2. Types simples et semi-simples pour GL,,(D)

Dans cette section, on définit des représentations irréductibles de certains sous-groupes ouverts
compacts de GL,,(D), appelées R-types simples (§2.5) et semi-simples (§2.7). Cette construc-
tion est due a Bushnell-Kutzko [8, 10] dans le cas des représentations complexes de GL,,(F).
Elle a ensuite été adaptée par Vignéras [31, 32| aux représentations modulaires de GL,,(F) et
généralisée aux représentations complexes de GL,, (D) par Broussous [2], Sécherre [24, 25, 26|
puis Sécherre-Stevens [29].

Les paragraphes 2.1 a 2.5 établissent la construction progressive des R-types simples a partir
des strates et des caracteres simples. On introduit au paragraphe 2.6 la notion de paire couvran-
te, puis on définit au paragraphe 2.7 les R-types semi-simples de GL,, (D) comme paires couvran-
tes de R-types simples maximaux de sous-groupes de Levi de GL,,(D). On calcule les algebres de
Hecke associées a ces R-types simples et semi-simples. On étudie au paragraphe 2.8 la réduction
modulo /¢ des types simples, ce qui fournit une autre preuve de I'existence des Fy-types simples.

2.1. Strates simples

Dans ce paragraphe, on rappelle le langage des strates simples. On trouvera plus de détails
dans [8, 10, 24].

2.1.1. Soient A une F-algebre centrale simple et Vo un A-module a gauche simple. L’algebre
Enda (Va) est une F-algebre a division dont ’algebre opposée est notée D. Aussi V4 est-il un D-
espace vectoriel a droite, et on a un isomorphisme canonique de F-algebres entre A et Endp (V).

Si A est une algebre centrale simple sur une extension finie K de F, on note N jx et try/x
respectivement la norme et la trace réduites de A sur K.

2.1.2. Une Op-chaine de réseaur de Vo est une suite & = (% )kez de Op-réseaux de Vu
qui est strictement décroissante et pour laquelle il existe un entier e > 1 (appelé la période de
A sur Op) tel qu'on ait %y = Zipp pour tout k € Z. Un Op-ordre héréditaire de A est une
sous-Op-algebre 2A de A telle qu’il y ait une Op-chaine de réseaux .Z de Va pour laquelle :

(2.1) A={acA|a C %, kel}.

Deux Op-chaines de réseaux translatées I'une de 'autre définissent le méme Op-ordre héréditai-
re, et 'application . +— 2 définie par (2.1) induit une bijection entre classes de translation de
Op-chaines de réseaux de Va et Op-ordres héréditaires de A. Si A est un Op-ordre héréditaire
de A défini par une Op-chaine de réseaux .Z, le sous-Op-module :

(2.2) T = ‘B(Ql) = {a €A | a% C g]ﬂ_l, ke Z}
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est le radical de Jacobson de 2. On note :
(2.3) R=RA) ={ge A" |gAg~" =2}

le normalisateur de 2 dans A*. Pour g € &, on note vg(g) Uentier n € Z défini par g = P".
L’application vg est un morphisme de groupes de & dans Z, dont le noyau U(2() est le groupe
des éléments inversibles de 2. On pose U%(2) = U(2A) et, pour k > 1, on pose UF(A) = 1 + P*.

2.1.3. Une strate de A est un quadruplet [, n, r, 3] composé d'un Op-ordre héréditaire A de
A, de deux entiers r,n vérifiant 0 < r < n—1 et d’un élément 5 € P~". Deux strates [, n,r, F;],
avec i € {1,2}, sont dites équivalentes si B — 31 € P~

Etant donnée une strate [2(,n,r, 3] de A, on note E la F-algebre engendrée par 3. Cette strate
est dite pure si E est un corps, si I'ordre 2 est normalisé par E* et si vg(3) = —n. Dans ce
cas, on note B le commutant de E dans A : c’est une E-algebre centrale simple, et 2 N B est
un Og-ordre héréditaire de B. Le plus petit entier & > vy(3) pour lequel tout élément = € A
tel que Bz — x3 € PF soit contenu dans AN B + P est noté ky(3,2A) et porte le nom d’exposant
critique de la strate pure [2(, n,r, 3].

Définition 2.1. — Une strate [, n,r, 3] de A est simple si elle est pure et si r < —ko(5,2).

2.1.4. A toute strate simple [2(,n,0,5] de A on associe dans [24, 3.3] deux sous-groupes
ouverts compacts H(3,2), J(5,2) de U(A). Chacun d’eux est filtré par une suite décroissante
de pro-p-sous-groupes ouverts compacts :

(2.4) H*(6,20) = H(B,20) nUFR), J¥B,2) =36, NnUMNQA), k>1.

On renvoie a [24, 28] pour une étude détaillée des propriétés de ces groupes.

2.2. Caracteres simples

On choisit un homomorphisme injectif ¢, g du groupe pip (C) des racines complexes de 1'unité
d’ordre une puissance de p vers le groupe multiplicatif R*, ainsi qu’un caractére complexe additif
Ypc : F — C* trivial sur pr mais pas sur Og.

2.2.1. Soit [A,n,0,3] une strate simple de A, et soit g9 = —ko(3,2). Dans [24, 3.3], on
associe a cette strate et a tout entier 0 < m < gop — 1 un ensemble fini C¢ (A, m, 3) (qui dépend
de Yp c) de caractéres complexes de H™1(3,21) appelés caracteres simples de niveau m.

2.2.2. Comme les H™1(3,2), pour 0 < m < go — 1, sont des pro-p-groupes, Iapplication
6 — 1, r 00 est bien définie pour § € Cc (™A, m, §). Son image, notée Cr(2A, m, 3), est un ensemble
de R-caracteres de H™1(3,20) appelés R-caractéres simples de niveau m. Toutes les propriétés
des caracteres simples complexes se transportent aux R-caracteéres simples. On renvoie le lecteur
a [8, 10, 6, 24, 28, 4] pour une étude détaillée de ces propriétés.

2.2.3. Soit [2',n/,0, '] une strate simple d’une F-algebre centrale simple A’; et supposons

qu’il existe un isomorphisme de F-algebres ¢ de F(3) vers F(5') tel que ¢(8) = 3'. 1l existe
alors une bijection :

(2.5) Cr(,0,8) — Cr(A,0,3)

canoniquement associée a @, appelée application de transfert (voir [24, 3.3.3]).
On utilisera, dans la section 4 notamment, une relation d’équivalence entre caracteres simples
appelée endo-équivalence. On renvoie a [6, 4] pour une définition de cette relation.
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2.3. [(-extensions

2.3.1. Soit H un sous-groupe ouvert de G = A* et soit o une représentation de H. Siy € G,
on note I (o) le R-espace Homynny (0, 0Y), et on note Ig (o) I'ensemble des y € A* pour lesquels
I,(o) n’est pas nul, qu’on appelle ensemble d’entrelacement de o dans G.

2.3.2. Soient [2, 7,0, 5] une strate simple de A et B = AN B le Og-ordre héréditaire de B
défini par A. L’égalité J(3,2A) = U(B)J(3,2) induit un isomorphisme de groupes :

(2.6) J(B,2A)/I1(8,%) = U(B)/U" (B)

permettant d’associer canoniquement et bijectivement une représentation de J = J(3,2) triviale
sur J1 = J1(3,20) & une représentation de U(B) triviale sur U!(B).

2.3.3. Soit 6 € C(,0, F) un caractere simple. D’apres [24, 3.3.2], le normalisateur de 6 dans
G contient (R(A) NB*)J(B3,2A) et son ensemble d’entrelacement dans G est J!(3,4)B*J(3,2A).

Proposition 2.2. — Il existe une représentation irréductible n de J', unique & isomorphisme
pres, dont la restriction ¢ H = H'(3,2) contient §. Elle posséde les propriétés suivantes :

12 sq restriction & H' est un multiple de 0, et

(1) sa dimension sur R est égale ¢ (J* : H')
Uinduite de 6 a J' est un multiple de n ;

(2) elle est normalisée par (R(A) N B*)J, son ensemble d’entrelacement dans G est égal a
JIB*JL et, pour tout y € BX, le R-espace d’entrelacement I,(n) est de dimension 1 ;

(3) la représentation induite de n au groupe UL (L) est irréductible.

Démonstration. — Puisque R est algébriquement clos et de caractéristique différente de p, et
puisque J' est un pro-p-groupe, toutes ses représentations sont semi-simples, et la preuve existant
dans le cas complexe (voir [5, 8.3] et [25, Proposition 2.10]) s’applique. O

On appelle cette représentation n la représentation de Heisenberg associée a 6.

2.3.4. Une [-extension de n (ou de 6) est une représentation irréductible de J prolongeant 7
dont l'entrelacement dans G est égal a JB*J. On note B(6) = Br(0) 'ensemble des S-extensions
de 6.

Si R est le corps des nombres complexes, on sait d’apres [25] (voir ibid., théoréeme 2.28) que
tout caractere simple admet une [-extension. On va voir que la méthode utilisée dans [25] est
encore valable dans le cas ou R est quelconque, et par conséquent que tout R-caractere simple
admet une [-extension. Dans le cas ot R = F;, on verra au paragraphe 2.8 comment prouver
ce résultat par réduction modulo ¢ (voir le corollaire 2.7).

Lemme 2.3. — La représentation n se prolonge a J et, pour toute représentation k de J pro-
longeant 0, Uinduite de k a U(B)UL(A) est irréductible.

Démonstration. — Pour prouver I'existence d’une représentation de J prolongeant 7, on reprend
la preuve de [25, Théoreme 2.13] qui est encore valable lorsque R est de caractéristique non nulle.
Si k est un tel prolongement, on note p l'induite de x & U(B)UL(A). Le fait que ’ensemble
d’entrelacement de x dans U(B)U'(21) soit égal & J implique que I'algebre des endomorphismes
de p est de dimension 1, mais ceci ne suffit pas, lorsque R est de caractéristique non nulle, pour
en déduire que p est irréductible. Pour appliquer le critére d’irréductibilité [33, 4.2], il s’agit de
montrer que, pour tout quotient irréductible m de p, la représentation  est un facteur direct de
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la restriction de 7 & J. Soit 7 un tel quotient irréductible. Puisque J! est un pro-p-groupe, la
restriction de 7 & J! se décompose sous la forme :

VodVi&---dV,,

ou Vi,...,V, sont des copies de 1 et o aucun facteur irréductible de Vg n’est isomorphe a 7.
Ces sous-espaces sont stables par J, et la représentation de J sur V;, i > 1, est de la forme xy;
oll x; est un caractere de J trivial sur J'. Comme & est une sous-représentation de la restriction
de 7 a J, 'un des x; est trivial, et ainsi le critere [33, 4.2] est vérifié. O

Si k est une (-extension de 6 et si x est un caractére de £, on note X la représentation
tordue par x o Ng/g vu comme un caractere de J trivial sur J L

Lemme 2.4. — On suppose qu’il existe une [B-extension de 6. Le groupe des caractéres de EE
opére librement et transitivement sur B(0) par (k,x) — KX.

Démonstration. — L’argument de [25, Théoréme 2.28] est encore valable ici. O

2.3.5. Soit A’ un ordre héréditaire E-pur de A, soit €' le transfert de § dans C(',0,3) et
soit B’ = A' N B.

Lemme 2.5. — On suppose que A’ est inclus dans 2.

(1) Pour toute B-extension k de 0, il existe une unique 3-extension k' € B(0') tel que k' et la
restriction de r o U(B')J! induisent ¢ U(B')UL (') des représentations isomorphes.
(2) L’application :

/
R K

ainsi définie de B(6) dans B(6') est bijective.

Démonstration. — On suppose qu’il existe une (-extension k de #. En reprenant I’argument de
[8, (5.2.5)], on montre qu’il existe une unique représentation irréductible ' de J(3,2’) prolon-
geant la représentation de Heisenberg de 6’ et telle que :

/ 1 !/ / 1 !
(2.7) indgj((ﬂ%g[),gj (m)(n’) o~ indgg,ggjl (m)(m).
On vérifie comme dans la preuve de [25, Proposition 2.9] que ' est une (-extension.

On suppose maintenant qu’il existe une (-extension «’ de #’. En reprenant ’argument de 2bid.,
lemme 2.27 et théoreme 2.28, on obtient une représentation irréductible x de J prolongeant 7,
vérifiant (2.7) et dont la restriction & U(B')J! est entrelacée par B*. Pour montrer que x est
une (-extension, on reprend la preuve de ibid., proposition 2.25, qui repose sur une propriété
géométrique du groupe G (ibid., lemme 2.26). On obtient ainsi une application surjective x — &’
entre deux ensembles de méme cardinal (lemme 2.4) : elle est donc bijective. O

En tragant dans 'immeuble de Bruhat-Tits de G le segment reliant les points correspondant
a A et A, on forme une suite finie Ag, Ay, -+, A, d’ordres héréditaires E-purs de A tels que
Ao = A et A. = A et tels que, pour chaque 7 > 1, 'ordre 2; contienne ou soit contenu dans
A;_1 (voir [26, 4.2]). En composant les bijections associées par le lemme 2.5 a chaque couple
(Ai—1,%2;), on obtient une application bijective :

(2.8) Br(0) — Br(9')

compatible & Paction du groupe des caracteres de € (lemme 2.4), appelée application de trans-
fert.
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2.3.6. Dans ce paragraphe, on suppose que A est égale & .#,,,(D). Un Op-ordre héréditaire 2
de A, (D) est dit standard si U(2) est un sous-groupe de GL,,(Op) dont la réduction modulo pp

est formée de matrices triangulaires supérieures par blocs. Si ces blocs sont de tailles mq, ..., m,
respectivement, on pose a = (my, ..., m,) et on note A, 'ordre standard correspondant. On a
un isomorphisme canonique de groupes :

(2.9) U(2e)/UNAs) — GLy, (D) X -+ x GLyy,, (Ep),

de sorte qu’on identifiera, par inflation, une représentation de GLy,, (¢p) X - - - X GLy,,. (¢p) & une
représentation de U(2,,) triviale sur UL(2,).

2.3.7. Dans ce paragraphe, on suppose que A = .#,,(D) et que 2 est un ordre standard.
Etant donné un entier n > 1, on pose M = G,,, X -+ X Gy, qui est un sous-groupe de Levi
standard de G,,;, on note P le sous-groupe parabolique standard correspondant, U son radical
unipotent et U™ le radical unipotent du sous-groupe parabolique opposé a P par rapport a M.
On pose :

(2.10) Ju=Jx-xJ.

On note 2, 'ordre principal standard de ., (D) dont la période est égale a n fois celle de 2,
on note 0, € C(Ay,0, ) le transfert de 6 et on pose J,, = J(5,,). Alors :

(2.11) K =HY3,2,) (J, N P)

est un sous-groupe d’indice fini de J,, admettant une décomposition d’Iwahori relativement a
tout sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M, et KNM est égal & J,,NM, qui s’identifie
naturellement a Jy.

Proposition 2.6. — On suppose qu’il existe une (-extension k de 6 et on note ky la repré-
sentation kK Q@ -+ ® Kk de Jy.

(1) 1l eziste une unique représentation irréductible > de K qui prolonge ki et qui soit triviale
surKNU et KNU™.
(2) L’application :

(2.12) K v ki = indpe ()

induit une bijection de B(0) dans B(6y,).

Démonstration. — L’unicité de s est une conséquence de la décomposition d’Iwahori :
K=KnU") - (KNnM)-(KnTU).
Pour Dexistence, on vérifie comme dans [25, 2.3] que I'application s définie sur K par :
s(uzd') = kpm(z), weKNU, ze KNM, v’ e KNU,

est une représentation de K qui prolonge kg, puis on vérifie comme dans ibid., théoremes 2.18
et 2.19, que k, est une [-extension de 6,,. Pour prouver que I’application définie par (2.12) est
bijective, on vérifie que I'on obtient 1’application réciproque en calculant, pour tout p € B(6,),
la représentation de Jy; sur espace des vecteurs K N U-invariants de p, qui est de la forme
K® -+ ® Kk pour un certain k € B(0). O
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2.3.8. On en déduit le résultat suivant.
Corollaire 2.7. — Pour tout 6 € C(, 0, 3), il existe une [3-extension de 6.

Démonstration. — On reprend l'argument de [25], dont on rappelle les principales étapes. On
prouve d’abord le résultat dans le cas ou B est une algebre a division, ce qui se fait en suivant la
preuve de [25, Lemme 2.21]. Ensuite, la proposition 2.6 implique que le résultat est vrai quand
B est un ordre minimal de B, puis la propriété de transfert (2.8) implique le résultat dans le cas
général. O

2.4. Types semi-simples de niveau 0

Soit A une F-algebre centrale simple et soit G = A*. Soit (U,o) un couple constitué d'un
sous-groupe ouvert compact U de G et d’une représentation irréductible o de U.

Définition 2.8. — On dit que (U,0) est un type semi-simple de niveau 0 de G s’il y a un
ordre héréditaire 2 de A, une famille d’entiers a = (myq,...,m,) de somme m et, pour chaque
i€ {1,...,r}, une représentation irréductible cuspidale o; de GL,,,(¢p) tels que :

(1) ona U=U(A) ;

(2) il existe un isomorphisme de F-algebres de A sur ., (D) identifiant d’une part A & Ay,
d’autre part 0 & 01 ® - -+ ® oy, celle-ci étant vue par I'intermédiaire de (2.9) comme une repré-
sentation de U(2l,) triviale sur U(2,).

Remarque 2.9. — La définition ci-dessus est plus générale que celle de Grabitz, Silberger et
Zink [17], qui ne concerne que le cas ou A est .#,,(D) et ou 2 est un ordre standard.

Sio1,...,0. sont toutes isomorphes a une méme représentation irréductible cuspidale o, on
dit que (U, o) est un type simple de niveau 0 de G.

Un type simple (U, o) de niveau 0 de G est dit mazimal si U est un sous-groupe compact
maximal de G.

Exemple 2.10. — Soit [ = U(R(; 1)) le sous-groupe d’Iwahori standard de GL,(D) et soit
11 son caractere trivial. Alors (I, 11) est un type simple de niveau 0 de GL,,, (D).

Soit (U, o) un type semi-simple de niveau 0 de G. On fixe un isomorphisme entre A et ., (D)
comme dans la définition 2.8 et on identifie U & U(2,). On pose M = M, et on note N, le
normalisateur dans G de la restriction de o & U N M.

Lemme 2.11. — (1) L’ensemble d’entrelacement de o dans G est égal a U-N, - U et, pour
y € Ig(o), on a dimg I,(0) = 1.
(2) Pour tout x € Ny, on a un isomorphisme de R-espaces vectoriels :

Homynu= (0, 0") ~ Homy 1 (7,5%),
ou & désigne la représentation de U/UL définie par o.

Démonstration. — Les preuves de la proposition 1.2 et du lemme 1.5 de [17] sont encore valables.
En particulier, les intégrales apparaissant dans bid., lemmes 1.3 et 1.4, portent sur des pro-p-
groupes et ont un sens relativement a une mesure de Haar a valeurs dans R.

Pour le calcul de la dimension de l’espace d’entrelacement, on peut voir ¢ comme une
représentation irréductible cuspidale de U/U! ~ GLy, (Ep) x -+ X GLyy, (€p) et on conclut
au moyen de [31, II1.2.6]. O
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Si A est un Op-ordre héréditaire de A, on désigne par T() = T () ensemble des classes
d’isomorphisme de représentations irréductibles de U(2() qui sont des types semi-simples de
niveau 0 de G.

2.5. Types simples
Soit A la F-algebre centrale simple ., (D) et soit G = GL,,(D).

2.5.1. Soit un couple (J,\) constitué d’un sous-groupe ouvert compact J de G et d’une
représentation irréductible A de J.

Définition 2.12. — On dit que (J, A) est un R-type simple de niveau non nul de G s’il y a une
strate simple [, n,0,5] de A, un caractere simple 6 € Cr(2,0, ), une [-extension k de 6 et
une représentation o de U = U(B) tels que :

(1) ona J=J(8,2) ;

(2) le couple (U, o) est un R-type simple de niveau 0 de B* ;
(3) la représentation A est isomorphe & Kk ® o, ou ¢ est considérée comme une représentation
de J(3,9A) triviale sur J1(5,20).

Remarque 2.13. — (1) Si (J,\) est un type simple de niveau non nul, la strate simple
définissant le groupe J n’est en général pas unique (pas méme a équivalence pres).

(2) Comme B est une E-algebre centrale simple (voir le paragraphe 2.1.3), il existe un entier
m’ > 1, une E-algebre a division centrale D’ et un isomorphisme de E-algebres :

(2.13) B — My (D).
D’apres le paragraphe 2.4, il existe un isomorphisme (2.13) identifiant d’une part ordre B a

un ordre principal standard de période notée r, d’autre part ¢ a oy ® - -+ ® gg, ou o( est une
représentation irréductible cuspidale du groupe GL4(fp/) avec m’ = rs.

Un type simple (J, A) de niveau non nul de G est dit mazimal si (U, o) est maximal, ce qui
ne dépend pas du choix de la strate simple [2(, 7,0, 5] dans la définition 2.12.

Remarque 2.14. — Par type simple de G on entendra type simple de niveau nul ou non nul
de G. Pour harmoniser les notations et la terminologie, on introduit la strate nulle :
[2(,0,0,0]

parmi les strates simples, ou 2 est un ordre héréditaire de A. On pose E=F, B= A et :
H(0,) = J(0,2) = U(A).

L’unique caractére simple attaché & cette strate est le caractere trivial de UL(2A), et le caractere

trivial de U(2() est une 0O-extension de ce caractére simple.

Proposition 2.15. — Un type simple de G est irréductible.

Démonstration. — Pour les types simples de niveau 0, c’est une conséquence de la définition
2.8. Pour le niveau non nul, on peut reprendre 'argument de [31, I11.4.23]. O

Etant donné un caracteére simple 6 relatif & une strate simple [2(,n,0,5] de A, on désigne par
T(0) = Tr(0) 'ensemble des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de J(3,2)
qui sont des types simples contenant 6.
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2.5.2. Soit [A,n,0, 5] une strate simple de A, soit 6 € C(2, 0, 3) un caractere simple et soit
k une (-extension de #. On pose J = J(3,2) et J' = J1(3,2).

Lemme 2.16. — Soit T une représentation irréductible de J. La restriction de m ¢ H'(3,2)
contient 0 si et seulement si w est isomorphe a kK ® £, ou £ est une représentation irréductible
de J triviale sur J'.

Démonstration. — Puisque J! est un pro-p-groupe, la restriction de 7 & J! est semi-simple. Elle
contient donc la représentation n, de sorte que, par réciprocité de Frobenius, on a :

Homy; (indy, (1), 7) # 0.

Puisque « prolonge n7 a J, I'induite de n a J est isomorphe a m®indi1 (1), ou 1 désigne le caractere
trivial de J'. Soit & un sous-quotient de indgl(l) de dimension minimale parmi ceux vérifiant
Homj(k®¢&, ) # 0, et soit ¢ un homomorphisme non trivial de Kk ® ¢ dans 7. On note V l’espace
de £. Si W est un sous-espace propre de V tel que K @ W soit stable par J, on a une suite exacte :

KROW —=k0V >k (V/W)—=0

de représentations de J. La propriété de minimalité de V entraine que I'image de x ® W dans
k ® V est contenue dans Ker(¢). On a donc un homomorphisme non nul de x ® (V/W) dans 7.
Par minimalité encore, on a W = 0, ce dont on déduit que £ est irréductible. O

Remarque 2.17. — Plus généralement, le méme argument montre que si G’ est un sous-groupe
de G contenant J et si 7 est une représentation de G/, alors la restriction de 7 & H'(3,2l) contient
0 si et seulement si la restriction de m a J a une sous-représentation de la forme x ® &, avec &
une représentation irréductible de J triviale sur J!.

2.5.3. Soit & une représentation irréductible de J triviale sur J', soit 2’ un ordre héréditaire
E-pur de A et soit #’ le transfert de # dans (2,0, 3). On pose J' = J(3,A) et J'1 = JH(3, "),
et on note ' la S-extension de 6 obtenue par transfert de s (voir (2.8)).

Lemme 2.18. — On suppose que B’ = A' N B contient B. On note £ la représentation de
U(B)J" triviale sur J'* définie par & et on pose p = K'|y(pyyn ® .

(1) L’ensemble I () est égal a U(B)I'L - Igx (€) - U(B)J et, pour tout élément y € B, on
aly(p) = Iy(“/|U(£B)J’1) ® Iy(§/)~

2) Les représentations ind§ KQE) et indS . 11 ) sont isomorphes, et on a un isomorphisme

J U(8)J
de R-algébres :
H(G, r® &) = H(G, p)

préservant les supports, c’est-a-dire que tout élément de H(G,k ® £) de support JyJ avec y €
Ipx (&) a une image dont le support est U(B)J'1yU(B)J'".

Démonstration. — Pour prouver (1), on reprend 'argument de [26, Lemme 4.2] et pour (2), on
reprend l'argument de ibid., proposition 4.5. O
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2.5.4. Soit (J,A) un type simple de G. On reprend les notations de la définition 2.12 et de
la remarque 2.13. On note Mp le sous-groupe de Levi standard de B* constitué des matrices
diagonales par blocs de taille s et Ny le normalisateur dans B* de la restriction de o & U N Mg.
On note b(o) le cardinal de 'orbite de o sous le groupe de Galois :

(2.14) I' = Gal(tp /tg),

ou o est considérée comme une représentation de GLg(fp/)". On fixe une uniformisante w de D’,
et on note W), le sous-groupe de GL,.(D’) constitué des matrices monomiales dont les coefficients
non nuls sont des puissances de :

(2.15) wy = @),

On voit W), comme un sous-groupe de B* par l'intermédiaire de (2.13) et du plongement diagonal
de D’ dans .#5(D’). L’action de @ par conjugaison sur Ops induit un automorphisme de €p,
engendrant le groupe I'. Le groupe N est donc engendré par Wy et UNMp et 'ensemble Ig ()
est la réunion disjointe des JwJ pour w € W,

Lemme 2.19. — L’ensemble d’entrelacement de A dans G est égal a J-Ny-J et, poury € Ig(N),
on a dimg Iy(\) = 1.

Démonstration. — Dans le cas ou (J, A) est de niveau 0, c’est le lemme 2.11. Sinon, c’est une
conséquence de la proposition 2.2 et des lemmes 2.18 et 2.11. O
Remarque 2.20. — (1) Dans le cas o D = F, le groupe I est trivial et on a b(o) = 1.

(2) Le groupe W) vu comme sous-groupe de G dépend des choix de w et de 'isomorphisme
(2.13), mais ’ensemble J - W) - J = Ig(\) n’en dépend pas.

(3) Si (J,A) est maximal, alors Ig(\) est égal au normalisateur Ng(\) de A dans G. Celui-ci
est engendré par J et w), c’est-a-dire que Ng(A\) = Npx(0)J. En outre, le normalisateur de U
dans B* est engendré par U et w, de sorte que b(o) est égal a 'indice de Ng(A) dans Ngx (U)J.

2.5.5. On note Ej) l'extension totalement ramifiée de E engendrée par w) et 'on fixe une
extension non ramifiée F’ de E) de degré sd’, ot d’ est le degré réduit de D’ sur E. On note I’ le
sous-groupe d’Iwahori standard de G’ = GL,(F’). On identifiera & loisir W) & un sous-groupe
de G’ ou bien de G.

Proposition 2.21. — On a un isomorphisme de R-algébres :
(2.16) U H(G,T) — H(G,\)
préservant les supports, c¢’est-a-dire que, pour toute fonction f € H(G' 1) de support 'wl’ avec

w € Wy, son image W f est de support JwJ.

Démonstration. — On reprend l'argument de [26] en précisant les modifications devant lui étre
apportées. On fixe un ordre maximal B,.x 2 B de B et on pose :

G= U(%max)/Ul <%maX)a P = U(%)Ul (%max)/Ul(%max)'

On note 7 la représentation o considérée comme une représentation irréductible cuspidale de M =
U(B)/U(B) et on identifie M & un sous-groupe de Levi de G. D’apres Dipper et Fleischmann

[15, 16], I'algebre des endomorphismes de l'induite parabolique Ind%(&) est isomorphe & une
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algebre de Hecke de type A,_; et de parametre ¢/, le cardinal du corps résiduel de F'. En
d’autres termes, il existe un isomorphisme de R-algebres :

(217) }C(GLT(OF/),I/) — }C(U(%max),d).

En reprenant la preuve de ibid., lemme 4.4 et a I'aide du lemme 2.18(4), on obtient des homo-
morphismes de R-algebres :

(2.18) H(U(Bmax), ) — H(Jmax, Fmax @ 0) — H(G, A),

le premier étant un isomorphisme et le second injectif. En composant (2.17) et (2.18), on obtient
un homomorphisme injectif ¥ de H(GL,(Op),T') dans H(G, A). On pose :

(2.19) h=hy= (% 1d61> € M. (Ms;(D)) =B

ou id,_1 est la matrice identité de ., _1 (#s(D')), et on fixe une fonction ¢ € H(G, \) de support
JhJ. On va montrer qu’il existe un unique isomorphisme de R-algebres (2.16) prolongeant ¥,
préservant les supports et prenant en la fonction caractéristique de Ihl la valeur . Pour cela,
on reprend 'argument de ibid., théoreme 4.6, a ceci pres que la preuve de ibid., lemme 4.14, doit
étre modifiée.

Lemme 2.22. — L’élément ¢ est inversible dans H(G, ).

Démonstration. — Soit ¢ € H(G, ) une fonction de support Jh~1J. Le produit ¢ * ¢ est
un multiple scalaire de 1’élément neutre dans H. Il est donc soit nul, soit inversible, et on va
montrer que sa valeur en 1 n’est pas nulle. On fixe un ensemble X de représentants de J modulo
JN h~1Jh, qu’on peut supposer étre contenu dans J'. On a :

o (1) = 3 MA@ () (DA @)
rzeX
D’apres le lemme 2.18(2), 'opérateur d’entrelacement p(h) € I (\) se décompose sous la forme
®,, @ ¢, avec P, € I (k) et D, € I1(0), et le lemme 2.11(2) montre que P, est inversible. De
facon analogue, 'opérateur d’entrelacement ¢’(h~1) se décompose sous la forme @ @ @ ot @/,
est l'inverse de ®,. On a donc :

(2.20) e+ (1) = (D n(@)®,@hn@) ™) @id,,
zeX

ou id, est I'identité sur ’espace de o, et ’on note II le facteur de gauche de ce produit tensoriel.
Puisque J' N A~1J'h est un pro-p-groupe, la restriction de 1 & celui-ci est semi-simple. Il existe
donc un unique facteur irréductible en commun entre les restrictions & J* N A~1J'h de 1 et de
n", et Vopérateur ®, @’ est un multiple non nul de la projection sur ce facteur. En tant que
représentation lisse irréductible d’un pro-p-groupe, ce facteur a pour dimension une puissance
de p, qui est non nulle dans R. On en déduit que la trace de II est non nulle, ce qui termine la
démonstration du lemme 2.22. O

A partir de 13, on termine en reprenant Pargument de ibid., théoreme 4.6. Ceci met fin & la
preuve de la proposition 2.21. O

Compte tenu de ce qui précede, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.23. — Tout élément non nul de H(G, \) supporté par une double classe JyJ, avec
y € Ig(N), est inversible.
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2.6. Paires couvrantes

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques faits concernant la théorie des paires couvrantes.
Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [9, 32]. On fixe m > 1 et on pose G = Gyy,.

2.6.1. Soit 7 une représentation irréductible d’un sous-groupe ouvert compact K de G. 1l
lui correspond la R-algebre H = H(G, 7) définie au paragraphe 1.5 et le foncteur :

(2.21) M. : 0 — Homk (T, 0)

de Z = Z#r(G) vers la catégorie des H-modules & droite. Par réciprocité de Frobenius, celui-ci
s'identifie au foncteur ¢ — Homg (ind$ (1), o).

2.6.2. Soit M un sous-groupe de Levi de G et soit 7y une représentation irréductible d’un
sous-groupe ouvert compact Ky de M. Soit P un sous-groupe parabolique de G de facteur de
Levi M et soient U et U™ respectivement son radical unipotent et le radical unipotent opposé a
U par rapport a M.

Définition 2.24. — On dit que (K, 7) est une paire P-couvrante de (Ky, 7v) si :
(1) on a 'égalité Kyy = KN M et une décomposition d’Iwahori :

K=(KNU) (KNM) - (KNU);

(2) la restriction de 7 a Ky est égale a 1y et les sous-groupes KNU™ et KN U sont contenus
dans le noyau de 7 ;

(3) il existe dans le centre de M un élément z fortement P-négatif au sens de la définition
6.16 de [9] et tel que H contienne un élément inversible de support KzK.

Si (K, 7) est P-couvrante pour tout sous-groupe parabolique P de G de facteur de Levi M, on
dit simplement que c’est une paire couvrante.

Remarque 2.25. — L’algebre de Hecke utilisée dans [9] est ’algebre de Hecke associée a la
contragrédiente (K, 7). Elle est opposée & H (voir ibid., 2.3) ce qui explique que z est supposé
négatif (et non pas positif) dans la condition 3.

FEzxemple 2.26. — On reprend les notations de 'exemple 2.10, et on note M le sous-groupe de
Levi de GL,, (D) constitué des matrices diagonales. Alors le couple (I, 11) est une paire couvrante
de (I NM, 1IOM)'

2.6.3. On suppose que (K, 7) est une paire couvrante de (Ky, 7v). On a fixé au paragraphe
1.3 une racine carrée de ¢ dans R. II lui correspond un homomorphisme injectif de R-algebres :

(2.22) e+ HOM, np) — H(G, 7)

faisant de 3 un module & gauche sur Hy; = H(M, nyp) (voir [32, I1.10] : pour la raison donnée a
la remarque 2.25, 'homomorphisme jp préserve les supports des fonctions de Hy; supportées par
les éléments P-négatifs de M, et non pas P-positifs comme dans [9]). Cet homomorphisme définit
un foncteur de restriction, noté jp, de la catégorie des H-modules a droite vers la catégorie des
Hyr-modules a droite. Pour toute représentation o de G, la projection naturelle de o vers son
module de Jacquet 75 (o) induit un isomorphisme :

(2:23) it (Mr(0)) = My, (r§(0))
de Hyr-modules a droite (voir [32, I1.10.1]).
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Remarque 2.27. — On déduit de (2.23) que, si une représentation o de G contient une paire

couvrante, alors 5 (o) est non nul. En particulier, si une représentation irréductible o de G

contient une paire couvrante pour M # G, alors o n’est pas cuspidale.

D’apres Blondel [1, II] (voir aussi Dat [12, 2]), on a un isomorphisme :

(2.24) Bp - indG(r) — 3§ (ndh (n)), ®p(f)(9)(x) = / f(uzg) du,
U

de représentations de G et de Hy-modules a gauche, ot du est la mesure de Haar sur U nor-
malisée de telle sorte que KN U soit de volume 1, avec f € ind% (1),g€ GetzeM.

Proposition 2.28. — Soit 0 une représentation de M engendrée par sa composante Tyi-isoty-
pique. Alors linduite ’i%(a) est engendrée par sa composante T-isotypique.

Démonstration. — Par hypothese, o est quotient d’'une somme directe de copies de ind%gM (™),
c’est-a-dire qu’il existe un ensemble S et un homomorphisme surjectif de représentations de M :

@ ind%(/[M (T:m) — o
S

Si ’on applique le foncteur exact ig (qui commute aux sommes directes arbitraires) et la formule
(2.24), on voit que I'induite parabolique i% (o) est un quotient d’une somme de copies de ind% (1),

c’est-a-dire qu’elle est engendrée par sa composante T-isotypique. O

2.7. Types semi-simples
Soit A la F-algebre centrale simple ., (D) et soit G = G,.

2.7.1. Soit a = (mq,...,m,) une famille d’entiers > 1 de somme m. On pose M = M, et
P =P,. Pour i€ {1,...,r}, soit (J;, \;) un type simple maximal de G,,,. On pose :
(2.25) JM=J1 x - xJ,

et on note Ay la représentation A\ @ - - - ® A, de Jy.

Définition 2.29. — Un couple de la forme (Jyr, Ayp) est appelé un R-type simple mazimal de
M.

Pour chaque entier ¢, on fixe une strate simple [2;,n;,0, 5;] de 4, (D) et un caractere simple
0; € C(;,0, 3;) contenu dans \;, et on suppose que 2; est standard. De ce fait, ona J; = J(5;,2;)
et le quotient de ce groupe par J! = J1(3;,2l;) est isomorphe & GLg, (¢;), pour un certain entier
s; = 1 et une certaine extension €; de . On pose Jll\/[ = J% x oo x JL

On fixe une suite de Op-réseaux . de D™ (voir [29, Definition 1.1]) satisfaisant aux conditions
de ibid., §7.2. D’apres loc. cit., ces données définissent des sous-groupes ouverts compacts :

(2.26) K=K(¥%), K'=K{(2)=KnU'(9),
de G possédant les propriétés suivantes :

(1) K et K! admettent une décomposition d’Iwahori par rapport & (M, P’), pour tout sous-
groupe parabolique P’ de G de facteur de Levi M ;
(2) onaKNM=Jy et KtnM=J3, ;
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(3) K! est un pro-p-sous-groupe distingué de K et :

(2.27) K/K' ~ Jy;/Ji; ~ GLy, (€1) x - -- x GLg, (£,.).
Il existe donc une unique représentation 7 de K prolongeant Ay, définie par la formule :
(2.28) T(uzu') = M(z), weKNU , zeKnNM, v e KNU.
2.7.2. On suppose que tous les caracteres simples 61, ..., 60, sont endo-équivalents [4]. 1l

suffira de savoir ici que, sous cette condition, on peut supposer que les 3; sont tous égaux a un
meéme [ et que les 0; sont transferts les uns des autres. On note 2 l'ordre standard de ., (D)
dont les blocs diagonaux sont les 2;, ¢ € {1,...,7} et on note § € C(A,0,3) le transfert de 6;
(qui ne dépend pas du choix de 7). On pose E = F(3). Dans ce cas, on a (voir [29, 7.1]) :

(2.29) K=K®)=HY(320J@B A NP), K =K (A)=H(SEA)I'(EANP).

On fixe une (-extension x de 6 et on note s la représentation de K sur ’espace des vecteurs
KnNU-invariants de k. Sa restriction a Jy; est de la forme k1 ® - - - ® k-, ou k; est une (-extension
de 0;. Pour i =1,...,r, on écrit \; sous la forme x; ® 0;. On réunit les o; suivant leur classe de
conjugaison sous I' = Gal(fp//tg), ce qui définit une partition :

{1,...,7“}:11U"'U1u

avec u > 1, puis un sous-groupe de Levi L de G contenant M, qu’on écrit Ly X --- x Ly, ou
chaque L; est isomorphe a G, pour un certain r; > 1.

Remarque 2.30. — Quitte a conjuguer chaque (J;, \;), @ € I;, par un élément convenable de
G, on peut supposer que les o0y, ¢ € I;, sont tous isomorphes, et donc que 'entier m;, la strate
[2;,1;,0, 8], le caractere 6; et la S-extension k; ne dépendent pas de i € I;. C’est ce qu’on fait
dans la suite du paragraphe.

On note o la représentation o1 ® - - - ® o, considérée comme représentation de K triviale sur
K!. Remarquons que 7 = 3 ® o et que K est un sous-groupe de J = J(3,20).

Proposition 2.31. — On suppose que tous les (J;, A;) sont égauz & un méme type simple maz-
imal (J1,A1). Alors (K, 7) est une paire couvrante de (Jyi, M), et Uapplication :
(2.30) A1 = indi (7)

induit une bijection de T(01) dans T(0) (voir les notations du paragraphe 2.5.1).

Démonstration. — L’hypothese sur les (J;, A;) implique que u = 1, c¢’est-a-dire que L = G. On
procede comme dans [26, 5.2.3] au moyen de la proposition 2.6 et du corollaire 2.23. O
Exzemple 2.32. — On reprend les notations de 'exemple 2.26 et on identifie M & D*™. Sil’on
choisit (J1, 1) = (0F, 1@3), alors K = J = I et la paire couvrante lui correspondant par la
proposition 2.31 est (I, 1y).

Pour j =1,...,u, on note M; le produit des G,,, pour i € I; (c’est un sous-groupe de Levi de
L;) et (Jm;, Am;) le produit des (J;, A;) pour 7 € I;. Compte tenu de la remarque 2.30, on peut
former la paire couvrante (Kj, 7;) de (Jar;, Am;) donnée par la proposition 2.31 (relativement &
un sous-groupe parabolique P; de L; de facteur M;). On pose :

K=Ky x-- - xKy, m=T1® Q7.

Par construction, (Kp,, 71,) est une paire couvrante de (Jar, An)-
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Proposition 2.33. — (1) (K, 1) est une paire couvrante de (K, 1), et donc de (Jn, Am)-
(2) La restriction a L définit un isomorphisme de R-algébres de H(G, ) sur H(L, 7).

Démonstration. — Dans le cas complexe, le résultat est donné par [29, Proposition 8.1]. On
reprend la preuve de [28, Proposition 5.17], dans laquelle (K, 7) est notée (Jp, Jp). Pour le calcul
de Ig(7), on remplace [17, Proposition 1.2] par le lemme 2.11. La preuve de [28, Théoreme
5.10] (dans laquelle ¢ est notée kp) est encore valable, quitte a remplacer [8, Proposition 5.1.8]
par [28, Proposition 5.5(ii)], qui est encore vraie dans le cas modulaire puisque K! (noté J5) est
un pro-p-groupe. Aussi a-t-on :

Io(r) CK- (LNBX) K,

de sorte que la restriction de G a L définit un isomorphisme de R-algebres de H(G,7) sur
H(L, ) (voir [32, IL.8]). Le reste de la preuve se fait comme dans [28, Proposition 5.17]. En
particulier, ’argument de [10, Lemma 3.9] est encore valable, la constante ¢ est égale a 'indice
de K N (7'K(¢ dans K (avec les notations de loc. cit.), qui est une puissance de p grace a la
décomposition d’Iwahori de K. O

2.7.3. On réunit les caracteéres simples 6; suivant leur classe d’endo-équivalence (voir [4]), ce
qui définit une partition :

(2.31) {1,...,r} =L U---UL, t>1,

puis un sous-groupe de Levi S de G contenant M, qu’on écrit S; X - - - X S;. D’apres le paragraphe
2.7.2, il correspond a chaque k = 1,...,¢ une partition I U---UI,, de I} et une extension
finie F}, de F. On note ny ; le cardinal de Ij ; et on pose :

t  ug
(2.32) G =[] TIGLn., ®r)
k=1j=1
Pour k € {1,...,t}, on forme la paire couvrante (Kg, 7) donnée par la proposition 2.33 a partir

des (J;, Ai), © € Ix. On pose :
Ke=Ki x-- XKy, =11 ® - ®.

Par construction, (Kg,7g) est une paire couvrante de (Jy, Av). On note I’ le sous-groupe d’Twa-
hori standard de G’, qui est le produit des sous-groupes d’Iwahori standards de GLy, ;(F},).

Proposition 2.34. (1) (K,7) est une paire couvrante de (Kg,1s), donc de (Jn, Am)-
(2) La restriction a S définit un isomorphisme de R-algébres de H(G, 1) sur H(S, 7s), et on
a un isomorphisme de R-algébres :

U H(G,T) - H(G,T)
préservant les supports.

Démonstration. — Dans le cas complexe, le résultat est donné par [29, Theorem 8.2]. On re-
prend la preuve de [28, Corollaire 4.6], dans laquelle la paire (K, 7) est notée (K, o). L’argument
de [10, Corollary 6.6] est encore valable, la constante ¢ est égale & I'indice de KN ¢~'K¢ dans K
(avec les notations de loc. cit.), qui est une puissance de p grace a la décomposition d’Iwahori
de K. O
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2.7.4. On définit maintenant la notion de type semi-simple.

Définition 2.35. — Un type semi-simple de G est une paire couvrante (K, 7) d’un type simple
maximal d’un sous-groupe de Levi de G, définie par la proposition 2.34.

C’est cohérent avec la définition 2.8, c’est-a-dire qu’un type semi-simple de niveau 0 de G est
un type semi-simple au sens de la définition 2.35.

Remarque 2.36. — Un type semi-simple associé par la proposition 2.34 & un type simple maxi-
mal d’un sous-groupe de Levi M (définition 2.29) est simple si et seulement si on est dans I'un
des deux cas suivants :

(1) On a M = G, auquel cas ce type semi-simple est simple maximal.

(2) La paire (Jy, Av) dont ce type semi-simple est une paire couvrante est, a conjugaison
pres par M, de la forme Ay = Ay ® -+ - ® A\g avec \g un type simple maximal de niveau 0, auquel
cas on est dans la situation de la proposition 2.31 avec J = K.

Proposition 2.37. — Soit m une représentation irréductible cuspidale de G. Si w contient un
type semi-simple, alors ce type semi-simple est simple mazximal.

Démonstration. — D’apres la remarque 2.27, ce type semi-simple ne peut pas étre une paire
couvrante relativement & un sous-groupe de Levi propre de G. Par conséquent, il est donné par
la proposition 2.31 avec M = G. C’est donc un type simple maximal. O

2.8. Réduction des types simples et semi-simples

Soit ¢ un nombre premier différent de p, et soit [, n, 0, §] une strate simple de A. On fixe des
homomorphismes ¢, a, ¢t 4 F, (voir le paragraphe 2.2) tels que, pour tout = € pp~(C), I'image

de 5, (r) dans F, soit égale & Ly 7, (@)
2.8.1. On pose J = J(3,21), J' = J1(3,2) et H! = H'(3,91).

Proposition 2.38. — Pour tout entier 0 < m < —ko(3,20) — 1, la réduction modulo £ définit
une bijection de G@[ (A, m, 3) vers CF, (A, m, ).

On appellera relévement d’un Fy-caractere simple 6 € (E'E (A, m, 8) son image réciproque dans
Cs (™A, m, B) par cette bijection.
Qg

Proposition 2.39. — Soit 0 € GFZ (2,0, 8) un Fy-caractére simple, soit 0 le relevement de 0 &
(‘3@ (A,0,8) et soit & une (B-extension de 0.

(1) Sit est une structure entiére de i, alors € @ Fy est une (3-extension de 0.
(2) L’homomorphisme de réduction v induit une surjection de B (0) sur B, (0).

Démonstration. — La preuve est analogue & celle donnée dans [31, 111.4.18]. On note & la Fy-
représentation ¢ @ Fy de J. La restriction de % & H' est un multiple de 6, donc la restriction
de x & H' est un multiple de #. La restriction de x au pro-p-groupe J' contient donc et est
de méme dimension que la représentation de Heisenberg n. Enfin, d’apres [31, Lemme 1.9.8],
Ientrelacement de x dans G est égal & JB*J. C’est donc une f-extension de 6.
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Soit maintenant &’ une (B-extension de §. D’apres le lemme 2.4, il existe un Fy-caractere x
de €5 tel que k soit isomorphe a x'X, c’est-a-dire que ry(i) est égale & x’X. Si on note « le
relevement de Teichmiiller de x !, alors I'image de #'“ par r; est &' O

Remarque 2.40. — Deux f-extensions de 6 ont . des réductions mod £ isomorphes si et seule-
ment si elles sont tordues 'une de 'autre par un Q,-caractére d’ordre une puissance de £.

2.8.2. Soient £ un corps fini de caractéristique p et € une cloture algébrique de £. Pour tout
n > 1, on note £, I'extension de £ de degré n contenue dans €. Si R est Q, ou Fy, on note X,,(R)
I'ensemble des R-caractéres de £ dont I'orbite sous Gal(E/€) est de cardinal n. D’apres Green
[18], on a une correspondance surjective :

(2.33) X o(X)

de X,,(Qy) vers 'ensemble des classes de Q,-représentations irréductibles cuspidales de GLy,(¢),
et ’ensemble des antécédents de o (x) par (2.33) est 'orbite de x sous Gal(/¢).

Théoréme 2.41 (James [20]). — Soit un entier n > 1.

(1) Pour tout X € X,(Qy), la représentation ri(o (X)) est irréductible et cuspidale, et elle ne
dépend que de la réduction modulo £ de x.
(2) On a une correspondance surjective :

(2.34) X — o(x) =re(o(X))
de l’ensemble des Fy-caractéres x de € admettant un relévement dans X, (Qy,) vers ’ensemble
des classes de Fy-représentations irréductibles cuspidales de GLy,(€) ; ’ensemble des antécédents
de a(x) est lorbite de x sous Gal(E/¥).

(3) La représentation o(x) est supercuspidale si et seulement si x € X, (Fy).

On en déduit le résultat suivant.
Proposition 2.42. — Soit (U(2A),5) un Qu-type simple de niveau 0 de G, ou 2 est un ordre

héréditaire de G.

(1) Si s est une structure entiére de &, alors s @ Fy est un Fy-type simple de niveau 0 de G.
(2) L’homomorphisme de réduction r; induit une surjection de Tg, (A) sur Tg, (A).

Démonstration. — En considérant un type simple de niveau 0 comme une représentation du
quotient U(21)/UL(2A), on se ramene au probléme de la réduction des représentations irréductibles
cuspidales du groupe fini GLs(¢p) avec s > 1. O

2.8.3. On réduit maintenant les types simples et semi-simples.

Proposition 2.43. — Soit 0 € GE (2,0, 8) un Fy-caractére simple et soit 6 le relévement de 6
a G@Z (2,0,05).

(1) Si [ est une structure entiére d’un Q,-type simple contenant 9~, alors L@ Fy est un Fy-type
simple contenant 6. 3
(2) L’homomorphisme de réduction r induit une surjection de Tg () sur Tg,(0).

Démonstration. — On fixe un Q,-type simple A contenant 6, qu’on écrit K ® 6. Si € et s sont
des structures entieres de K et ¢ respectivement, ¥ ® s est une structure entiere de \. Le résultat
est alors une conséquence des propositions 2.39 et 2.42. 0
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La proposition 2.43 montre que 'existence des Fy-types simples se déduit de celle des Q,-types
simples prouvée dans [24, 25]. On termine cette section par le résultat suivant.

Proposition 2.44. — Soit M un sous-groupe de Levi de G, soit (Jy, \v) un Fy-type simple
mazimal de M et soit (Jym, Am) un Qp-type simple mazimal de M relevant (Jy, Am)-

(1) Si t est une structure entiére d'un Qu-type semi-simple de G associé a (JM,XM), alors
t®Fy est un Fy-type semi-simple de G associé a (Jn, Am)-

(2) Pour tout Fy-type semi-simple (K, 7) de G associé a (Jn, Am), il existe un Q,-type semi-
simple de G associé a (Jur, S\M) dont la réduction modulo £ soit isomorphe a 7.

3. Représentations cuspidales de GL,,(D)

Soit m > 1 un entier et soit G = GL,,(D). Dans cette section, on effectue la classification des
représentations irréductibles cuspidales de G en termes de types simples maximaux (théoreme
3.4). Ceci a été fait par Bushnell-Kutzko [8] et Sécherre-Stevens [28] dans le cas complexe et
par Vignéras [31] pour GL,(F) dans le cas modulaire. Cette classification permet d’associer
certains invariants a une représentation irréductible cuspidale de G (paragraphe 3.4).

On étudie ensuite les probléemes de la réduction et du relevement des représentations irréduc-
tibles cuspidales de G. On montre que, contrairement au cas déployé traité dans [31], une Q-re-
présentation irréductible cuspidale entiere de G ne se réduit pas toujours en une représentation
irréductible (théoréme 3.15) et qu'une Fy-représentation irréductible cuspidale de G n’admet pas
toujours un relévement (paragraphe 3.6). Néanmoins, on prouve que toute F,-représentation ir-
réductible supercuspidale admet un relevement (voir le théoreme 3.26), et on donne dans le cas
ol D est commutative une nouvelle preuve du théoreme de Vignéras selon lequel la réduction
modulo ¢ d'une Q,-représentation irréductible cuspidale entiere est irréductible (corollaire 3.18
et remarque 3.19).

3.1. Types simples maximaux

Soient (J, A) un type simple maximal de G = G,,, et N = Ng(\) son normalisateur dans G.

Proposition 3.1. — Pour toute représentation A prolongeant A a N, l’induite indg}(A) est une
représentation irréductible cuspidale de G. En outre, l'application :
(3.1) A — ind§(A)

nduit une bijection entre prolongements de A a N et classes d’isomorphisme de représentations
irréductibles cuspidales de G contenant .

Démonstration. — La preuve s’inspire de [33] mais des modifications doivent étre apportées.
Soit (J,A) un type simple de G, qu’'on décompose sous la forme A\ = k ® o, et soit A une re-
présentation de N prolongeant \. Puisque 'entrelacement de A dans G est égal a N (remarque
2.20), la R-algebre des endomorphismes de ind§(A) est isomorphe & R.

Lemme 3.2. — La représentation de N sur la composante n-isotypique de ind%(A) est isomor-
phe a la somme directe des A", avec n € Ngx (U)J/N.

Remarque 3.3. — Dans le cas ou D = F, les groupes Npx(U) et Npx (o) sont égaux, de
sorte que la représentation de N sur la composante n-isotypique de ind%(A) est irréductible et
isomorphe & A : voir [33, Corollary 8.4].
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Démonstration. — 11 suffit de reprendre la preuve de [33, Proposition 8.3] en prenant garde
a la différence entre le B*-normalisateur de U et celui de o : la composante n-isotypique de
ind§(A) se décompose en la somme directe des Hom jiqnq (77, AY) pour g décrivant un systeme
de représentants de G modulo (N, J!). Par cuspidalité de o, ces espaces sont nuls sauf pour
g € Npx (U)J!. Le résultat s’ensuit. O

On pose maintenant N° = Npx (U)J, et on a le corollaire suivant au lemme 3.2.

Corollaire 3.4. — La représentation de N° sur la composante n-isotypique de indf\?(A), notée
A°, est irréductible et isomorphe a linduite de A a N°.

Pour appliquer le critere d’irréductibilité [33, 4.2], il s’agit de montrer que, pour tout quotient
irréductible 7 de ind§(A), la représentation A° est un quotient de la restriction de 7 & N°. Soit
m un tel quotient irréductible ; puisque I'induite compacte de A° & G est isomorphe a indg(A),
la restriction de m & N° contient A. Par ailleurs, puisque J' est un pro-p-groupe, la composante
n-isotypique de 7 est un quotient de celle de ind§{(A) comme représentation de N°, qui est
isomorphe & A° d’apres le corollaire 3.4. Mais c’est aussi un facteur direct de la restriction de
4 J' (qui est semi-simple), de sorte que 7 a la propriété attendue. Enfin, ind{(A) est cuspidale,
puisque ses coefficients sont a support compact modulo le centre de G (voir [31, I1.2.7]).

I1 ne reste qu’a prouver que (3.1) est bijective. Notons Z le centre de G et fixons un caractere
w : Z — R* dont la restriction & JNZ coincide avec le caractere par lequel agit A|jnz. On note A,
I'unique représentation de JZ prolongeant A et de caractere central w. On va prouver que (3.1)
induit une bijection entre prolongements de A\, a N et classes d’isomorphisme de représentations
irréductibles cuspidales de G contenant \,. Par un argument similaire & celui de [31, I11.4.27],
la représentation A, admet un prolongement A a N et I’application x — Ay est une bijection
entre les caracteres de N triviaux sur JZ et les prolongements de A, & N. On en déduit que
(3.1) est injective. Si maintenant p est une représentation irréductible cuspidale de G contenant
Ao, alors p est un quotient de ind{(A ® R[N/JZ]). 1 existe donc un caractére y de N trivial
sur JZ tel que p soit un quotient de (et donc soit isomorphe &) indG(Ax). Ceci met fin & la
démonstration de la proposition 3.1. 0

Un couple de la forme (N, A) produit a partir d'un type simple maximal (J, \) de G est appelé
un type simple mazimal étendu de G.

3.2. Représentations cuspidales de niveau 0

Rappelons qu’une représentation irréductible de G est de niveau 0 §’il existe un Op-ordre
héréditaire A de A = .#,,(D) tel qu’elle possede un vecteur non nul invariant par UL(2L).

Théoréeme 3.5. — Toute représentation irréductible cuspidale de niveau 0 de G contient un
type simple mazximal de niveau 0.

Démonstration. — Soit p une représentation irréductible cuspidale de niveau 0 de G, et soit 2 un
ordre héréditaire minimal parmi ceux pour lesquels p a des vecteurs invariants par U! = U(20),
que 'on peut supposer standard. On pose U = U(2(). On a un isomorphisme de groupes :

(3.2) U/U! = GLy,, (Ep) X - - - X GLyy, (tp),

ou r > 1 est la période de 2 et les m; des entiers dont la somme est égale a m. De cette fagon, le
groupe de Galois Gal(fp/¢r) opere sur ’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
de U/UL.
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Lemme 3.6. — Il existe une représentation irréductible o de U triviale sur U' telle que
Homy (o, p) # 0, et qui est cuspidale en tant que représentation de U/U?L.

Démonstration. — L’existence d’une représentation irréductible o de U triviale sur U! telle que
Homy (o, p) # 0 est donnée par le lemme 2.16. Pour prouver que o est cuspidale en tant que
représentation de U/U on peut reprendre 'argument de [31, I11.3.2]. ]

Fixons une représentation o de U satisfaisant aux conditions du lemme 3.6. Le couple (U, o)
est un type semi-simple. D’apres la proposition 2.37, puisque ce type semi-simple apparait dans
une représentation cuspidale, c’est un type simple maximal, ce qui met fin a la démonstration
du théoreme 3.5. O

3.3. Représentations cuspidales de niveau non nul

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 3.7. — Toute représentation irréductible cuspidale de niveau non nul de G contient
un type simple maximal de niveau non nul.

Soit p une représentation irréductible cuspidale de niveau non nul de G. Dans un premier
temps, il s’agit de montrer que p contient un caractere simple. Comme au paragraphe 2.2, on
fixe un homomorphisme injectif ¢, g du groupe des racines complexes de 1'unité d’ordre une
puissance de p vers R* et un caractere ¢pc : F — C* trivial sur pr mais pas sur Og. A une
strate [A,n,n —1,[] de A = #,,(D) correspond le caractere :

(3.3) Yg T = LpR O YR C o trap(B(r —1))

du sous-groupe ouvert compact U™ ().

Lemme 3.8. — Il existe une strate simple [A,n,n — 1, 3] de A telle que la restriction de p a
U™(RA) contienne 3.

Démonstration. — La démonstration de Broussous [3] dans le cas complexe, elle-méme inspirée
de celle de Bushnell et Kutzko [10] concernant GL,,(F), s’adapte ici. Rappelons-en les principales
étapes.

(1) D’abord, on montre que toute représentation de G de niveau non nul contient une strate
fondamentale au sens de [28, Définition 3.9).

(2) Ensuite, on montre qu'une représentation de G de niveau non nul contenant une strate
fondamentale scindée (au sens de [28, Définition 3.9]) a un module de Jacquet non nul relative-
ment & un sous-groupe parabolique propre de G.

(3) Enfin, on montre que toute représentation de G de niveau non nul contenant une strate
fondamentale non scindée de A contient également une strate simple de A.

L’étape 1 (voir par exemple [19]) repose sur [3, Proposition 1.2.2] qui ne dépend pas du corps
R. L’étape 2 repose principalement sur les propositions 2.3.2 et 2.4.3 de [3] (qui correspondent
respectivement au théoreme 3.7 et au lemme 3.9 de [10]) ; la premiere est indépendante du
corps R, et la preuve de la seconde reste valable dans le cas modulaire. L’étape 3 repose sur [3,
Théoreme 1.2.5], qui ne dépend pas du corps R. O

Lemme 3.9. — Il existe une strate simple [A,n,0,3] de A et un caractére simple 6 dans
C(B,0,2) tels que la restriction de p a HY(3,21) contienne 6.
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Démonstration. — La démonstration de [28] dans le cas complexe s’adapte ici. 1l s’agit de
prouver que, si le résultat n’est pas vrai, p contient ou bien une strate scindée, ou bien un
caractere scindé au sens de la définition 3.22 de [28], et que dans chacun de ces deux cas, p a un
module de Jacquet non nul relativement & un sous-groupe parabolique propre, ce qui conduit a
une contradiction. La premieére étape repose sur [28, Théoreme 3.23], dont la preuve ne dépend
pas du corps R. La seconde étape repose principalement sur le théoreme 4.3 et le corollaire 4.6
de [28] (ce dernier correspondant a [10, Corollary 6.6]) ; la preuve du théoréme ne dépend pas
du corps R et celle du corollaire reste valable dans le cas modulaire. O

On fixe une strate simple [2(,n,0, 3] de A et un caractere simple 6 € C(3,0,2) satisfaisant a
la condition du lemme 3.9, en choisissant 2 minimal pour cette propriété. On pose J = J(3,2)
et J1 = JY(3,2) et on fixe une B-extension x de #. D’apres le lemme 2.16, la représentation p
contient une sous-représentation de la forme k ® o, avec o une représentation irréductible de J
triviale sur J'.

Lemme 3.10. — En tant que représentation de J/J' ~ GL4(Ep/)", la représentation o est
cuspidale.
Démonstration. — La preuve de [28, Proposition 5.15] s’adapte ici. O

La paire (J,k ® o) est induite a partir d’'un type semi-simple donné par la proposition
2.33. D’apres la proposition 2.37, c’est un type simple maximal, puisqu’il apparait dans une
représentation cuspidale. Ceci met fin a la démonstration du théoreme 3.7.

3.4. Invariants associés a une représentation cuspidale

Soit un entier m > 1. Le théoreme suivant subsume les théoremes 3.5 et 3.7, et il les comple-
te en fournissant une classification des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles
cuspidales de G = G,;,, par la théorie des types simples.

Théoréme 3.11. — L’application :
(3.4) A — ind$(A)

duit une bijection entre classes de G-conjugaison de types simples mazximaux étendus et classes
d’isomorphisme de représentations irréductibles cuspidales de G.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.1, cette application est bien définie, et elle est surjec-
tive d’apres les théoremes 3.5 et 3.7. Pour prouver qu’elle est injective, on reprend l'argument
de [29, Theorem 7.2]. Si (J,\) et (J,\) sont deux types simples maximaux contenus dans
une méme représentation irréductible cuspidale de G, on peut commencer par supposer que
J =7 =J(B,2) et que X\ et X' sont repectivement de la forme k ® o et k ® o/, oll Kk est une
[-extension d’un caractére simple 6 € C(2, 0, 3) et olt g, 0’ sont des représentations irréductibles
cuspidales de J(3,2)/JL(3,20).

Comme X et ) sont contenus dans une méme représentation irréductible de G, il existe un
g € G qui entrelace A et . En raisonnant comme dans [8, Proposition 5.3.2] (voir aussi [31,
I11.4.22]), on en déduit qu’il existe x € B* qui entrelace o et ¢’. Comme ces représentations
sont irréductibles et cuspidales, cela entraine que x normalise U(B), et donc que o et ¢’ sont
conjuguées sous le normalisateur de 2. On termine la démonstration en invoquant la bijectivité
de Papplication (3.1). O
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Remarque 3.12. — Le membre droite de (3.4) est supercuspidal si et seulement si, pour une
décomposition de Ay = A sous la forme k ® o, la représentation o est supercuspidale comme
représentation irréductible de GL,, (p/) (voir [31, II1.5.14]).

Soit p une représentation irréductible cuspidale de G. 1l s’agit d’associer a p un certain nombre
d’invariants. On fixe un type simple maximal (J,\) de G contenu dans p. On fixe une strate
simple [2(,n,0, 5] le définissant, on pose E = F(/3) et on écrit A sous la forme x ® 0. On note I’
le groupe de Galois défini par (2.14).

D’apres [27, Proposition 4.1], dont la preuve est encore valable lorsque le corps R est de ca-
ractéristique non nulle, le groupe des caracteres non ramifiés x de G tels que py soit isomorphe
a p est un groupe fini cyclique. Son cardinal est noté :

(3.5) n(p)

et est appelé le nombre de torsion de p. Si R est de caractéristique £ non nulle, cet entier est
premier a £. On rappelle que d désigne le degré réduit de D sur F et on note :

(3.6) f(p)

le quotient de md par I'indice de ramification de E sur F. Si F’ est une extension finie de F
comme au paragraphe 2.5.4, alors son degré résiduel est égal a f(p) (voir le lemme 3.14). On
note ensuite :

(3.7) b(p), s(p),

respectivement les cardinaux de 'orbite et du stabilisateur de o sous I'. Remarquons que s(p)
est égal a 'indice de E*J dans Ng(A). En raisonnant comme dans [27, 4.1], on vérifie que s(p)
divise f(p) et que, si 'on note ¢ la caractéristique de R, on a :

(3.5) n(p) = {fgg)}g

ou {a}, désigne le plus grand diviseur premier a ¢ d’un entier a > 1. Si £ = 0, on convient que
{a}o = a.

Rappelons que la classe d’inertie de p est ’ensemble des [px] pour x décrivant I’ensemble des
caracteres non ramifiés de G.

Proposition 3.13. — Les quantités n(p), f(p), b(p), s(p) ne dépendent que de la classe d’iner-
tie de p, et pas du type simple mazximal (J,\) ni de la strate [, n,0,3].

Démonstration. — Par définition, n(p) ne dépend que de la classe d’inertie de p. Ensuite, on
fixe un type simple (J/,\') contenu dans p, une strate simple [2',n’,0, '] le définissant et on
écrit X sous la forme k' ® o’. D’apres le théoreme 3.11, le type simple (J/,;\) est conjugué a
(J,A) sous G. On peut donc supposer que (J/,\') est égal & (J,A). D’aprés [4, Theorem 9.4],
I'indice de ramification et le degré résiduel de E sur F ne dépendent pas du choix de la strate
simple [, n,0, 3], c’est-a-dire qu’ils sont respectivement égaux a l'indice de ramification et au
degré résiduel de F(5') sur F. L’entier f(p) ne dépend donc pas des choix effectués, non plus
que le degré réduit de D’ sur E. Il reste donc & prouver que b(p) ne dépend pas du choix de
[2,7,0,3] ni de 0. Si l’'on considére o comme une représentation de J/J!, alors b(p) est égal &
I'indice de Ng(A) dans Ng(J), donc b(p) et s(p) ne dépendent que de la classe d’inertie de p. [



28 ALBERTO MINGUEZ & VINCENT SECHERRE

Lemme 3.14. — Soit F' une extension finie de F comme au paragraphe 2.5.4. Alors le cardinal
du corps résiduel de F' est égal a AR

Démonstration. — C’est une conséquence de la définition de F’ et du fait que :
mde(E : F) = f(p),
ou d’ est le degré réduit de D’ sur E et e(E : F) 'ordre de ramification de E sur F. O

3.5. Réduction d’une représentation cuspidale entiere

Soit £ un nombre premier différent de p, soit un entier m > 1 et soit p une Q,-représentation
irréductible cuspidale entiere de G = Gy,. Soit (J \) un Q,-type simple maximal de G contenu
dans p et soit N son normalisateur dans G. Soit A la Qy-représentation de N prolongeant A qui
correpond & p par la proposition 3.1, ¢’est-a-dire que  est isomorphe & I'induite compacte de A.
Puisque p est entiere, sa restriction a N Pest également, ainsi que A qui en est un facteur direct.

Si [ est une structure entiére de A, c’est aussi une structure entiere de 5\, et la représentation
A = [® Fy est un F/-type simple maximal de G d’aprés la proposition 2.43. Soit N le norma-
lisateur de A dans G. Le groupe N est contenu dans N et, d’apres la remarque 2.20(3), il est
d’indice fini dans N. On note :

(3.9) a=a(p,t) ={(N:N)},

le plus grand diviseur de (N : N) premier a ¢, c’est-a-dire le nombre de Fy-caracteres du groupe
cyclique N/N.

Théoréme 3.15. — Il y a une Fy-représentation irréductible cuspidale p de G telle que :

(N:N)

(3.10) re(p) = ~([o] + [pa] + -+ + [pa®1])

dans le groupe de Grothendieck %F[(G), ot a est un Fy-caractére non ramifié de G d’ordre a.

Démonstration. — On note A? la représentation de N sur [ @ Fy. C’est un prolongement de X &
N, que 'on peut prolonger & N d’apres le lemme suivant.

Lemme 3.16. — Il existe une Fy-représentation A de N prolongeant A

Démonstration. — On choisit une Fy-représentation Ag de N prolongeant A. Les Fy-représen-
tations de N prolongeant A sont toutes de la forme xAg, o1 x est un Fy-caractere de N trivial sur
J. Tl existe un Fy-caractere y’ de N trivial sur J tel que la restriction de Ag & N soit 1som0rphe
A Y'A’. Puisque le groupe N/J est isomorphe & Z, il existe un caracteére xy de N prolongeant y’.
Alors A = yAg est une représentation de N prolongeant A’. O

On choisit une Fy-représentation A de N prolongeant A, et on note A° son induite au groupe
N° = Npx (U)J (corollaire 3.4). D’apres la proposition 3.1, I'induite compacte :

(3.11) p=ind§(A) = ind$. (A°)
est une Fy-représentation irréductible cuspidale de G. On va montrer que :

(N:N)

(3.12) ro(A°) = ([A°] + [aA°] + -+ + [0 1A%))
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dans le groupe de Grothendieck des Fy-représentations de longueur finie de N°. En appliquant
ind§., on en déduira (3.10). L’induite :

indY" (1) = ind¥’ (mdg([))
est une structure entiere de A°. Puisque indﬁO est un foncteur exact, il suffit pour déterminer
ry(A°) de calculer la réduction modulo ¢ de indg(A). Ecrivons :
(3.13) ind{(I) @ Fy = A @ F¢[N/N]J,

ot Fy[N/N] désigne la représentation réguliere du groupe cyclique N/N, c’est-a-dire I'induite &
N du F/-caractere trivial de N. Sa semi-simplification est égale & :

(N:N)

(M + T+ +[01),

parce que la restriction de a & N est un générateur du groupe Hom(N/ N, EX) Compte tenu de
(3.13), on obtient :

(3.14) Ty <ind§(A)) = (N;N) ([A] + [@A] + - - + [T 1A

On obtient le résultat annoncé en induisant a IN°. O

Remarque 3.17. — La représentation p dépend du choix de A (changer de A a pour effet de
tordre p par une puissance de «) mais n(p), f(p), b(p), s(p) ne dépendent que de (la classe
d’inertie de) p et de £. On a les formules :

(3.15) be) _s) _ (x ), {’”‘(”}Z —a, f3) = 1(p).

~—

b(p)  s(p) n(p

la seconde égalité provenant de la relation (3.8).

Corollaire 3.18. — Soit p une Qq-représentation irréductible cuspidale entiére. Si l'une des
deuz conditions suivantes est vérifiée :

(1) D est égale a F ;
(2) Uordre de q* dans F est strictement supérieur a m (cas banal) ;

on a N=N et ry(p) est irréductible.
Démonstration. — Dans le cas ou D = F, c’est une conséquence de la remarque 2.20(1). O

Remarque 3.19. — Dans le cas ou D égale F, on obtient ainsi une nouvelle preuve du théoréeme
[31, III.1.1] qui n’utilise pas la théorie des dérivées.

Exemple 3.20. — Soit D une algebre quaternionique sur F (c’est-a-dire que d = 2) et soit ¢
un nombre premier différent de p. Soit (U, x) un Q,-type simple de niveau 0 de D*, c’est-a-dire
que U = Of et que le caractere :

x:U— Q;
est trivial sur U' = 1 + pp, de sorte qu'on peut le voir comme un caractere de £5. Soient b

'indice du normalisateur de ¥ dans D* et j une Q,-représentation irréductible entiere de D>
dont la restriction a U contient y. Celle-ci est cuspidale de niveau 0 et de dimension finie b.
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Sib= 1, alors p est un @g caractere entier de DX se réduisant en un Fy-caractére de D*. On
suppose maintenant que b= 2, c’est-a-dire que x99~ 1 # 1. On suppose que x est entier, on note
x:U— IFE sa réduction et b llndlce du normalisateur de y dans D*. Si l'ordre de Y9! n’est
pas une puissance de £, alors b = 2 et r;(p) est une Fy-représentation irréductible. Sinon, on a :

(3.16) It =1,

c’est-a-dire que b = 1. Si £ # 2, alors ry(p) est égale & la somme des deux Fy-caracteres de DX
prolongeant x. Si £ = 2, alors x se prolonge de fagon unique en un Fo-caractere de D*, que 1'on
note encore x, et ry(p) est égale a x + x.

Ezemple 3.21. — Si g =8 et { =3, la condition (3.16) est vérifiée pour tout caractére entier
x. Toute F3-représentation cuspidale de niveau 0 de D* est de dimension 1.

3.6. Relevement d’une représentation cuspidale

3.6.1. Soit £ un nombre premier différent de p.

Proposition 3.22. — Soit p une Fy-représentation irréductible cuspidale de G. Il existe une
Qg-représentation irréductible cuspidale entiére p de G telle que ro(p) = [p].

Démonstration. — Soit (J, \) un Fy-type simple maximal de G contenu dans p. On note N le
normalisateur de A dans G et A le prolongement de A a N tel que p soit isomorphe a 1ndG(A)
D’apres la proposition 2.43, il existe un Q,-type simple maximal (J )\) relevant A. On note N le
normalisateur de X dans G, et on fixe un prolongement A de A & N dont la réduction modulo ¢
coincide avec la restriction de A & N. Alors I'induite compacte de A & G est irréductible cuspidale
entiere, et sa réduction modulo ¢ contient p d’apres le théoréeme 3.15. ]

3.6.2. Avant de poursuivre, on a besoin de résultats sur le relevement des F-représentations
irréductibles cuspidales de GL,,(¢') ou ¥ est le corps résiduel de D’. On reprend les notations du
paragraphe 2.8.2. Si a > 1 est un entier, on note {a}y le plus grand diviseur de a premier a /.
Sia,b > 1, on note (a,b) leur plus grand diviseur commun.

Lemme 3.28. — Soitn > 1, soit x : € — Ze et soit x la réduction de x modulo £. On note
respectivement f'(x) et f'(x) les cardinaux de leurs orbites sous 'action de Gal(¥'/¥').

(1) Si £ ne divise pas lordre de X, alors f'(x) = f'(X)-
(2) Sinon, on a :

FoN
(8.17) {f’(x) }g = @)

ot € désigne lordre du cardinal de ¥ dans Fj .

Démonstration. — On note k 'ordre de x et ¢’ le cardinal de €. L’entier f’ (X) est 'ordre de ¢/
dans (Z/kZ)*. Si ¢ est premier a k, alors x est d’ordre k, donc f'(x) = f/(X). Sinon, on écrit
k sous la forme k0", avec k' premier a £ et > 1. L’ordre de ¢’ dans (Z/k'Z)* est égal a f(x),
tandis que 'ordre de ¢’ dans (Z/€"Z)* est de la forme €/¢"" avec 1 > 0. On obtient la formule
annoncée en remarquant que 'ordre de ¢’ dans (Z/kZ)* est égal au plus petit multiple commun
aux ordres de ¢’ dans (Z/k'Z)* et (Z/"Z)* respectivement. O
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Soit £ le corps résiduel de E, et soit d’ le degré de ¥ sur €, qui est égal au degré réduit de D’
sur E. Si o est une représentation irréductible cuspidale de GLy(¢'), on note b(c) le cardinal de
la Gal(t/¢)-orbite de o.

Lemme 3.24. — Soient o une Fy-représentation irréductible cuspidale du groupe GL,(¥) et &
une Qq-représentation irréductible cuspidale de GLy,(¥') relevant o, soit X € X,(Qy) un anté-
cédent de & par (2.33) et soit x sa réduction modulo €.

(1) Si ¢ ne divise pas l'ordre de X, alors b(¢) = b(o). ~

(2) Sinon, on note f(x) le cardinal de l'orbite de x sous Gal(¢/¢), et on a :

Do)\ (endf' (V)
(3.18) {b<a> }f e f0))

ot e désigne 'ordre du cardinal de € dans F) .

Démonstration. — On note f(X) le cardinal de l'orbite de ¥ sous I’action de Gal(€/€). On a :
FX)=0b@)f'(0), FOx)=0b(@)f (%),

ce qui permet d’écrire la relation :
)., ),

Si £ ne divise pas l'ordre de x, le résultat est une conséquence immédiate du lemme 3.23. Sinon,
outre la formule (3.17), on obtient :

(5.20) {f<>z> }é e

F) (e, f(X))

en appliquant le lemme 3.23 relativement a €. On obtient la formule (3.18) en remarquant que

e =efle,d). O
On en tire le corollaire suivant.

Corollaire 3.25. — Si o est supercuspidale, il y a un relévement & de o tel que b(¢) = b(0o).
Sinon, la quantité :

b(o)
(3.21) {}

b(o) S,
est indépendante du reléevement ¢ de o.

Démonstration. — Le relevement de Teichmiiller yog de x est son unique relevement qui soit
d’ordre premier & ¢, et o est supercuspidale si et seulement si f(xo) = n. O

3.6.3. Dans la situation de la proposition 3.22, il n’existe pas toujours de Q,-représentation
irréductible cuspidale entiere de G dont la réduction soit exactement [p] (exemple 3.28). Cepen-
dant, si p est supercuspidale, on a le résultat important suivant.

Théoréeme 3.26. — Soit p une F,-représentation irréductible supercuspidale de G. Il existe
une Qg-représentation irréductible cuspidale entiére p de G telle que r¢(p) = [p].
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Démonstration. — Soit (J, \) un Fy-type simple maximal de G contenu dans p. D’apres la pro-
position 2.43, il y a un Q,-type simple maximal (J, 5\) relevant \ et, d’apres la proposition 3.25,
on peut le choisir de telle sorte que N = N (avec les notations de la preuve du théoréme 3.22).
La fin de la preuve est la méme que celle du théoreme 3.22. ]

Remargue 3.27. — Dans le cas banal, c’est-a-dire lorsque I’ordre de ¢% dans IFKX est strictement
supérieur a m, toute représentation irréductible cuspidale est supercuspidale, et le théoreme 3.26
s’applique (voir [22]).

Exemple 3.28. — On va donner un exemple de Fy-représentation irréductible cuspidale n’ad-
mettant aucun relevement a Q,. D’apres le corollaire 3.25, il suffit de trouver un exemple ot
la quantité (3.21) est > 1. On fixe une algébre quaternionique D sur F. Soit (U, o) un Fy-type
simple de niveau 0 de GL2(D). On peut supposer que U = GL2(Op) et considérer o comme
une Fj-représentation irréductible cuspidale de GLa(€p). On fixe une extension quadratique €
de &p. D’apres le paragraphe 2.8.2, la représentation o est paramétrée par un Fy-caractere y de
£ admettant un relevement :

(3.22) X — Q)

tel que )Zq2 # X. On note & la Q-représentation irréductible cuspidale de GLo(€p) paramétrée
par x. C’est un relevement de . On suppose que :

(3.23) X7 =x,

c’est-a-dire que la représentation o n’est pas supercuspidale. Soit p une Fy-représentation irré-
ductible de GL2(D) dont la restriction & U contient o, et soit 5 une Q-représentation irréductible
dont la restriction a U contient &. Ce sont des représentations cuspidales de niveau 0. Sib(p) = 2,
alors p se releve en p puisque 'entier b(p) divise 2 et est un multiple de b(p) = 2. On suppose
maintenant que b(p) = 1, de sorte qu’on a :

(3.24) X! =x.

Pour que p se releve en une Q-représentation irréductible cuspidale de GLo(D), il faut et suffit
qu’on puisse choisir & de sorte que son orbite sous I'action de Gal(¢p/tr) soit de cardinal 1. En
d’autres termes, il faut et suffit que xy admette un relevement x tel que :

~a2 ~ ~
(3.25) X7 =xXT#X,

ce qui est impossible. En conclusion, une E—représegtation p irréductible cuspidale non super-
cuspidale de niveau 0 de GL2(D) a un relevement & Qy si et seulement si b(p) = 2.

Exemple 3.29. — Si g =4 et £ = 17, le groupe £* est le produit direct d’'un groupe cyclique
d’ordre 15 par un groupe d’ordre 17. Un Fy7-caractére de £* est trivial sur le facteur d’ordre 17 et
vérifie donc la condition (3.23), c’est-a-dire qu’aucune Fy7-représentation irréductible cuspidale
de GLy(fp) n’est supercuspidale. Compte tenu de (3.24), on a b(p) = 1 si et seulement si on
a x3 = 1. Si Y est un Q;-caractere de £° d’ordre 17, sa réduction modulo 17 est le caractere
trivial, qui parametre une Fy7-représentation irréductible cuspidale non supercuspidale de niveau
0 de GLo(D) n’admettant pas de relevement & Q7.
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4. Types et algeébres de Hecke

Cette section est consacrée a a I’étude des liens entre représentations lisses de G et modules sur
certaines algebres de Hecke affines. On introduit la notion de représentation quasi-projective au
paragraphe 4.1, et on donne au paragraphe 4.2 des conditions pour qu’une induite parabolique
soit irréductible. Un corollaire est I'important théoreme 4.18 permettant de ramener le probleme
de la classification de toutes les représentations irréductibles de G a celui des représentations
irréductibles ayant un support cuspidal inertiellement équivalent & [p] + --- + [p] = n - [p] ou
p est une représentation irréductible cuspidale fixée. On explique au paragraphe 4.4 que ce
probleme de classification ne dépend que de n et d’un nombre limité de parametres attachés
a p. Ceci permet de se ramener, pour certaines questions, au probleme de la classification des
représentations irréductibles unipotentes du groupe déployé GL,,(F'), ou F/ est une extension
finie de F.

4.1. Représentations quasi-projectives

Soit m > 1 un entier et soit Q une représentation de G = G,,,. La définition suivante est due
a Arabia [32, A.3].

Définition 4.1. — La représentation Q est dite quasi-projective si, pour toute représentation
V de G et tout homomorphisme surjectif ¢ € Homg(Q, V), 'homomorphisme de Endg(Q) dans
Homg(Q, V) défini par a — ¢ o « est surjectif.

On dit qu’une représentation de G est sans Q-torsion si elle n’admet pas de sous-représenta-
tion non nulle W telle que Homg (Q, W) = {0}. On rappelle que Z = Zr(G) est la catégorie des
représentations (lisses) de G sur des R-espaces vectoriels. On a le théoréme important suivant
(voir [32, A.5, théoréme 10]).

Théoréme 4.2. — On suppose que Q est quasi-projective et de type fini.

(1) Le foncteur V — Homg(Q, V) définit une équivalence entre la sous-catégorie pleine de %
formée des représentations sans Q-torsion qui sont quotients d’une somme directe de copies de
Q, et la catégorie des Endg(Q)-modules a droite.

(2) Cette équivalence induit une bijection entre les classes de représentations irréductibles V

de G telles que Homg(Q, V) # {0} et les classes de Endg(Q)-modules irréductibles.

Soit 7 une représentation irréductible d’un sous-groupe ouvert compact K de G. On reprend
les notations du paragraphe 2.6 et on pose :

(4.1) Q = ind{ (7).
Comme 7 est irréductible, Q est de type fini. Elle n’est pas toujours projective, c’est-a-dire que

le foncteur M, n’est pas toujours exact sur #Z. Cependant, si elle est quasi-projective, on va
voir que ce foncteur est exact sur une sous-catégorie suffisamment grande.

Définition 4.3. — On note &; la sous-catégorie pleine de # formée des sous-quotients de
représentations engendrées par leur composante T-isotypique.

Cette sous-catégorie est stable par sous-quotients dans Z. Son intérét réside dans le résultat
suivant. On pose H = H(G, 7), 'algebre des endomorphismes de Q.

Proposition 4.4. — On suppose que Q = ind%(T) est quasi-projective et de type fini.

(1) La restriction du foncteur M, a & est un foncteur exact.
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(2) Pour tout H-module a droite m, I’homomorphisme canonique de H-modules :
m — M, (m ®g¢ ind%(T))

est un isomorphisme.

Démonstration. — Dans [32, A.3], Arabia définit une catégorie Zq sur laquelle M, est exact,
et elle contient & d’apres ibid., proposition 3. La seconde assertion est une conséquence de ibid.,
théoreme 4. O

Soit P un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M et de radical unipotent U, et
soit 7y une représentation irréductible d’un sous-groupe ouvert compact Ky; de M. On suppose
que (K, 7) est une paire couvrante de (Kyr, 7v) (voir le paragraphe 2.6).

Proposition 4.5. — Soit 0 une représentation de longueur finie de M engendrée par sa com-
posante T\i-isotypique. On suppose que Q = ind%(T) est quasi-projective de type fini. Le foncteur
M. induit des bijections :

(1) entre facteurs irréductibles de 15 (o) contenant T et facteurs irréductibles de M, (iS (o)) ;

(2) entre facteurs irréductibles du socle de i$ (o) contenant T et facteurs irréductibles du socle
de M (i6(0)) ;

(3) entre facteurs irréductibles du cosocle de i5 (o) contenant T et facteurs irréductibles du
cosocle de M, (5 (0)).

Remarque 4.6. — En d’autres termes, la multiplicité d’une représentation irréductible 7 con-
tenant 7 dans ¢S (o) (resp. dans le socle, le cosocle de 5 (0)) est égale & la multiplicité de M, ()
dans M, (i (0)) (resp. le socle, le cosocle de M, (i5 (0))).

Démonstration. — D’apres la proposition 2.28, Uinduite ¢ (o) est engendrée par sa composante
T-isotypique. On fixe une suite de composition de ig(a) dans # dont les quotients sont irré-
ductibles. D’apres la proposition 4.4, les termes de cette suite de composition sont dans &, et
on obtient le résultat voulu en appliquant M. O

Rappelons (§2.6.3) qu’on a un homomorphisme jp de Hyr = H(M, ) dans H.

Proposition 4.7. — Pour tout Hy-module a droite m de dimension finie, on a un isomorphis-
me de représentations de G :
(4.2) m @y, ind§ (1) =~ 45— (m ®3¢, indlI\é[M (m))

ou P~ désigne le sous-groupe parabolique de G opposé a P relativement a M.

Remarque 4.8. — L’hypothese de dimension finie sur m provient de ce que notre preuve utilise
la propriété de seconde adjonction (1.1).

Démonstration. — Le foncteur M admet un adjoint a gauche :
(4.3) m — m g ind$ (1)
de la catégorie des H-modules & droite dans Z, et le foncteur jp admet un adjoint a gauche

m — m g, H de la catégorie des Hy-modules a droite vers celle des H-modules a droite. A
partir de (2.23) et en utilisant la seconde adjonction (1.1), on obtient le résultat. O

Le cas qui nous intéresse particulierement est celui d’un type semi-simple (voir le paragraphe
2.7).
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Proposition 4.9. — Soit (K, 7) un type semi-simple de G. Alors l'induite compacte ind%(T)
est quasi-projective de type fini.

Démonstration. — On va utiliser le critere [33, 3.1]. Il s’agit de montrer que la restriction de
Q= ind%(T) a K se décompose sous la forme V& W, ou V est une somme directe de copies de
7 et ou aucun sous-quotient irréductible de W n’est isomorphe a 7. On décompose 7 sous la
forme » ® o et on note ¢ la restriction de » & K!. Comme K! est un pro-p-groupe (voir (2.26)),
la restriction de Q & K! est semi-simple et se décompose sous la forme Vi @ W1, ot V; est une
somme directe de copies de € et ou aucun sous-quotient irréductible de Wy n’est isomorphe & €.
Ces sous-espaces sont stables par K. En tant que représentations de K, ’espace W1 ne contient
aucun sous-quotient isomorphe a 7 et Vi est de la forme » ® ¢, ou :

¢ = Homgi (5, Q)
est une représentation de K triviale sur K!.
Lemme 4.10. — La représentation ¢ est une somme directe de conjugués de o.

Démonstration. — Compte tenu de la construction des types semi-simples au paragraphe 2.7,
il y a un sous-groupe de Levi L. C G tel que (K, 7) soit une paire couvrante de (K, 1) et tel
que :

KL:le---XKu, TL=T1 & & Ty,
avec u > 1 et ou chaque (K;,7;), 7 = 1,...,u, est de la forme donnée par la proposition 2.31.
(Avec les notations du paragraphe 2.7.3, L est le sous-groupe de Levi associé a la partition :

{1,...n} =1 ]1 s

k=1i=1
et u est la somme des wug.) Plus précisément, pour chaque i € {1,...,u}, il existe une strate
simple [;,n;,0,3;] d’'une F-algebre centrale simple A;, un caractere simple 6; € C(;,0, 5;) et
un sous-groupe parabolique P; de A tels que K; = HY(8;, ;) (J(8;,2:) NP;), et 7; se décompose
sous la forme 2 ® o;.

La restriction de Q & K! se décompose en la somme directe des induites indﬁimw (7%) pour x €
K\G/K!'. Aussil’espace de ¢ est-il la somme directe des sous-espaces vectoriels Homg1 k= (g, 7%)
pour z € K\G/K!. Si ’on écrit :

Homg1ke (g, 7") € Homgiqkye (€,6") @ Vo,

ou V, désigne 'espace de o qui compte ici comme un espace de multiplicité, on voit que seuls
les x € G qui entrelacent € apportent une contribution non nulle. On peut donc supposer que z
appartient a L, et plus précisément, si 'on écrit x = (x1,...,x,), on peut choisir chaque x; dans
B, olt B, est le centralisateur de F(3;) dans A;. Compte tenu des décompositions d’Iwahori
des groupes K et K! et des isomorphismes :

u
(4.4) K/K' ~ K /Ky, ~ [[Ki/K],

i=1
lespace Homy1 = (3¢, 7%) se décompose sous la forme :

HomKlsz %L,TL ®H0mK1mK T Z’ Z )
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On est donc ramené & prouver le lemme dans le cas d’un type semi-simple (K;, 7;) donné par la
proposition 2.31 ou, ce qui revient au méme, dans le cas d’un type simple (J, \) associé a une
strate simple [, n,0, 5]. Dans ce cas, on reprend les arguments de la démonstration de Vignéras
[33, 8]. D’abord, on peut remplacer A par une représentation de la forme donnée par le lemme
2.18 avec B’ = A’ N B maximal. Grace a [25, Lemme 1.7], on peut méme supposer que 2 est
inclus dans 2'. Ensuite, la fin de la preuve ne differe pas de celle de [33, Corollary 8.4(1)]. O

Le lemme permet de vérifier que la représentation Q satisfait au critere [33, 3.1], et le résultat
s’ensuit. O

Remarque 4.11. — On suppose que R est de caractéristique ¢ non nulle. Soit (J, A) un type
simple et soit F’ une extension de F comme dans la proposition 2.21. Si gg n’est pas congru a 1
modulo £, alors o est projective comme représentation de J/J! ~ GLg(tp/)" (voir [31, T11.2.9]).
Puisque le foncteur indJG préserve la projectivité, on en déduit que 'induite compacte indJG()\)
est projective.

4.2. Paires couvrantes et induction parabolique

Soit un entier m > 1 et soit G = G,,,. Deux paires cuspidales (M, g) et (M’, ¢’) de G sont dites
inertiellement équivalentes s’il y a un caractere non ramifié xy de M tel que (M, o) soit conjuguée
a (M, px) sous G. On note [M, g la classe d’inertie (c¢’est-a-dire la classe d’équivalence inertielle)
de (M, o). Si Q est la classe d’inertie d’'une paire cuspidale de G, on note :

(4.5) Irrg (Q)* = cusp }(Q)

I’ensemble des classes de représentations irréductibles de G dont le support cuspidal appartient
a .

Proposition 4.12. — Soit (M, g) une paire cuspidale de G, soit Q = [M, o|g sa classe d’inertie,
soit (Jnr, Am) un type simple maximal de M contenu dans o et soit (K, T) une paire couvrante
de (Jm, Am) dans G. Alors :

melr(Q)* < cusp(m) € <  Homy(r,m) # {0}.

Démonstration. — La représentation o est un quotient irréductible de inle\/[M (Am). En induisant
a G le long de n’importe quel sous-groupe parabolique P de sous-groupe de Levi M, et compte
tenu de (2.24), on en déduit que tout quotient irréductible de i%(g) est un quotient irréductible
de ind% (7). Par conséquent, toute représentation irréductible m de G dont le support cuspidal
appartient a ) contient 7.

Inversement, soit 7 une représentation irréductible de G contenant 7. D’aprés (2.23), la re-
présentation 7§ (7) contient Ay, c’est-a-dire qu’il existe un sous-quotient irréductible de 7 ()
de la forme py avec x un caractére non ramifié de M. Soit ¢’ une représentation irréductible
cuspidale d'un sous-groupe de Levi M’ et soit P’ un sous-groupe parabolique de G de facteur de
Levi M’ tel que 7 soit une sous-représentation de i (¢'). Ainsi r§ (% (¢')) a un sous-quotient de
la forme px. On déduit du lemme géométrique que les paires (M, g) et (M’, o) sont inertiellement

équivalentes, c’est-a-dire que cusp(m) appartient a €. ]

Soit M un sous-groupe de Levi de G. On suppose que M = M,, pour « = (myq,...,m,). Pour
chaque i € {1,...,r}, soit (K;,7;) un type semi-simple de G,,,. On pose :

KM:le-HXKT, T™M=T1 R & Tp.
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Soit (K, 7) un type semi-simple de G qui soit une paire couvrante de (Kyr, 7np). Soit enfin o une
représentation irréductible de M contenant 7.

Proposition 4.13. — La représentation 15 (o) est irréductible si et seulement si :
.G
MT (’LP (U))
est un H-module irréductible.

Démonstration. — L’une des implications est donnée par le théoreme 4.2 joint a la proposition

2.28. Pour l'autre, soit m une sous-représentation irréductible de ig(a). D’apres la proposition
4.12, le H-module M, () est non nul : il est donc égal & M, (i$(0)). Puisque 45 (o) est engen-
drée par sa composante T-isotypique d’apres la proposition 2.28, elle est égale a 7, ce qui prouve

qu’elle est irréductible. O
Proposition 4.14. — On suppose que :
(4.6) M, (o) @3¢, H

est un H-module irréductible. Alors M, (i (0)) est irréductible et isomorphe ¢ My, (o) @4, K,

et la représentation iS5 (o) est irréductible.

Démonstration. — On commence par prouver le résultat suivant. On note Q 'induite compacte
de 7 & G et Qy celle de 7y & M.

Lemme 4.15. — Soit m une représentation admissible de M engendrée par sa composante T-
1sotypique. Il existe un homomorphisme surjectif :

MTM (TF) B3y H— M- (1’%— (ﬂ-))
de H-modules a droite.

Remarque 4.16. — La condition d’admissibilité provient de ce que notre preuve utilise (4.2),
qui nécessite la propriété de seconde adjonction.

Démonstration. — On part de ’application canonique surjective :

(4.7) M., (7) @g¢, Qm — .

En appliquant le foncteur ig, a (4.7), on obtient une application surjective :
(4.8) i5- (Mo (7) @36, Qui) — 5 ()

entre représentations engendrées par leur composante 7T-isotypique d’apres la proposition 2.28.
D’apres (4.2), le membre de gauche de (4.8) est isomorphe & My, (7) ®g¢,, Q. D’apres la propo-
sition 4.4, en appliquant le foncteur M, a (4.8), on a une application surjective :

(4.9) M; (Mo, () @3¢, Q) — M- (ig- ()
et le membre de gauche de (4.9) est isomorphe & My, (7) ®g¢, H. O

Appliquons le lemme 4.15 & 0. D’apres la proposition 2.28, le module MT(iS, (o)) est non nul.
Il est donc irréductible d’apres le lemme 4.15 et 'hypothese sur (4.6). D’apres la proposition 4.13,

la représentation i5- (o) est irréductible. D’aprés [13, Lemme 4.13] (voir aussi [21, Proposition

2.2]), elle est donc isomorphe & 45 (o) : on en déduit le résultat voulu. O
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Corollaire 4.17. — On suppose que H est libre de rang 1 sur Hyy. Alors ig(a) est irréductible,
et le H-module M, (35 (o)) est irréductible et isomorphe d My, (o) @4, H.

Démonstration. — Puisque Qur est quasi-projective de type fini, le théoreme 4.2 implique que
le Hy-module M, (o) est irréductible. Puisque H est libre de rang 1 sur Hy;, 'hypothese de
la proposition 4.14 est vérifiée. On en déduit le résultat voulu. O

On termine ce paragraphe en donnant une application importante du corollaire 4.17. Si p est
une représentation irréductible cuspidale de G, on note :

(4.10) Q, ={lpx] | x : G — R™ non ramifié}

la classe d’équivalence inertielle de p.

Théoréme 4.18. — Soit r > 1 un entier et soient p1, ..., pr des représentations irréductibles
cuspidales deuz a deux non inertiellement équivalentes. Pour chaque i € {1,...,r}, on fize un

support cuspidal s; formé de représentations inertiellement équivalentes a p;.

(1) Pour chaque entier i, soit w; une représentation irréductible de support cuspidal s;. Alors
Uinduite w1 X --- X 7, est irréductible.
(2) Soit m une représentation irréductible de support cuspidal s1 + --- + s.. Il existe des

représentations i, ..., ., uniques a isomorphisme pres, telles que m; soit de support cuspidal
s; pour chaque i et telles que w X - -+ X w, soit isomorphe a 7.

Remarque 4.19. — Pour s un support cuspidal, on note :

(4.11) Irr(s)* = cusp ™ !(s)

I’ensemble des classes de représentations irréductibles de support cuspidal s. Si ’on pose s =
51+ -+ - + 5., Papplication :

(T ey M) > T X o v s X Ty
induit une bijection de Irr(s;)* x - -+ x Irr(s,)* dans Irr(s)*.

Démonstration. — Pour chaque i, soit (J;, \;) un type simple maximal contenu dans p;, soit n;
le nombre termes dans s; et soit m; le degré de p;. On note aussi (K;, 7;) le type semi-simple
associé a (J;, A;) et n; par la proposition 2.31. On pose :

M = Gpng X X Gmpnys

KM = Kj X‘--XKT,

™ = TI®- QT
On note (K,7) le type semi-simple associé aux (J;, \;) par la proposition 2.34, qui est une
paire couvrante de (Kyr, 7v). Lalgebre H = H(G, 1) est libre de rang 1 comme module sur
Hy = H(M, y). D’apres la proposition 4.9, 'induite compacte ind%(T) est quasi-projective de
type fini. On est donc dans les conditions d’application du corollaire 4.17, dont on déduit que

I'induite 71 X - -+ X m, est irréductible.
Pour le point (2), on remarque que (2.23) fournit un isomorphisme de Hyj-modules :

M (7) ~ MTM(TE (7)),

ol P est un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M. Puisque H est libre de rang
1 sur Hyy, la restriction de M, () a Hyp est irréductible. C’est donc un module de la forme
m=m Q- -@m,, oum; est un H(Gp,,n,, 7;)-module irréductible. Puisque I'induite compacte de
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Ti & Gy,n, est quasi-projective de type fini, il existe d’apres le théoreme 4.2 une représentation
irréductible m; de Gy, n, telle que M, (m;) soit isomorphe a m;. En particulier, le support cuspidal
de m; est formé de représentations inertiellement équivalentes a p;. Posons :

=1 XX Ty,

qui est irréductible d’aprés le point (1). D’apres le théoréme 4.2 encore, il suffit de prouver
que M, (7) et M, (') sont des H-modules isomorphes pour en déduire que 7 et 7’ sont des
représentations isomorphes. D’apres le corollaire 4.17, on a :

MT(TF/) ~ m®g{M K.

La restriction de M, (m) & Hyy est isomorphe a m, ce dont on déduit par adjonction que M ()
est isomorphe a m ®4¢,, H, ce qui donne le résultat voulu. ]

4.3. Compatibilité du foncteur des 7-invariants a ’induction parabolique

Soit m > 1, soit p une représentation irréductible cuspidale de Gy, soit (J, A) un type simple
maximal contenu dans p et soit a = (n1,...,n,) une famille d’entiers > 1 de somme n. On pose
M = M@un,,...mn,) €6 G = Gppn. On note :

(Kna Tn)

la paire couvrante de G associée a (J, A) par la proposition 2.31, on note H,, son algebre de Hecke
et M,, = M., le foncteur qu’elle définit de Z(G) dans la catégorie des H,-modules & droite.
On note 7, la restriction de 7, a K,, N M, qui est isomorphe & la représentation 7,, ® - - - ® 7y,
du groupe K, = Kj, X -+ X K,,,. On note H, = H,, ® --- ® I, son algebre de Hecke et M,
le foncteur correspondant de Z(M) dans la catégorie des H,-modules & droite. Soit :

(4.12) o i Ho — Ha

le morphisme (2.22) correspondant & (K,,, 7,,) considérée comme une paire couvrante de (K, 7).

Proposition 4.20. — Soit o une représentation admissible de M engendrée par sa composante
To-isotypique. On a un isomorphisme de Hy,-modules a droite :

(4.13) M, (i(mm’._,’mnr)(a)) ~ Homg, (Hp, Mq(0)).

Remarque 4.21. — Dans le cas ou R est le corps des nombres complexes, ce résultat ne néces-

site pas d’hypothese d’admissibilité sur la représentation o. Il s’agit d’un cas particulier de [9,
Corollary 8.4] obtenu & partir de (2.23) par adjonction, en utilisant le fait que M, induit une
équivalence de catégories entre la sous-catégorie de Z(G) formée des représentations engendrées
par leur composante 7,-isotypique et la catégorie des H,,-modules & droite (et un résultat ana-
logue pour M,). Quand R est de caractéristique non nulle, ces foncteurs ne définissent pas en
général des équivalences de catégories et il faut trouver une autre approche.

Remarque 4.22. — L’hypothese d’admissibilité provient de ce que notre preuve utilise le lem-
me 4.15 et une inégalité de la forme (4.16).

Démonstration. — On suppose pour le moment que o est une représentation (lisse) quelconque
de M. On pose © = ¢(yn,,....mn,) € T = T(mn,,...mn,) €t on définit des foncteurs :

F:0— M,(i(0)), G:o0w Homgg (H,, My(0))
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de Z(M) dans la catégorie des H,,-modules a droite. On note respectivement Q, et Q, les
induites compactes de 7, & G et de 7, a M. Compte tenu de la propriété d’adjonction de %, on
a un isomorphisme fonctoriel de R-espaces vectoriels :

(4.14) F(o) ~ Homy(r(Qn),0)
qui est en fait un isomorphisme de H,-modules a droite. En appliquant (2.23) & Q,,, on obtient

le résultat suivant.

Fait 4.23. — L’isomorphisme (2.23) appliqué a la représentation Q,, induit un isomorphisme
de (Hy, Hy)-bimodules de H,, vers My (r(Qy)).

Grace a (4.14) et au fait 4.23, on obtient un homomorphisme de J(,,-modules :
(4.15) wy : F(o) ~ Homy(7(Qp), o) e, Homg(, (Mq(7(Qn)), Mu(0)) ~ G(0)
qui est fonctoriel en o, ol v, désigne ’'homomorphisme fonctoriel de R-espaces vectoriels obtenu

en appliquant le foncteur M,,.

On suppose maintenant que o est engendrée par sa composante T,-isotypique, c’est-a-dire
qu’il y a un homomorphisme surjectif :

Nt
[:Qq—0o
d’une somme directe arbitraire de copies de Q. vers o, ou S désigne un ensemble quelconque

qui indexe la somme directe. Ceci donne le diagramme commutatif :

F(Qu)S > F(0)

G(Qa)s W G<J)

ou les deux fleches horizontales F(f) et G(f) sont surjectives car les deux foncteurs F et G sont
exacts sur la catégorie &,, d’apres les propositions 4.4 et 2.28.

Lemme 4.24. — S5i wq, est un isomorphisme, alors w, est un isomorphisme pour toute re-
présentation o admissible et engendrée par sa composante To-isotypique.

Démonstration. — Si wq,, est un isomorphisme, alors wqs est un isomorphisme et w, est donc
surjective. On en déduit que :

(4.16) dimF (o) > dim G(0).

On a aussi I'inégalité contraire d’apres le lemme 4.15. On en déduit que w, est bijective pour o
admissible et engendrée par sa composante 7,-isotypique. O
Lemme 4.25. — L’homomorphisme wq, est un isomorphisme.

Démonstration. — Les H,,-modules F(Q,) et G(Qq) sont tous les deux libres de rang 1 d’apres
(2.24). 1I suffit de prouver que l'image par wgq, d'une base de F(Q,) est une base de G(Qq).
La base canonique de Homy(7(Qy), Qq) est 'élément e défini par :

f mod Q,(U) — <a; — /f(u:c) du)
U
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pour f € Q, et x € M, ot Q,(U) désigne le sous-espace de Q,, engendré par les vecteurs de la
forme u - f — f, avec f € Qn et w € U = Uy, mn,)- On va calculer son image par vq, et
vérifier que c’est une base de Homg, (My(7(Qn)), Ma(Qq)). Soit W = W), le groupe défini au
paragraphe 2.5.4, soit Wy le sous-groupe de W constitué des matrices de permutation dans 'W
et soit W, = Wy N M. Dans chaque classe de Wy/W,, il existe un unique élément de longueur
minimale ; ces éléments forment un systeme de représentants de Wo/W,, noté D,,.

Pour w € W, on fixe un élément 7,, € H,, non nul de support K,wK,, qu’on voit comme un

élément de M, (7(Qy)).
Fait 4.26. — H,, est un H,-module a droite libre de base {Ty,w € Dy }.

Ceci permet de se restreindre aux 74, w € D,. Compte tenu de (2.24) et du fait 4.23, 'image
de e par vq, est 'élément de Homgc, (Mo (7(Qn)), Ma(Qa)) qui & T, associe :

(4.17) v (x — /Tw(v)(ux) du)

U

pour w € Dy, x € M et pour v dans I'espace de 7, noté V.
Lemme 4.27. — Pour w € Wy, on a K,wK,, NP # & si et seulement si w € W,,.

Démonstration. — Si w € Wy, alors K,wK,, N P n’est pas vide parce que :
(K, nM)w(K,, "M) "M # &.

Inversement, on suppose que K,wK, NP # &. Soit 2, l'ordre héréditaire apparaissant dans
la construction du paragraphe 2.3.7, que I’on peut supposer standard. Ainsi K,, est inclus dans
U(2,) ; on a donc U(A,)wU(™A,) NP # @. Soit A’ I'ordre héréditaire standard A, . ) de
Moy (D). 11 contient 2, de sorte qu'on a U(A)wU(RA") NP # &. Soient Wypax le sous-groupe
des permutations de GL;,,(Op) et Xpax un systéme de représentants des doubles classes de
Winax modulo Wy N U('). On note aussi Xpmax v un systéme de représentants des doubles
classes de Wiax N M modulo W NU(A) N M. Alors on a :

[I v@)w'u@)nP=GLyu(0p)NP= [J[ U@ )WT®R)NP.

W' € Xmax wlexmax,lw

On en déduit que w appartient & Xyaxm, donc w € Wo N M = W,,. O

Ce lemme implique que, pour w ¢ W,, x € M et v € V, U'intégrale de (4.17) est nulle. Pour
tout v € V, on note [1,v]y I'élément de Q, de support K,, "M et prenant en 1 la valeur v. On
déduit de ce qui précede que, pour w € D, on a :

la fonction v — [1,v]m  siw =1,
7Qa (©)Tw) = { 0 . sinon.

En conclusion, v, (e) est une base de Homgg, (M (7(Qn)), Ma(Qq)) comme H-module & droite
libre de rang 1. Ceci met fin a la preuve du lemme 4.25. 0

La proposition 4.20 se déduit maintenant des lemmes 4.24 et 4.25. O
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Corollaire 4.28. — Soit 0 une sous-représentation d’une représentation admissible de M en-
gendrée par sa composante Ty-isotypique. On a un isomorphisme :
(4.18) M,, (i(mm’_“?mm)(a)) ~ Homygq, (H,, Mq(0))

de H,,-modules a droite.

Démonstration. — Par hypothese, il y a des représentations w1, mo admissibles engendrées par
leurs composantes 7,-isotypiques telles qu’on ait une suite exacte :

0—o0o LN ™ i> T — 0
dans la catégorie &,. Ceci donne le diagramme commutatif :

F(i F(f
Flo) — % B(r) 2P0 B(m,)

wgl iwﬂ lwm

——= G(m) W G(m2)

ou F(i) et G(i) sont injectives et F(f) et G(f) surjectives car les foncteurs F et G sont exacts
sur &,. Comme wg, et wy, sont des isomorphismes d’apres la proposition 4.20, le lemme du
serpent implique que w, est un isomorphisme. O

4.4. Changement de groupe

On reprend les notations du paragraphe précédent. D’apres la proposition 4.12; si 7 est une
représentation irréductible de G = Gy, on a My, (7) #£ 0 si :

(4.19) cusp(m) = [px1] + -+ + [pxn],  Xi : Gm — R™ non ramifié, i€ {1,...,n},

c’est-a-dire si cusp(m) est inertiellement équivalent & [p] + -+ + [p] = n - [p], support dont la
classe d’inertie sera notée €2,,. D’apres la proposition 4.9 et le théoréme 4.2, le foncteur M,
induit une bijection :

&, Iir(Qn)* — Irr(Hy)

entre 'ensemble Irr(€2, ,)* des représentations irréductibles de G de support cuspidal de la forme
(4.19) et ensemble des classes de H,,-modules & droite irréductibles.

On fixe une extension F'/F comme dans la proposition 2.21 et on pose G’ = GL,,(F’). Plus
généralement, on ajoutera un ’ aux notations du paragraphe 4.3 pour désigner les objets corres-
pondant au cas ou p est le caractere trivial de F'*. En particulier, on note M’ et P’ les sous-
groupes de Levi et parabolique standards de G’ associés & o. On note I, le sous-groupe d’Iwahori
standard de G’, on note H!, = H(G',T.) son algtbre de Hecke et M/, le foncteur V — VI de
Z(G') dans la catégorie des H] -modules & droite. Il induit une bijection :

(4.20) &, Irr(Qy ) — Irr(%H))

F/x "
entre I’ensemble des classes de représentations irréductibles ayant des vecteurs non nuls invariants
par I/, et celui des classes de ] -modules a droite irréductibles (voir 'exemple 2.32).

Soit A le type simple maximal étendu prolongeant A tel que la représentation p soit isomorphe
a I'induite compacte de A & G,,, (proposition 3.1). Il détermine un isomorphisme de R-algebres :

(4.21) U H(F,08) — H(C, A)
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(Pimage d’une uniformisante de F’ étant égale & A), qui permet d’identifier Irr(H;) & R*. On a
le lemme suivant, que 'on prouve comme dans [27, 4.2].

Lemme 4.29. — Pour tout caractere non ramifié x de Gy, on a :

&1(px) = x(@) ™"
ou wy est U'élément de Gy, défini par (2.15).

Ensuite, on montre le résultat suivant en raisonnant comme dans [27, 2.10].

Proposition 4.30. — (1) Il existe un unique isomorphisme de R-algébres ¥, de H!| dans
H,, tel que :
(4.22) v, o .7'21,...,1) =Ju,.°(¥@ - 0W).

(2) Sil'on pose o =W, @--- @V, . alors on a ¥, ojl =j,0V,.

Pour chaque n > 1, I'isomorphisme ¥,, définit une équivalence, notée W, , entre la catégorie
des H,-modules a droite et celle des H/,-modules & droite. Elle induit une bijection, encore
notée W, , entre les 3,,-modules & droite irréductibles et les H/ -modules & droite irréductibles.
On forme alors la bijection :

(4.23) & =¢"1oW of, : Irr(Qpn)* — Irr(Q1,,, )"

n n

On étudie maintenant la compatibilité de ®,, au support cuspidal.

Lemme 4.31. — Soient x1,...,Xn des caractéres non ramifiés de Gy,. Alors §,, induit une
bijection entre sous-représentations irréductibles de px1 X - -+ X pxn et sous-modules irréducti-
bles de :

(4.24) Homgq, (3, &1(px1) @ -+ @ &1(pxn))-

,,,,,

Remarque 4.32. — On a un résultat analogue en remplagant sous-représentation et sous-mo-
dule par représentation quotient et module quotient.

Démonstration. — La preuve s’obtient par I'utilisation conjointe des propositions 4.20 et 4.5. [

Proposition 4.33. — Soit m une représentation irréductible dans Irr(Q,,)*, dont on écrit le
support cuspidal sous la forme (4.19). Alors cusp(®, (7)) = ®1(px1) + - + P1(pxn)-

Démonstration. — On peut supposer que 7 est une sous-représentation de I'induite parabolique
PX1 X -+ X pXn. D’apres le lemme 4.31, £, (7) est un sous-module irréductible de (4.24). Si x
est un caractére non ramifié de F*, on note x’ le caractére non ramifié de F’* prenant en une
uniformisante de F/ la méme valeur que x en une uniformisante de F. Ceci définit une bijection
x — X’ entre caractéres non ramifiés de G et caractéres non ramifiés de G’. Le lemme suivant,
qui décrit la compatibilité de ®,, a la torsion non ramifiée, découle du lemme 4.29.

Lemme 4.34. — Pour toute représentation irréductible w et tout caractére non ramifié x de
G, on a ®,(mx) = ®p(m)X .
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On pose 7’ = ®,,(m). Compte tenu du lemme 4.34 et de (4.22), on déduit de ce qui précede
que & (') est un sous-module irréductible de :
Homge (30, 61(x1) @+ @ €1(Xn))-

,,,,,

D’apres le lemme 4.31, on en déduit que 7’ est une sous-représentation de xj x -+ x x,,, ce qui
termine la démonstration de la proposition 4.33. O

Proposition 4.35. — Pour i = 1,2, soit n; > 1 un entier et soit m; une représentation irré-
ductible dans Irr(,n,)*. On pose n = ny +no. Alors my X wy est irréductible si et seulement si
D, (m) X By, (m2) est irréductible, auquel cas on a ®p(m1 X M) = By, (M) X Py, (72).

Démonstration. — Pour i = 1,2, on pose 7, = ®,,,(m,). Silinduite 7 x 72 est irréductible, alors
elle appartient & Irr(€2,,)* et, d’apres la proposition 4.20, on a un isomorphisme de H,-modules
irréductibles :

(4.25) &, (m x my) = Homyg,, (Ha, &y, (11) ® &y, (72)).
D’apres la proposition 4.20 & nouveau, on a un isomorphisme de 3/ -modules :
(4.26) € x 5) = Homag (3, €, (nh) © €, ().

(ny,mg
D’apres la proposition 4.30, le membre de droite de (4.26) correspond par W, au membre de
droite de (4.25). On déduit de la proposition 4.13 que 7} x 7} est irréductible, puis qu’on a une
égalité entre W,, o £, (m X m2) et & (7} x 7bh). O

On déduit de la proposition 4.5 le corollaire suivant.

Corollaire 4.36. — On suppose que tous les sous-quotients irréductibles de w1 X mg sont dans
Irr(Q, )%, Alors m x ma et @, (m1) X By, (m2) ont la méme longueur, et l'une de ces représen-
tations est indécomposable si et seulement si autre [’est.

Démonstration. — On choisit une suite de composition :
0=V C V- CV, =71 X

ou les V; sont des sous-représentations de m x my telles que, pour tout i € {0,...,r — 1}, le
quotient V;41/V; soit irréductible. Par hypothese, ces sous-quotients sont dans Irr(£2,,)*. On
déduit de la proposition 4.5(1) que la longueur de M, (m X m2) est égale a la longueur r de
71 X m2. De fagon analogue, la longueur de M, (®,,, (71) x ®,,,(m2)) est égale a la longueur de
®,,, (1) X ®p,(m2). Le résultat se déduit du fait que My (my x m2) et MJ,(®,, (m1) x ®,,,(72))
onr la méme longueur. Pour 'indécomposabilité, on raisonne de fagon analogue en utilisant la
proposition 4.5(2). O

4.5. Le caractére v, associé a une représentation cuspidale

Soient m > 1 un entier et p une représentation irréductible cuspidale de G = G,,,. Au para-
graphe 3.4, on a associé a p des invariants numériques n(p), s(p), f(p) = 1. On note N,,, la norme
réduite de #,,(D) sur F et | |p la valeur absolue donnant & une uniformisante de F la valeur
q¢~!. Comme l'image de ¢ dans R est inversible, la composée v = |N,,,|p définit un R-caractere
non ramifié de G. On pose :

(4.27) v, =),
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qui ne dépend que de la classe d’inertie de p, et on pose :
(4.28) Z, =A{[pv)] | i € Z}.
Il est commode d’introduire la notation :

(4.29) q(p) = ¢/@.

Si R est de caractéristique £ non nulle, on note :

(4.30) e(p)

I'ordre de q(p) dans F;. SiR est de caractéristique nulle, on convient que e(p) = +o0. Les deux
quantités ¢(p) et e(p) ne dépendent que de la classe d’inertie de p.
On prouve le résultat important suivant, qui justifie I'introduction de l'invariant v,,.

Proposition 4.37. — Soit p' une représentation irréductible cuspidale de G,,/, m’ > 1. Alors
Uinduite p X p' est réductible si et seulement si p’ est isomorphe d pv, ou pI/p_l.

Démonstration. — D’apres le théoreéme 4.18, il suffit de traiter le cas ou p et p’ sont inertielle-
ment équivalentes, ¢’est-a-dire que p et p’ contiennent un méme type simple maximal (J, A). On
forme la paire (Jyr, Av) avec M = G x G comme au paragraphe 2.7.1 et on note (K, 7) le type
semi-simple donné par la proposition 2.31. Ecrivons o sous la forme py avec x un caractére non
ramifié de G. D’apres la proposition 4.13, 'induite p x px est réductible si et seulement si le
FH-module M, (p x px) est réductible. D’apres la proposition 4.20 et le lemme 4.29, ce H-module
est induit & partir du caractére 1 ® y(wy)~! de Hy. Il est en particulier de dimension 2 sur
R. 1l est donc réductible si et seulement s’il contient un caractere, ce qui, compte tenu de la
description de H par générateurs et relations dans [31, 1.3.14], est le cas si et seulement si () )
vaut ¢(p) ou q(p)~t. Un calcul simple montre que la valuation de la norme réduite de @y € G
est égale & f(p)s(p)~1, ce dont on déduit I'égalité :

(4.31) vo(wn) ' = alp).
Le résultat se déduit du fait que, pour qu'un caractere non ramifié ¢ de G vérifie p€ ~ p, il faut
et il suffit que (w)) = 1. O

Corollaire 4.38. — On utilise les notations du paragraphe 4.4. Soient a < b dans Z. Alors
&, induit une bijection entre sous-représentations irréductible de pvg x pl/f;“‘l X o+ X pl/z et
sous-modules irréductibles du module induit :

1) (:}67 Q(p)a @ q(p)b)'

Remarque 4.39. — On a un résultat analogue en remplagant sous-représentation et sous-mo-
dule par représentation quotient et module quotient.

,,,,,

Démonstration. — On utilise les lemme 4.31 et 4.29 et la formule (4.31). O

Remarque 4.40. — D’apres la remarque 4.11, si e(p) > 1, alors ind?’()\) est projective pour
tout type simple maximal (J, \) contenu dans p.

On termine cette section sur la relation importante suivante, qui est nécessaire a la classifi-
cation des représentations irréductibles cuspidales en fonction des supercuspidales dans [21].

Lemme 4.41. — On a e(p) = card Z,,.
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Démonstration. — On suppose que R est de caractéristique £ non nulle et on note e ’ordre de
q dans FeX. Si a,b sont des entiers > 1, on note (a,b) leur plus grand diviseur commun. Pour
alléger les notations, on pose n = n(p), s = s(p) et f = f(p).

Lemme 4.42. — On a (e,n(e,s)) = (e,ns).

Démonstration. — Soit u > 1 un entier divisant e et ns. Ecrivons u; = (u,n) et ug = u/(u,n).
On a donc u = ujus avec uy divisant n et us divisant s. Comme u divise e, 'entier uy divise
(e,s), donc u divise n(e, s), ce qui prouve le résultat attendu. O

Pour calculer le cardinal de Z,, on fait opérer sur la classe inertielle €2, le groupe cyclique
engendré par v,. Ce groupe cyclique est d’ordre e/(e, s). On obtient donc :

card Z, = e/ (e 5) = € __°

(n,e/(e,s)) (e,n(e,s)) (e,ns)’

la derniere égalité provenant du lemme 4.42. Par définition, l'entier e(p) est égal a e/(e, f). Le
résultat provient alors de la formule (3.8) et du fait que e est premier a /. O

5. Le foncteur K

Dans cette section, on définit un outil technique important permettant de faire un lien entre
la théorie des représentations de G = GL,, (D) et celle d’un groupe linéaire général sur un corps
fini de caractéristique p. Plus précisément, on associe a un caractere simple maximal de G un
foncteur K de Z(G) dans la catégorie des représentations de GL,,/ (), olt 'entier m’ > 1 et le
corps fini € ne dépendent que du caractere simple. Cette section est consacrée a la définition et
a I’étude des propriétés de ce foncteur.

5.1. Définition

Soit un entier m > 1 et soit G = G,,. On fixe un caractere simple mazimal :

(5.1) Omax € C(™Amax, 0, )

de G, c’est-a-dire un caractere simple défini relativement & un ordre A ,,x qui est maximal parmi
les ordre héréditaires F(3)-purs de A = .#,,,(D) et qu'on supposera standard. En d’autres ter-
mes, si B est le centralisateur de E = F(3) dans A, alors Bax = Amax N B est un ordre maximal
de B.

Remarque 5.1. — Un caractere simple est maximal si et seulement son induite compacte a G
possede un quotient irréductible cuspidal.

Ce caractere simple maximal étant fixé, on fixe un isomorphisme de E-algebres :
(5.2) ®:B— My (D)

envoyant B .y sur U'ordre maximal standard .4, (Op/) (voir la remarque 2.13). Dans la suite,
on identifiera B a l'algebre .,/ (D’) par 'intermédiaire de (5.2). On fixe une (-extension fmax
de Oax €t on pose :

Jmax = J(/B’ leax)’ Jrlnax = Jl(ﬂv Q(max)v G= Jmax/Jrlnax'
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Le groupe G est canoniquement isomorphe au quotient U(Bax)/U' (Bmax), qu'on identifie au
groupe GL,,/(¢p/). Etant donnée une représentation (m, V) de G, on pose :

(5.3) V(Kmax) = Homy1  (Kmax, V)
que 'on munit de 'action de Jp,ax définie, pour & € Jyax et f € m(kmax), par la formule :
(5.4) z-f=m(x)o fokmax(z) .

Pour cette action, J. .. opere trivialement, de sorte que (5.4) définit une représentation de G

sur (5.3), que l'on note 7(Kmax). On définit ainsi un foncteur exact :
(5.5) K=K, .o:7™— 7(knax)

de Z(G) dans la catégorie Z(G) des représentations de G. Il apparait dans [31, 32], puis dans
[23] dans le cas complexe. Comme toute représentation lisse irréductible de G est admissible,
ce foncteur préserve le fait d’étre de longueur finie.

Remarque 5.2. — Ce foncteur dépend des choix effectués :

(1) Choisissons une autre [-extension de Op,ax, qu'on peut écrire (kmax)X avec x un caractere
de £ (voir le lemme 2.4). Etant donnée une représentation 7 de G, les représentations m(fmax)
et m((Kmax)X) sont tordues I'une de 'autre par le caractére y on o det, o n est la norme de €y,
sur fg.

(2) Choisissons un autre isomorphisme (5.2). D’apres le théoreme de Skolem-Noether, il diffe-
re du premier par un automorphisme de conjugaison par un élément du GL,,,»(D’)-normalisateur
de A, (Op). Cet automorphisme induit sur m(kmax) un automorphisme de conjugaison par un
élément du produit semi-direct I' x G avec I' = Gal(tp/ /€g).

5.2. Conditions d’annulation

On étudie maintenant des conditions d’annulation du foncteur K qui seront importantes par
la suite. On commence par le cas simple suivant.

Lemme 5.3. — Soit p une représentation irréductible cuspidale de G.

(1) Si p ne contient pas Omax, alors K(p) = 0. B
(2) Sinon, il existe une représentation irréductible cuspidale o de G telle que p contienne le
type simple mazrimal Kypmax @ 0, et on a :

(5.6) Kip)=c@o®a -ac"”,
ot b(p) est Uinvariant associé a p au §3.4 et ¢ l'automorphisme de Frobenius de tp/tp.

Remarque 5.4. — Dans le cas ot D est égale a F, on a toujours b(p) = 1 et K(p) = o dans le
cas de figure (2).

Démonstration. — D’apres le lemme 3.10, toute représentation irréductible cuspidale p de G
contenant 6, contient un type simple maximal de la forme ky2x ®0 ol o est une représentation
irréductible cuspidale de G. On fixe un type simple maximal étendu A prolongeant kpmax ® o tel
que p soit isomorphe a 'induite compacte de A a G. La formule (5.6) est alors une conséquence
du lemme 3.2. 0

Corollaire 5.5. — Soient p et p' des représentations irréductibles cuspidales de G contenant
Omax- Alors p et p' sont inertiellement équivalentes si et seulement si K(p) et K(p') sont iso-
morphes.
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La question de savoir si un caractere simple apparait ou non dans une représentation irréduc-
tible cuspidale est liée a la notion d’endo-classe que nous n’avons fait que mentionner au para-
graphe 2.2.3. On note :

(5.7) emax

la F-endo-classe associée & Omax, que nous ne définirons pas (voir [4] pour une définition). La
définition suivante nous suffira.

Définition 5.6. — Une représentation irréductible cuspidale de G,,,;, m’ > 1, est dite d’endo-
classe Oy si elle contient un caractere simple qui est un transfert de 0y,.x.

La série de lemmes qui suit a pour objectif le corollaire 5.10 et la proposition 5.11.

Lemme 5.7. — Soient (J,\) un type simple et (K',7") un type semi-simple dans G. On suppose
que \ est un sous-quotient de la restriction de ind$, (7') a J. Alors :

(1) (K',7") contient un caractére simple ¢ € C(A',0,3) ;
(2) le caractére 0" et le caractére simple @ contenu dans \ sont transferts l'un de lautre.

Démonstration. — Si R est de caractéristique nulle, 'hypothese implique qu’il existe un mor-
phisme non nul de ind§'(\) dans ind$, (7/). Soit m un quotient irréductible de ind§()\) contenu
dans I'image de ce morphisme. Comme (K’, 7’) est un type pour G (voir [29]), la catégorie des
représentations engendrées par leur composante 7/-isotypique est stable par sous-quotients dans
#r(G), donc 7 contient a la fois A et 7. Le résultat vient alors de la classification des types
semi-simples dans [29].

On suppose maintenant que le corps R est de caractéristique £ non nulle. Comme toutes les
représentations considérées sont lisses sur des sous-groupes ouverts compacts, elles sont définies
sur Fy (voir [31, I1.4]), de sorte qu'’il suffit de prouver le résultat pour R = F,. On suppose donc
qu’on est dans ce cas, ce qui permet d’utiliser le procédé de réduction modulo £. On fixe un
Q,-type semi-simple 7 relevant 7/ (proposition 2.44) et un facteur irréductible & de la restriction
de ind$, (7') & J dont la réduction modulo £ admet X pour sous-quotient. On note 6 le relevement
de 6 et on fixe une (-extension & de 6.

Lemme 5.8. — Soit m une représentation irréductible d’un p-groupe fini H telle que ro(m)
possede des vecteurs H-invariants non nuls. Alors 7 est le caractére trivial de H.

Démonstration. — On procede par récurrence sur le cardinal de H. Si H est d’ordre p, il est
cyclique et 7 est un caractere. Les valeurs prises par 7 sont des racines p-iemes de 'unité, et
ce sont aussi des racines de l'unité d’ordre une puissance de ¢ puisque ry(7) est trivial. On en
déduit que 7 est trivial.

On suppose maintenant que H est d’ordre > p et on note V l'espace de . Comme H est
résoluble, il possede un sous-groupe H’ distingué et d’indice p. La restriction de V & H admet
un facteur irréductible W dont la réduction possede des vecteurs H-invariants non nuls. Par
hypothese de récurrence, W est de dimension 1 et H' agit dessus trivialement. Il existe donc
un H’-homomorphisme non trivial du caractere trivial de H' vers la restriction de V & H'. Par
réciprocité de Frobenius, il existe un H-homomorphisme non trivial :

indl}, (1) — V.
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Puisque V est irréductible, cet homomorphisme est surjectif, donc V est un facteur direct de
indg, (1), ce dont on déduit que V est une représentation irréductible de H triviale sur H'. Puisque
H/H’ est cyclique, V est de dimension 1. On termine comme dans le cas ot H est d’ordre p. [

Lemme 5.9. — Il existe une Qy-représentation irréductible ¢ de J triviale sur J* tels que & soit
1somorphe a k ® €.

Démonstration. — On note 8! la restriction de § au pro-p-groupe H!(3,20). Sa réduction modulo
¢ contient 0. En appliquant le lemme 5.8 & §'0~, on en déduit que 4 contient §. On conclut
en appliquant le lemme 2.16. ]

Soit 7 un sous-quotient irréductible de indK,(S\’ ) contenant 8, qui est de la forme donnée par
le lemme 5.9. Si 5 n’est pas cuspidale, une manipulation classique permet de remplacer B par un
type semi-simple " de la forme &’ ® £, ot £ est dans le support cuspidal de &, et ce type semi-
simple apparait dans 7. En reprenant I’argument utilisé dans le cas ot R est de caractéristique
nulle, on trouve que 7 contient les types semi-simples N et 6" , ce qui implique que :

(1) (K’, ') contient un caractére simple 0’ € Cg, (', 0,5 ;
(2) le caractere 0’ et le caractere 0 sont transferts I'un de Dautre.

A partir de 1a, on obtient le résultat voulu par réduction modulo /. ]

Corollaire 5.10. — Soient p1, ..., p, des représentations irréductibles cuspidales. On suppose
que linduite py X - -+ X p, posséde un sous-quotient irréductible cuspidal m d’endoclasse Oy ax.
Alors p1,...,pn et ™ sont toutes d’endo-classe Opax.

Démonstration. — Pour chaque i, on note m; le degré de p;. On pose a = (my,...,my)
et on note m la somme des m;. Soit (Ju, A\o) un type simple maximal de M, contenu dans
0=p1®---®py. Soit (K, 7) un type semi-simple de G,,, qui est une paire couvrante de (Jo, Ay ).
Soit 7 un sous-quotient irréductible cuspidal de p; X - -+ X py, et soit (J, A) un type simple maximal
contenu dans w. Comme p1 X - -+ X p, est un quotient de ind%” (1), le type simple \ est un sous-
quotient de la restriction de indg’m (1) & J. D’apres le lemme 5.7, les représentations p1, ..., pp
sont toutes d’endo-classe O .. O

Proposition 5.11. — Soient p1,...,py des représentations irréductibles cuspidales de méme
endo-classe Omax. Soit ™ un sous-quotient irréductible de p1 X - -+ X pp de support cuspidal noté
[r1i] + -+ + [7r]. Alors T1,...,7 sont toutes d’endo-classe Omax et la représentation K () est
non nulle.

Démonstration. — On pose v = (deg(71),...,deg(7,)). Le module de Jacquet r-(i4(0)) a pour
sous-quotient irréductible la représentation cuspidale 71 ® - -- ® 7. En appliquant le corollaire
5.10 a chacun des 7;, on obtient le résultat annoncé. O

5.3. Compatibilité a ’induction parabolique

On prouve dans ce paragraphe une propriété de compatibilité de K a I'induction parabolique
(proposition 5.12). Soit a = (my, ..., m,) une famille d’entiers > 1 de somme m, ce qui définit
une décomposition :

(5.8) D"=D"@...g D"
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en D-espaces vectoriels a droite. Pour chaque i € {1,...,r}, on pose A; = .#,,, (D). On suppose
que E stabilise la décomposition (5.8), c’est-a-dire que E est contenu dans la sous-algebre diago-
nale Ay x---x A, C A. On note B; le centralisateur de E dans A;. Compte tenu de I’hypothese
faite sur E, le produit By X --- x B, s’identifie & une sous-E-algebre de B. On fixe :

A1 un caractere simple maximal Opaxi € C(Amax,i, 0, 3) de Gyy,, pour un ordre héréditaire
E-pur maximal standard Amax,; de A;, d’endo-classe Oy ;

A2 une B-extension Kmax; de Omax,i-
On note ®; I'isomorphisme de E-algebres de B; dans :///mg (D’) obtenu par restriction de ® & B,
et on pose Gi = J 00 i/Thax.i» qu'on identifie & GL,; (tp/). Ces données définissent pour chaque

i un foncteur K; de Z(G,,) dans Z(G;). On définit aussi un foncteur :
Ky :m— Homj a(:‘imaxﬂ, )

de Z(M,) dans Z(M,,), ot I'on a posé :

Jmax,a = Jmax,l XKoo X Jmax,fr’
1 _ 1 1

Jmax,a - Jmax,l X X Jmax,r?

Fmax,a = Kmax,l1 @ &Q Kmax,r

ainsi que M, = J max,a/J }nax,a, qui est canoniquement isomorphe au sous-groupe de Levi standard
Gy x --- x G, de G. On note 2 I'ordre principal standard de A tel que AN A; = Amax,; pour
tout . Soient # le transfert de Opax & C(A, 0, 5) et k le transfert de kpax en une [-extension de
#. On suppose que :

A3 la représentation de J N M, sur ’espace des vecteurs J N Ug-invariants de x est isomorphe
a Rmax,o-

On a le résultat suivant.
Proposition 5.12. — Pour chaque i € {1,...,r}, soit ; une représentation irréductible de
G, . Alors on a un isomorphisme de représentations de G :
K(m x - xm) ~Kj(m) x - x Ky (7).
Démonstration. — Le résultat est vrai dans le cas ou R est de caractéristique nulle : la preuve

de Schneider et Zink [23, Proposition 5.7] est encore valable. On peut donc supposer que R est
de caractéristique ¢ non nulle. On procede par récurrence sur c.

Lemme 5.13. — Pour toute représentation m de My, il existe un homomorphisme injectif :
(5.9) Fmax ® To(Ka(m)) = 14(m)

de représentations de Jymax, 0t T, désigne linduction parabolique de M, a G.

Démonstration. — On reprend la premiere partie de la preuve de [31, II1.5.12], en utilisant la
proposition 2.18. O

En appliquant le foncteur exact K, on déduit du lemme 5.13, pour toute représentation 7 de
Mg, un homomorphisme injectif :

(5.10) Za(Ka(m)) — K(ia(T))

de représentations de G.
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Soient m = m ® - -- ® 7, une représentation irréductible de M, et ¢’ une représentation irré-
ductible cuspidale d’un sous-groupe de Levi M, de M,, dont I'induite & M, notée 7', admet une
sous-représentation isomorphe a 7. Au moyen du lemme 5.13, on a le diagramme commutatif :

ta(Ka(m)) —— K(ia(7))

| |

Za(Ka(1")) = K(ia(7'))
ol, par hypothéese de récurrence, on peut remplacer la ligne du bas par le morphisme injectif :
(5.11) o (Ko (0') — K(ia ()
La surjectivité de (5.11) implique donc celle de (5.10), et 'on a ramené la preuve de la proposi-
tion 5.12 au cas ou les m; sont irréductibles et cuspidales. Supposons donc qu’il en est ainsi.
Quitte a tordre m par un caractere non ramifié de M, on peut supposer que son caractere central

est a valeurs dans F,, donc que 7 est définie sur Fy. Il suffit donc de prouver le résultat dans le
cas o R =y, ce que 'on suppose désormais.

Lemr&e 5.14. — Soit Rmax une B-extension relevant kKyax, et soit f{ le foncteur associé. Pour
toute Qg-représentation entiére © de longueur finie de G, on a ri([K(7)]) = [K (r¢(7))].

Démonstration. — 1l suffit de le prouver pour une représentation irréductible. Soient &, une
structure entiere de kpyax et [ une structure entiere de 7. Alors Hom gL (Emax, [) est une structure
entiere de K(7). O

D’apres la proposition 3.22, il y a une Q-représentation irréductible cuspidale entiere 7 de M,
telle que r¢(7) > [r]. Comme le résultat est valable en caractéristique 0, on a un isomorphisme :
(5.12) To(Ko (7)) — K(ia(7))
de Qy-représentations de G. Compte tenu du lemme 5.14, ceci implique que (5.10) est un iso-

morphisme de représentations de G. O

Remarque 5.15. — On a en fait prouvé que, pour toute représentation 7 de longueur finie de
M, ’homomorphisme injectif (5.10) est un isomorphisme de représentations de G.

Corollaire 5.16. — Pour i € {1,...,r}, soit p; une représentation irréductible cuspidale de
G, contenant Omaxi et s0it (Jmax.i, Kmax,i ® 0i) un type simple mazimal contenu dans p;. Alors :

(5.13) K(plx---xpr):@---@alllx---xaflr,
i1 ir

ot ¢ est un générateur de Gal(tp/ /Er) et ot chaque i; décrit {0,...,b(p;) —1}.

5.4. Compatibilité a la restriction parabolique

On prouve maintenant une propriété de compatibilité de K & la restriction parabolique (propo-
sition 5.18). On pose G = Gyy. B

Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G. Il lui correspond un ordre héréditaire
standard B de B tel que :

P = U(B)Jnax/Tmax = U(B)/U (Brnax): U = UH(B) I ipa/Timax = U (B) /U (Biyar)

max max
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et on a alors un isomorphisme canonique M ~ U(8)/U! (). Soit 2 un ordre héréditaire E-pur
de A tel que AN B =B et qui soit propre au sens de [26, Définition 4.7]. Soit 0 le transfert de
Omax dans C(2L, 0, 3) et soit k le transfert de kpax contenant 6. Toute représentation du groupe
J = J(B,2) triviale sur J! = J'(3,2) peut étre vue comme une représentation de M. On note
Z% le foncteur d’induction parabolique de M & G.

Proposition 5.17. — Soit m une représentation de G, et soit P = MU un sous-groupe para-
bolique standard de G.

(1) On a un isomorphisme canonique de représentations de M :
(5.14) K(7r)[_J ~ Homji (k, 7).

(2) Pour toute représentation irréductible & de J triviale sur J*, on a un homomorphisme
injectif de R-algébres :

(5.15) Endg (28 (€)) ~ H(Jmax: maxlumy,, ® €) < H(G, 5 ®€)
et un isomorphisme :
(5.16) Homy; (¢, K(m)Y) ~ Homy(k ® &, 7)

de Endg (Zg' (&))-modules.

Démonstration. — On prouve l'assertion (1) comme dans [23, 5] grace aux propriétés de trans-
fert entre (-extensions, et on obtient (5.15) au moyen du lemme 2.18. Enfin, on a des isomor-
phismes de R-espaces vectoriels :

Hom; (x ® €, m) = Homy; (¢, K(r)") ~ Homg (25} (¢), K ()
et on vérifie qu’ils sont EndG(Zg’(f ))-équivariants. O

Expliquons comment P = MU définit un sous-groupe parabolique P = MU de G. On fixe un
E ®F D-module a gauche simple S et on forme le B-module a gauche simple :

VB = HOHIE@pD(S, Dm).

La E-algebre opposée a Endg(Vg) est isomorphe & D’. On note (eq, ..., €,/) une base de Vg sur
D’ définissant I'isomorphisme (5.2). Un sous-groupe parabolique standard P de G correspond &
un drapeau de cette base, qui définit lui-méme un drapeau de Vg, mais aussi un drapeau de D™
par équivalence de Morita (voir [26]). Ce dernier drapeau définit un sous-groupe parabolique P
de G tel que :

(5.17) P = (P N U(Bumax)) I max/ I

max-*

De facon analogue, le facteur de Levi standard M de P définit un facteur de Levi M de P tel
que :

(5.18) M = (MnN U(%max))Jrlnax/Jrlnax'

On note ¢ la représentation de K = H'(3,2)(JNP) définie au paragraphe 2.7.2 et dont I'induite &
J est isomorphe a k. (L’hypothese de propreté faite sur 2 plus haut correspond a la condition sur
2 au paragraphe 2.7.2.) D’apres la proposition 2.33, la paire (K, > ® o) est un type semi-simple
de G.

Comme au paragraphe 5.3, soit a = (mq,..., m,) une famille d’entiers > 1 de somme m. On
suppose que P = MU correspond au sous-groupe parabolique standard P, = M,Ul,.
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Proposition 5.18. — Soit m une représentation de G. L’application naturelle :
K(r)" — Ka(ra(m))
est un isomorphisme de représentations de M.
Démonstration. — On commence par remarquer qu’on a des isomorphismes :
K(W)U ~ Homji (k, ) ~ Homyq (32, )
de représentations de M d’une part, et que :

K, (rq(m)) = Homj:

max,o

(Kmax,a s Ta (77))

d’autre part. Pour obtenir le résultat voulu, il suffit d’apres (2.23) de prouver le lemme suivant.()

Lemme 5.19. — La paire (K', ) est une paire cowvrante de (J}.. o Mmax.a)-

Démonstration. — D’apres [1, page 246], il suffit de prouver que, pour toute représentation 7
de M, Papplication :

(5.19) Homyi (3¢, m) — Homj:i  (Kmax,a, Ta(T))

max,o

est injective, ce qu’on va faire par récurrence sur .. Soit 7 une représentation de M. On considere
(5.19) comme un homomorphisme de représentations de K/K! ~ M. On note V son noyau, qui
est de dimension finie, et on suppose que V est non nul. Il existe donc un sous-groupe de Levi
M’ C M et une représentation irréductible cuspidale ¢’ de M’ telle que V posséde une sous-

représentation de support cuspidal (M’,¢’). Si M’ = M, on calcule la composante o’-isotypique,
ce qui donne une suite exacte :

0— ,\70—’ — HOmK(% & UI? ﬂ—) - Homeax,a (ﬁmaxva ® OJ’ T'a(ﬂ_))

d’espaces vectoriels. Comme (K, 5 ® ¢’) est une paire couvrante de (Jmax,a, Kmax,a ® o) d’apres
la proposition 2.33, on a Vo' = 0, ce qui contredit le fait que o’ est une sous-représentation de
V.

On suppose maintenant que M’ est un sous-groupe de Levi propre de M et on note o la famille
telle que M’ corresponde & M’ = M,. On note aussi P/ = M'U’ le sous-groupe parabolique
standard de G de facteur de Levi M’. On pose U’ = U,/. On note B’ l'ordre héréditaire de B
inclus dans B tel que :

U(B")J'(8,2)/U" (B (8,2) ~ M’
et on choisit un ordre héréditaire E-pur 2’ propre tel que 2/ N B = B’. On lui associe par
transfert une B-extension (J', k') avec J' = J(3, ). On note Kpax o la représentation du groupe
Jmax,.or = J' MM’ sur l'espace des vecteurs J' N U'-invariants de /. Soit (K', 5) la paire associée
a (J', k') comme au paragraphe 2.7.2, avec la propriété que I'induite de »’ & J' est isomorphe &
x’. On obtient : o
)MﬂU’

Homy: (5¢, ~ Homjn (k', ) ~ Homyn (5, )

et :

Homyi  (Kmax.as o (m))MY ~ Homy (K, 7o(7)) = Homgn (52, 7o (),

max,o

W 1e second auteur remercie Shaun Stevens pour une discussion sur une version préliminaire de la preuve de ce
lemme.
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ot JI = J' N M et ou &, est la restriction de ' & J/, = J’ N M. De fagon analogue, on note
s, la restriction de 5 & K/, = K' N M et &/, sa restriction & K[! = K’ N M. Par hypothese
de récurrence, la paire (K ¢) est une paire couvrante de (ngax’a/, Nnax,ar)- ON en déduit que
I’application :

Hong(%él, ro(m)) — Homyn /(ﬁmax’a/, ro (7))

est un isomorphisme. En appliquant le foncteur des M N U’-invariants & (5.19) et en prenant
ensuite la composante o’-isotypique, on obtient une suite exacte :

0— (VMQG’)U’ - HOHIK/(%/ &® OJ) 77) - Homeax, ("{max,a’ ® OJ) To (77))

de R-espaces vectoriels. Comme (K, Jf’ ®0’) est une paire couvrante de (Jmax.o/s Fmax,a’) d’apres
la proposition 2.33, on trouve que (VU/)"/ = 0, ce qui donne une contradiction. ]

Ceci met fin a la preuve de la proposition 5.18. 0

Remarque 5.20. — Soit n > 1. On plonge E diagonalement dans .#,,,(D) ~ .#,,(A). On note
A7 Pordre E-pur maximal standard de .#,,,,(D) et 07, le transfert de 6,,,, dans C(2AZ,.,0, 5).
Il y a une unique S-extension k7, du caractere simple 0%, qui soit compatible & Kpmax (voir la

condition A3 du paragraphe 5.3). Il correspond a cette [B-extension un foncteur :

(5.20) K, : Z(Gmn) — Z(GLyn(8p)).
Soient ny,...,n, > 1 des entiers tels que ny + - -+ n, = n et, pour chaque i € {1,...,r}, soit
m; une représentation irréductible de Gy,,,. Alors on a un isomorphisme canonique :
(5.21) Kp(m x - xmp) 2Ky, (m) x - x Ky, (7).
On pose a = (ny,...,n,) et on a un foncteur :
(522) Koc : %(M(mnh...,mnr)) - %(GLm’nl (ED’) X X GLm’nr (ED’»
correspondant & la représentation xpl,, @+ ® kpn, du groupe J(5, 401 ) X - x J(3, A7, ). On
note U(yyn, ... m/n,) 16 sous-groupe unipotent standard de GL,,/,, (€p) associé a (m/n1, ..., m'n;).
Si 7 est une représentation de G, on a un isomorphisme canonique :

[_J ! !
(523) Kn(Tr) (m/ng,emine) o Ka (r(mnl,...,mnr) (W))
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