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Introduction

Le travail réalisé dans cette thése s’inscrit dans le cadre de la théorie des
représentations des groupes p-adiques. Nous proposons une nouvelle méthode
pour démontrer la bijectivité de la correspondance de Howe pour les paires
duales de type II. Cette preuve s’étend a des représentations [-modulaires
lorsque [ est un entier dit banal. Elle nous permet d’expliciter la bijection
en termes des paramétres de Langlands, pour les représentations complexes
comme dans le cas banal.

Le cadre de la thése est le suivant. Dans toute cette thése la lettre F
désigne un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0,
D une algébre & division de centre F' de dimension finie d? sur F', O son an-
neau des entiers, P son idéal maximal, kp = O/P son corps résiduel et ¢ le
cardinal de kp. La lettre R désignera un corps algébriquement clos de carac-
téristique [ différente de p : nous allons considérer des R-représentations, i.e.
des représentations sur des R-espaces vectoriels. Fixons aussi ¢, un caractere
non trivial de F' a valeurs dans R*.

Lorsque R = C, les notions de base de la correspondance de Howe sont
développées dans [MVW]. Si W est un espace symplectique sur F', on dispose
du groupe métaplectique %(W), extension du groupe symplectique Sp(W)
par C* et d’une représentation canoniquement attachée a 1, dite de Weil ou
métaplectique, de dimension infinie de Sp(W). Soit (Uy, Us) une paire duale
réductive dans Sp(W) : ou bien (U, Us) est une paire de groupes classiques
-symplectique, orthogonal, unitaire- (paires duales de type I) ou bien une
paire de groupes linéaires (paires duales de type II). Notons U, i =12
I'image réciproque de U; dans %(W) La représentation de Weil de S;)(W)
donne alors une représentation de a X /U\:Q/, dont les quotients irréductibles
sont de la forme m; ® 7y ol 7; est une représentation lisse irréductible de U;,
i =1,2; on conjecture -et on sait, par [MVW]| et [Wall, si la paire duale est
de type I et p est impair- que la correspondance m; < m est une bijection
entre un certain ensemble &; de représentations lisses irréductibles de U; et un
ensemble & de représentations lisses irréductibles de Us. Il est du plus haut
intérét de connaitre mieux -si possible explicitement- &; et & et la bijection
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de & vers &.

Quand la paire duale est de type I, plusieurs résultats dans cette direction
ont déja été obtenus. D'un coté, G. Muic (¢f.[Mul], [Mu2]), lorsque la paire
duale de sous-groupes est (O(V'), Sp(2n)), suite & des travaux de C. Moeglin
et M. Tadic sur la classification des séries discrétes, a réussi a paramétrer
cette bijection en se restreignant au sous-ensemble de &; des représentations
tempérées. D’un autre coté, avec des techniques trés différentes, S.-H. Pan
(cf.|Pan]), a des résultats partiels pour la paire duale (U(n),U(m)) si les
entiers n et m sont assez petits.

Lorsque la paire duale est de type II, la situation est beaucoup moins
complexe. D’abord, on a une réalisation trés simple de la restriction de la
représentation métaplectique a la paire duale. Pour n et m des entiers stric-
tement positifs, notons M,, ,, (resp. M,,) I'ensemble de matrices n x m (resp.
n x n) & coefficients dans D. Le groupe GL,(D) des matrices inversibles
dans M,, sera noté G, et S,,, = S (M) sera Pensemble des fonctions
® : M,,, — C localement constantes a support compact.

Posons o, : Gy, X Gy — GL (S,,,) la représentation naturelle de G, X
G, définie par

Tnm (9,9) @ (x) = @ (97" 2g) ,

pour g € Gy, ¢ € Gy, € My, ® €S,
A un caractére prés, c’est la représentation métaplectique restreinte a la
paire duale G,, X GG,,,. Toute paire duale de type II est de la forme précédente.
Supposons n < m et soit m une représentation irréductible de G,,. La
conjecture de Howe, dans ce cas, prédit qu’il existe une unique représentation
irréductible de G,, notée 0, ,,(7), telle que 7™ ® 6, ,,,(7) soit un quotient de
On,m, €t qu’alors

dim (HOmGnXGm (O-n,mu ™ Qn,m(ﬂ-))) =1

Bien qu’admise, aucune preuve de cette conjecture n’a jamais été publiée.
Outre l'intérét de calculer explicitement la correspondance, 1'idée initiale
était de comprendre comment se généralise cette théorie a des R-représenta-
tions. Pour les paires duales de type II, c’est trés simple d’étendre les dé-
finitions précédentes a des R-représentations, il suffit juste de considérer
Snm = Sr (M) comme 'ensemble des fonctions de M, ,, @ valeurs dans
R localement constantes a support compact.

Cette thése est composée de trois parties d’intéréts indépendants, a savoir

1. La théorie des R-représentations de GL,(D) (chapitres 2 et 3).
2. Fonctions zéta [-modulaires (chapitres 1 et 5).

3. La correspondance de Howe (chapitre 4 et annexe).
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Remarquons que bien qu’elle soit consacrée a plusieurs sujets, a priori re-
lativement indépendants, cette thése présente néanmoins une unité. En effet,
comme on le verra, la théorie des fonctions zéta /[-modulaires, nous fournit
des entrelacements explicites entre 7 et 6,,,,(m) et leur équation fonction-
nelle peut étre, a son tour, démontrée par la correspondance de Howe quand
n = m. Ensuite, la théorie des R-représentations de G L, (D), nous fournit,
d’abord, les arguments pour une nouvelle preuve de 'unicité de la correspon-
dance, puis les paramétrisations nécessaires pour pouvoir 'expliciter.

Avant de passer & une description plus détaillée de chacune de ces trois
parties, indiquons d’abord, en bref, les résultats les plus importants obtenus
dans cette thése :

a. Nous étendons tous les résultats de [Zel| sur la paramétrisation, en termes
de segments, de représentations irréductibles au cadre des R-représen-
tations de GL,(F) quand la caractéristique de R est banale (voir ci-
dessous pour les définitions) et aussi aux représentations complexes de

GL,(D).

b. Nous donnons des conditions suffisantes pour que l'induite parabolique
de deux représentations irréductibles, notées p et m, n’ait qu'un seul
sous-module irréductible. Quand la représentation p est cuspidale, on
calcule, en termes de la classification précédente, les parameétres de ce
sous-module en fonction de ceux de 7, ce qui nous donne, en particulier,
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une telle induite soit
irréductible.

c. On étend la théorie des fonctions zéta de Godement-Jacquet & des R-
représentations quand R est de caractéristique banale et dans beaucoup
d’autres cas (voir ci-dessous).

d. La correspondance de Howe n’est pas bijective quand R est de caracté-
ristique non banale. Quand R est de caractéristique banale, on montre,
de deux fagons différentes, la conjecture de Howe pour les paires duales
de type II. L'une des preuves, qui utilise des méthodes proches de celles
de [Kul| [Mul], [Mu2], nous fournit, en outre, les paramétres de 6,, ,,, ()
en termes de ceux de m. L’autre démonstration, indépendante et écrite
dans une annexe a la thése, est basée sur des idées non publiées de R.
Howe et contient plus de renseignements sur la correspondance quand
R est de caractéristique non banale.

Passons a une présentation plus détaillée de la thése :
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R-Représentations de G L,

La théorie des R-représentations des groupes réductifs p-adiques est dé-
veloppée dans [Vil] quand la caractéristique de R est un nombre premier
[ # p. Lorsque le groupe en question est GL(n, F), Particle [Vi2] établit une
paramétrisation des R-représentations irréductibles en termes des représen-
tations supercuspidales. Dans cette thése nous nous contentons de travailler
en caractéristique banale, c’est-a-dire, nous supposons que le pro-ordre du
sous-groupe compact maximal de G,, est inversible dans R, ceci nous per-
mettant d’établir une classification avec plus de bonnes propriétés que celle
de [Vi2].

Introduisons quelques autres notations : on note R ’algébre graduée R =
D,,50 Rn 0t R, est le groupe de Grothendieck de la catégorie des R-représen-
tations de longueur finie de G,, (par convention Gy = {1}). La multiplication
sur R est définie par

m(p1 @ p2) =s.s.(p1 X p2),

ol on note p; X py Pinduite normalisée de p; ® py et s.s. (p1 X p2) est 'image
de p; X po dans R.

On notera aussi Irr(G,) Uensemble des classes d’équivalence de représen-
tations irréductibles de G,,. Avant de passer a nos résultats les plus importants
sur la classification des R-représentations de G L, (D), signalons une premiére
petite contribution, qui est a la base de toute la construction qui suit. Etant
données deux représentations irréductibles 7, my en caractéristique banale
on montre que s.s. (m X my) =~ 8.8. (w2 X 7). Sa démonstration (cf. 2.1.8)
est basée sur des idées de Bernstein (c¢f. [BDK]| pour la preuve quand R = C)
et des récents résultats de J.F. Dat [Dat|. L'un des charmes de cette preuve
est I'utilisation d’un principe de densité : on montre que le théoréme est vrai
pour un ensemble dense et que la propriété a prouver est réguliére, d’ou le
théoréme pour toute 'algébre R.

Plagons-nous maintenant sous 1’hypothése (H) suivante :
1. Ou bien D = F et R est de caractéristique banale ;
2. ou bien R est de caractéristique 0.

Il nous a semblé intéressant de profiter de 'occasion de cette thése, afin
d’illustrer la nature purement combinatoire des idées mises en jeu, de dé-
montrer, par une méthode inspirée de |Zel| et [Tad|, la paramétrisation en
termes de segments comme dans [Zel|, des R-représentations irréductibles de
GL,(D) lorsque R, D et n satisfont & 'hypothése (H). Cette hypothése n’est
pas forcément nécessaire : probablement, une telle paramétrisation existe
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juste en supposant R de caractéristique banale mais il nous faudrait d’avan-
tage d’arguments.

Nous allons ci-dessous introduire et décrire plus en détail la nature de ces
résultats.

Sous I’hypothése (H), on peut montrer qu’il existe une fonction qui, a
chaque représentation cuspidale p € Irr(G,) associe un caractére de G, noté
v,, tel que, si p; et po sont deux représentations cuspidales de GL;(D) et
GL;(D), alors p; x py est réductible si, et seulement si

1
P1 = Vp P2 OU 01 =V, pP2.

Le caracteére v, est de la forme v° ol s, est un entier positifet v : G, — R
est déinifi par v(g) = |[Nrd,(9)|r, ot | | est la valeur absolue normalisée
sur F' et Nrd : M,, — F la norme réduite.

Soient p une représentation cuspidale et » € N*. On pose

r—1

A:{p,ypp,...,yp ,0}.

On appelle A un segment. On dit que les segments A = {p, VpPy - - s y;_lp},
A = {p’,yp/p’, o ,yg,/’lp’} sont liés si A U A’ est encore un segment et

Ag A et A’¢ A On dit que A précede A’ §'ils sont liés et il existe 7 € A
telle que p' = 7v,.

A chaque segment A = {p, VoD, - - . ,v;}*lp}, p étant une représentation
cuspidale de G,, on peut associer (cf. proposition 2.3.3) des représentations
irréductibles (A) et (A) telles que

1. (A) (resp. (A)") est I'unique sous-module (resp. quotient) irréductible
de p X v,p x -+ X V;‘_lp.

2. T(p,....p)mp ((A)) = PROVP&- - -®I/;L_1p (resp. T(p,....p),np (<A>t) = V}f‘lp@

Le théoréme suivant est le résultat principal qui nous permet de classifier
les représentations irréductibles dans notre cadre.

Théoréme 1. (voir théoréme 2.3.6).

1. Soient A1, ..., A, des segments. Supposons que, sii < j, A\; ne précéde
pas A;. Alors la représentation (A1) x -+ x (A,) (resp. (A" x -+ x
(A)') admet une unique sous-représentation (resp. quotient) irréduc-
tible. On la note (A, ..., A,) (resp.(Ay,...,A)"). La multiplicité de
(AL, A (resp. (A, ... A dans (A1) X (Ag) x - x (A,) (resp.
(A % - x (A,)) est égale a 1.
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2. Les représentations (A1, ..., ) et (A}, ... ALY (resp. (A,...,A,)
et (AL, ... AL ) sont équivalentes si, et seulement si, les suites (Ay,. . .,
A,) et (A, ..., Al) sont égales a lordre pres.

3. Toute représentation irréductible de G, est de la forme (Aq, ..., A,})
(resp. (A, ... A,

Ce théoréme nous permet d’étendre tous les résultats de [Zel] aux repré-
sentations vérifiant I'hypothése (H).

En particulier, la floche (A) — (A)* s’étend, de facon unique, en un
endomorphisme involutif, appelé I'involution de Zelevinskii, 7 — 7(m) de
I’algébre R. Nous prouvons aussi la

Proposition 2. (voir théoréme 3.2.12). L’involution de Zelevinskii vérifie
la description géométrique de [Ze2].

Ce résultat était déja montré lorsque D = F et R = C dans [MW].

Quand D = F et R est de caractéristique banale, la plupart de ces résul-
tats sont des conséquences directes de [Vil] et [Vi2] et [Vid].

Lorsque D est de caractéristique 0 et R = C, le théoréme 1 est une
conséquence assez directe des résultats de [Tad| comme nous le montrons
dans la section 2.2. La proposition 2 était conjecturée dans [Tad, Conjecture
3.6].

Si D est de caractéristique positive et R = C, ces résultats sont énoncés
dans [Ba2|, mais sans démonstration.

Revenons & notre contribution et indiquons maintenant la proposition
suivante qui est la clé de plusieurs résultats intéressants par la suite.

Théoréme 3. (voir théoréme 3.1.1). Soient Ay, ..., Ay des segments non
liés vérifiant la condition suivante

Si i # j, alors ou bien A; = Aj ou bien A;NA; = 0. (a)

Soit p= (A1, ..., A" (resp. (A1,...,Ay)) et © € Irr(G,,). Alors m X p a un

unique sous-module irréductible.

Cette proposition répond a la conjecture [MVW, Conjecture 3.111.6] et
ouvre une nouvelle approche a la compréhension de la conjecture (U0) de
[Tad] '. Ce théoréme n’est pas entiérement satisfaisant en ce sens qu’il ne
donne que des conditions suffisantes (et non aussi nécessaires) pour que I'in-
duite de deux représentations irréductibles n’ait qu’un seul sous-module ir-
réductible mais il est naturel de se poser la question de savoir si la condition

'Elle a été récemment prouvée par V. Sécherre
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(a) est bien nécessaire. Si I'induite de deux représentations irréductibles n’a
qu'un seul sous-module irréductible, alors la conjecture (U0) de [Tad] est
vraie.

Ensuite, nous reprenons les idées de [MW] et décrivons (cf. théoréme
3.2.7) les paramétres, en termes des classifications précédentes, de cet unique
sous-module irréductible lorsque p est une représentation cuspidale. Ce calcul,
de nature trés technique sous de nombreux aspects, est fondamental pour
pouvoir expliciter ensuite la correspondance de Howe. Pour plus de détails,
notamment pour un énoncé précis de ce résultat, le lecteur pourra se reporter
au chapitre 3 ou toutes les notations seront rappelées.

Fonctions zéta [-modulaires

Notre second apport concerne la généralisation, au contexte des R-repré-
sentations, des fonctions zéta de Godement-Jacquet.

Soit 7 € Irr(Gy,). Pour tout coefficient f : G, — R, toute fonction ® €
Sk (M,,) et tout N € Z, l'intégrale

/ @ (2) f (x) dp ()
G(z)=¢—N

est bien définie. En effet {x € G, vix)= q_N} N supp (P) est une partie
compacte de G, et ® et f sont localement constants sur cette partie.
On peut alors définir la somme formelle (la fonction zéta) :

zor =Y ([ e@r@ae)r

NeZ

[’avantage principal & considérer les fonctions zéta en tant que des séries
formelles vient de ce que les difficultés a montrer le prolongement analytique
et les problémes de convergence sont, en partie, mis de coté.

Le théoréme principal que I’on montre est le suivant :

Théoréme 4. (voir théoréme 5.1.5). Supposons R de caractéristique 1
banale ou bien de caractéristique | # p quelconque mais D = F. Soit © une
représentation irréductible. On a :
1. Z(®,T,f) € R(T). Il existe Py(m,T) € R[T] tel que pour tout coeffi-
cient f : G, — R, toute fonction ® € Sk (M,) on ait

Z(®,T,f)Py(x,T) € R[T, T"].
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2. Notons Z (m) le sous-R-espace vectoriel de R (T') engendré par les fonc-
tions Z <<I>,Tq1_Tn, f) avec [ coefficient de m et ® € S (M,,). Alors :

Z () est un idéal fractionnaire de R [T, T~'] contenant les constantes.
Il admet un générateur de la forme L (T, 7) = 1/Py (T) avec Py € RI[T]

3. Il existe v (T, m,v) € R(T) tel que
Z (@, q 30T f) = (Tom ) Z (0,730 f),

ot & est la transformée de Fourier de ® par rapport a une mesure auto-
duale, 1 est le caractére non trivial de F' fizé auparavant, et on note f

le coefficient de © défini par f(g) = f(g~).

Pour la preuve, on suit, en grandes lignes, les articles [Jal] et [Ja2| mais
leur démarche n’est pas généralisable quand la caractéristique de R n’est
pas banale et il faut utiliser de nouveaux arguments (ici on va utiliser la
réduction modulo [). Il serait intéressant d’avoir une version du théoréme
sans contraintes sur la caractéristique [ # p.

On prouve aussi le théoréme pour R de caractéristique [ # p quelconque
si la représentation 7 est cuspidale. Dans ce cas, le fait que les coefficients
soient a support compact modulo le centre, nous permet, en quelque sorte,
de nous ramener au cas ou n = 1. Ainsi, on trouve (c¢f. théoréme 5.2.3) que
le théoréme précédent est vrai avec L(T,7) = 1.

Quand on est sous I'hypothése (H), notre classification ci-dessus nous
fournit le cadre pour pouvoir calculer les fonctions L(7T,7) en termes des
paramétres de 7. On trouve

Théoréme 5. (voir théoréme 5.6.1). Soit m1 = (A, ..., A) une repré-
sentation irréductible de G,. Si l'on note pour tout i, 1 < i < r, A; =

{pgl), . ,pgni)} alors

L(r,m =L (T, pE”“) .

1<i<r

Ce théoréme généralise le théoréme [Ja2, 3.4.] & des représentations véri-
fiant hypothése (H).

La correspondance de Howe

Soient n < m deux entiers et 7 € Irr(G,). Dans cette thése on propose
deux preuves différentes du
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Théoréme 6. (voir théorémes 4.1.2 et A.3.1). Supposons R de caracté-
ristique | banale. Il existe alors une unique représentation ' € Irr(G,,) telle
que

Homg, ., (0nm, ™ @) # 0.

De plus, dim (Homg, xq,, (nm, ™ @ 7')) = 1.

Avant d’expliquer la preuve, indiquons, en bref, les quelques résultats que
I’on obtient lorsque R est de caractéristique non banale :

1. Le théoréme 6 est vrai si n = m et 7 est une représentation cuspidale
différente de la représentation triviale (voir 4.2.4).

2. Le théoréme 6 est vrai si m et 7’ ont des vecteurs fixes par des sous-
groupes ouverts compacts K et K’ respectivement de pro-ordre inver-
sible dans R et n’ont pas de vecteurs fixes par des sous-groupes ouverts
compacts K; D K et K] D K’ respectivement (voir A.3.4).

3. On trouve des exemples (voir 4.5), pour lesquels, étant donné 7 irré-
ductible, on a plusieurs représentations irréductibles différentes 7’ avec
Homg, xa,, (Onm, ™ ® ) # 0 et méme

dlm (HomGnXGm (O-n,m, ™ ® ﬂ-,)) > 1

Expliquons maintenant les principes des méthodes employées pour la
preuve du théoréme 6 :

La premiére idée est la suivante : les fonctions zéta nous fournissent un
entrelacement entre 7 et un sous-quotient irréductible de linduite v2 X
v*7 7. 1l faudra aprés montrer que cet entrelacement est unique. C’est ici
que 'hypothése de banalité sera importante.

La preuve de I'unicité est faite de deux facons indépendantes :

Premiére preuve

La premiére méthode est inspirée des travaux [Kul|, [Mul] et [Mu2| pour
les paires duales de type I, et on arrive ici a décrire toute la correspondance
grace aux deux idées suivantes fondamentales pour nous :

1. On sait que la correspondance se réalise quand n = m, grace aux fonc-
tions zéta.

2. Les résultats sur 'unicité du sous-module d’une induite parabolique et
son calcul explicite.

Plagons nous sous I'hypothése (H). Alors on dispose d’une paramétri-
sation des représentations irréductibles de G, et G,, ce qui nous permet
d’expliciter, de plus, la correspondance. On trouve :
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Théoréme 7. (voir théorémes 4.1.2). Supposons
Homg, va,, (0nm, ™ @ 7') # 0.

Alors,

n__m-—n-—1 _n g m-—n—1 m
5+

o — A\t
> vz Aq,...,Uv 2 AN>

sim=(A1,...,Ax).

Ce théoréme est nouveau méme quand R = C. Donnons maintenant les
grandes lignes de la preuve :

L’étude, comme dans [MVW, 3.111.|, d’une suite de composition de la re-
présentation métaplectique n’est pas complétement satisfaisante en ce sens
qu’elle ne nous permet de montrer le théoréme 6 que pour un certain nombre
de représentations et non pour toutes. Pour avoir des renseignements plus
précis, nous calculons, en suivant [Kul], une suite de composition des fonc-
teurs de Jacquet de la représentation métaplectique. Ceci nous permettra de
montrer les théorémes 6 et 7 par récurrence.

Soient alors 7 € Irr(G,,) et 7" € Irr(G,,) telles que 7 ® 7’ soit un quotient
de 0y,m. Soit x une représentation cuspidale de G, telle qu’il existe p €
Irr(G,—p) avec m sous-module de l'induite (normalisée) x x p. Alors, par
lexactitude du foncteur de Jacquet, x ® p ® 7’ est un quotient du foncteur
de Jacquet de o, .

L’idée, grosso modo?, est d’utiliser maintenant la suite de composition
calculée précédemment : si x est distinct de deux caractéres bien particuliers,
alors cette suite se réduit a un seul élément et on peut en déduire qu’il existe
p € Irr(G,,_,) avec 7 sous-module de I'induite (normalisée) p’ x 17 Y et
p ® p' est quotient de 0,,_p,,—p (avec une bonne normalisation).

Par récurrence, on a les théorémes 6 et 7 pour p et p’. De plus, grace aux
résultats des chapitres précédents, on sait que les induites y x p et p' xv"z ¥
n’ont qu'un seul sous-module irréductible et on sait calculer les parameétres
de ce sous-module ce qui nous permettra de démontrer ces théorémes sauf
quand les foncteurs de Jacquet font intervenir ces deux caractéres particuliers
uniquement.

Dans ces cas on se sert de deux arguments :

1. Des propriétés particuliéres de la paramétrisation des représentations
irréductibles.

2. Le fait que 'unicité est montrée dans certains cas, grace a la premiére
filtration.

Tl y a des complications techniques que 1’on évite dans cette introduction et qui seront
expliquées dans la preuve du théoréme.
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Deuxiéme preuve

La deuxiéme preuve est basée sur un papier non publié de R. Howe. L’idée
de la démonstration est la méme que celle qui apparait dans [MVW, §5] et
dans [Wal|, adaptée aux paires duales de type II.

Il s’agit, en bref, de trouver un foncteur fx i+ exact de la catégorie de
G, X Gp-modules vers la catégorie des H (G, K) x H (G, K')-modules,
ou H(Gpn, K) et H (G, K') sont les algébres de Hecke relatives a deux
sous-groupes compacts K et K’ respectivement, tel que fx g/ (0y,,,) soit un
H (G, K)-module cyclique et aussi H (G, K’)-cyclique de méme générateur.

Si V @V’ est un quotient de o0, ,,, on déduit de 'exactitude de fx i que,
fre i (VRV') est aussi H (G, K) et H (G, K')-cyclique de méme générateur,
ce qui nous permet, comme dans [MVW, §5|, de conclure que V' est unique
si V est fixé.

Pour montrer 'exactitude du foncteur fx g, il faut supposer que le pro-
ordre de K et K’ est inversible dans R, ce qui est automatique si R est de
caractéristique banale.

Questions ouvertes

Concluons par les perspectives qu’ouvrent les résultats de cette thése :

a. Il serait trés intéressant de savoir si la correspondance de Howe s’étend
a des R-représentations pour les paires duales de type I, méme en ca-
ractéristique banale. En caractéristique non banale, il faudrait calculer
plus d’exemples pour savoir ce qui se passe exactement. Il est possible
que la conjecture de Howe soit vraie pour un grand nombre de repré-
sentations.

b. Pour les paires duales de type I, il est possible que certains des résultats
présentés aident a généraliser les articles de G. Muic [Mul] et [Mu2] a
la recherche d’une correspondance explicite dans ce cas.

c. La suite logique du travail fait dans le troisiéme chapitre est d’essayer de
calculer les paramétres de tous les sous-quotients de I'induite parabo-
lique d’une représentation cuspidale et d’une irréductible. Ceci pour-
rait nous donner beaucoup d’informations sur les coefficients m(b, a) de
[Zel, §7].

d. On aimerait bien aussi simplifier les hypothéses au long de la thése : il
est fort probable que la paramétrisation du théoréme 1 (on pourrait
peut étre utiliser les derniers résultats de V. Sécherre) et la théorie des
fonctions zéta s’étendent en toute caractéristique [ # p. On voudrait
aussi savoir si ’hypothése (a) du théoréme 3.1.1 est nécessaire.
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Chapitre 1

Premier exemple : Thése de Tate

1.1 Le probléme

1.1.1. Le probléme le plus simple que nous pouvons nous poser est celui de
prouver la conjecture de Howe dans le casou D = FFet n =m = 1. [ci F
est un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0, O son
anneau des entiers, P = wO idéal maximal, w une uniformisante, kp = O/P
son corps résiduel et ¢ le cardinal de kr. Soit R un corps algébriquement clos
de caractéristique (éventuellement nulle) [ # p. On fixe une racine carrée ¢'/2
de ¢ dans R*, ceci permet de considérer |z|%, ot | | = | |, = ¢ "% est la
valeur absolue normalisée sur F', vr est la valuation et ¢ est un demi-entier.

Pour tout anneau commutatif A, notons Sy (F') (resp. Sa (F*)) len-
semble des fonctions ® : F — A (resp. ® : F* — A) localement constantes
a support compact.

On posera S(F) = Sg (F) (resp. S(F*) = Sg (F*)) s’ il n’y a pas d’am-
biguité.

Soit 0 : F* x F* — GL (Sg (F)) la représentation naturelle définie par

0(9,9)®(x) = (97" zg"),

pour g,¢' € F* x € F,® € Sg (F).

Le corps F, étant commutatif, toute R-représentation irréductible de F'*
est de dimension 1 et donc la conjecture de Howe (théoréme 6) dans ce cas
particulier revient & prouver que pour tout caractére w de F* (& valeurs dans
R*), si w' est un autre caractére de F* tel que w ®@ W' : F* x F* — R* soit
un quotient de o, alors W' = w™! et

dim (Hompxxpx (U,w ® w_l)) =1.

On verra que la premiére assertion est toujours vraie mais que la deuxiéme,
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i.e. dim (Hompx px (0,w @ w™t)) = 1, sera vraie si I'on impose, de plus, au
corps R d’étre de caractéristique banale, ¢ Z1 mod [.

1.1.2. Pour H = F ou H = F*, une mesure de Haar sur H a valeurs dans
un anneau commutatif quelconque A sera une forme linéaire py non nulle
sur Sy (H) qui est invariante par translation par H. On note souvent :

i (f) = /H £ (h) dyust (B

Pour tout sous-groupe compact K de H de pro-ordre inversible dans A,
il existe toujours une mesure de Haar sur H telle que le volume de K soit 1
(cf. 2.1.2), et une telle mesure est unique.

Puisque [ # p, il existe toujours du(x) une mesure de Haar sur F' et
dp*(z) une mesure de Haar sur F'*, et elles sont uniques a une constante
pres. Fixons les.

1.1.3. Notons S’ = S’ (F') l'espace des distributions sur S (F'), i.e. 'espace
des formes R-linéaires A : S (F') — R. L’action de F* par multiplication sur
S (F') induit par dualité une action r sur S’ (F) telle que

(r(a)A, @) = (A, @ (-a)).

Pour tout caractére w de F* a valeurs dans R, notons S’ (w) I'ensemble
des distributions A telles que 7(a)\ = w(a)A. On dit que S’ (w) est la partie
w-isotypique de S’(F).

On va étudier maintenant la géométrie de espace S(F'). Remarquons que
I’action par multiplication de F'* sur F' a deux orbites, 0 et F'*, ce qui induit
par dualité une suite exacte (¢f. [BZ1, 1.9]) :

0— S (F)y— S (F)— S (F*) -0,

ot S"(F'), est 'espace des distributions a support dans {0} et S" (F*) est
I'espace des distributions sur S (F*). On prend les parties w-isotypiques et
on en déduit une suite exacte courte :

0— 95 (w)y— 5 (w)— 5 (F) (w), (a)

ot S’ (w), est I'espace des distributions a support dans {0} et 5" (F*) (w) est
I'espace des distributions sur S (F'*) w-invariants. Le lemme ci-dessous est
classique (cf [We3|) :

Lemme. 1. S'(F*)(w) a dimension 1 sur R et est engendré par la dis-
tribution w (x) dp*(x), i.e. pour toute distribution A € S'(F*) (w) il
existe ¢ € R tel que pour toute fonction ® € S (F*),

A(D) = C/FX O (z)w (x)dp™(x).



1.2. LES FONCTIONS ZETA 23

2. L’espace S’ (w), est nul sauf st w =1 auquel il est de dimension 1 sur
R engendré par la distribution &y définie par do (®) = ©(0).

1.1.4. Pour montrer la conjecture de Howe dans ce premier cas, il nous reste
a voir deux choses :

1. Puisque siw # 1, alors dim (5" (w),) = 0, il faut vérifier que la distribu-
tion w (z) du*(x) se reléve en une distribution dans S’ (w). Pour cela,
on introduira les fonctions zéta.

2. Si w = 1, il faudra montrer, par contre, que la distribution dp*(x) ne
se reléve pas en une distribution dans S’ (w). On devra imposer ici la
banalité de [ d’ou les remarques faites précédemment.

1.2 Les fonctions zéta

1.2.1. Le but de cette section est d’associer a chaque caractére w, deux
invariants L(T,w), e(T,w, ), on T est une variable et ¢ est un caractére
non trivial de F. La fonction L, L(T,w), est une fonction de la forme ﬁ
avec P € R[T] un polynéome de degré au plus 1 tel que P(0) = 1. Le
facteur epsilon, (T, w, 1), est une autre fonction simple de la forme AT™,
avec A€ R et n € Z.

Les fonctions zéta, quand R = C, furent d’abord introduites par Tate
dans sa thése [Tat]. Un trés bon exposé sur ce sujet est Particle de Kudla
|Ku2| mais, pour montrer I’équation fonctionnelle, ses arguments ne sont
plus suffisants dans notre cadre, a cause du fait que la dimension de S’ (w)
est égale & 2 quand ¢ = 1 mod [ et w = 1. On va utiliser ici un argument
qui apparait déja dans [We3|.

1.2.2. Fixons ¢ : F' — R* un caractére non trivial de F'. Le niveau de v est
le plus petit entier k& tel que 1 soit trivial sur P*. Tout caractére de F peut
s’écrire alors sous la forme v, avec a € F et ¢,(x) = ¥(ax). On fixe aussi
une mesure de Haar p(x) sur F. Pour toute fonction ® € Sk (F') on note
O (z) = [ ® (y) ¥ (zy) du(y) sa transformée de Fourier.

La proposition suivante se montre comme dans le cas complexe :

Proposition. 1. Pour toute fonction ® € Si (F), on a ® € Sg (F).
2. Il existe ¢ = c(u, ) € R* tel que pour toute fonction ® € Sg (F),
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3. Pour1 fizé, il existe une unique mesure de Haar ., qui vérifie ju,(O) =
q"2, ou k est le niveau de 1. On a alors

C(M¢7¢) =1

4. Pour tout a € F™*, gy = |a|'/? fop-
La mesure p,; est dite auto-duale par 1.

Démonstration. Soit k le niveau de v et, pour tout entier j, soit ®; la fonction
caractéristique de P’. Pour tout a € F, le caractere 1, est trivial sur P s,
et seulement si, a € P¥~/. Le support de ®; est donc Pri et

—

;= N(O)q_ja xe P,

d’out (1) et (2) pour les fonctions ®; avec ¢ = u(0)*¢*. Pour ® € Sg (F), et
a € F, notons ¥(x) = ®(x —a) € Sg(F). On a

U(z) = ¢(az)d(z),

et donc ¥ € Sp (F). De plus

~
o~

() = B(a + ),

et donc si Uon a les relations (1) et (2) pour les fonctions ®, elles sont aussi
vérifiées pour les fonctions ¥ avec la méme valeur de c.

Puisque les fonctions « — ®;(z —a) pour j € Z,a € F engendrent Si(F)
on a montré (1) et (2) pour toute fonction dans cet espace. Les relations (3)
et (4) sont maintenant immédiates. O

1.2.3. Pour tout caractére w : F* — R*, toute fonction & € Sg (F), tout
entier N et toute mesure de Haar p* () sur F'* l'intégrale

éwuzw¢cww@wmww

est bien définie. En effet {z € F': vp (x) = N} est une partie compacte de
F* et ® et w sont localement constants sur cet ensemble.
On peut alors définir la somme formelle :

7(®,T,w) = NZZ </mx:q-zv B (2)w () d,ﬁ@)) .
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Remarque. Comme & est a support compact, pour N assez petit on a :

/FXI _ _Né(x)w(x)dux(x) = 0.

Ainsi Z (®,T,w) € R[[T)] [T
On note Z(w) I'image du morphisme

Se(F) — R((T))
d — Z(9,T,w).

Sig,g € F*.On a:
Z(@®(g"g) . Tw) =wl(g) Z(®,T,w) TrW -y~ (g).

Ainsi Z(w) est un module sur 'anneau principal R[[T,T7']] des séries de
Laurent.

Exemple. Soit w un caractére. On dit qu’il est non ramifié si w|O* =1, et
il est ramifié sinon. Dans ce dernier cas le niveau de w est le plus petit entier
k > 0 tel que w soit trivial sur 1 + P*.

Supposons qu'il est non ramifié : alors w (@) ne dépend pas du choix de
w, et pour tout x € F*, x = uw" avec u € O, on a w(z) = w (w)". Soit
® = 1 la fonction caractéristique de 0. Alors

Z2(®.Tw) - NZ> < /F e dux(x)) &
- Y@ [

N>0 FX |z|=¢g=N
1
= p(0¥) ——
#(07) l—w(w)T
Y sig=1 mod]l
w(OX) W siqg#l mod .
Proposition 1.2.4. I] existe des fonctions L, L (T,w), i.e. des fonctions de
la forme % avec P, € R[T] un polynoéme, Pw (0) =1 telles que
Z(®,T,w) 4
————~ € R|T\T .
Lw AT

De plus on a :
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1. 51 w est non ramifié,

1 sitg=1 mod !
L (Taw) = 1 . 1 d l
Tomr S Z#1 mod [.
2. Siw est ramifié,
L(T,w)=1.

Démonstration. Si vp (x) = N, alors pour N assez grand ® (z) = @ (0) car
® est localement constante. On a donc :

Z2(®Tw) = N;V </mx:q_Nq>(x)w(x) dm(x)> ™ +

10 (/Fw:q—ww (z) dm(x)) ™.

N>N;

Si w est ramifié on a que

/m @@ =0,

et donc Z (®,T,w) € R[T, T
Si, par contre, w est non ramifié, alors

> 2(0) (/FW:M w (x) dm(m)) TN —
= 39 (0) (w (@) )" ( / o dux(x))

est une série géométrique, de raison w (@) T', d’ou la proposition. O]

Lemme 1.2.5. Pour tout caractére w : F* — R* il existe g € S (F) telle
que

A (CDO,T,w) -1
L(T,w)
Démonstration. Si L (T,w) = l—w%w)T on pose ®o = p* (OX)_l lo.

Si L (T,w) =1 on pose

B — W (14+P) 1y si w est non ramifié (et ¢ =1 mod ()
0 < (1+ 7?’“)71 1,,pr siw est ramifié de niveau k.
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Corollaire. L’idéal Z(w) est égal a L(T,w)R[T,T1].

1.2.6. Notons A, l'espace des applications R-linéaires A : Sg(F) — R(T)
vérifiant :

A@(a™) = w(@) TN (D). (a)

C’est un R(T)-espace vectoriel contenant le morphisme non nul & —
Z (®,T,w). Le lemme suivant va nous permettre de terminer la démonstra-
tion de la conjecture de Howe (théoréme 6) dans ce premier cas précis et de
montrer I’équation fonctionnelle.

Lemme. L’espace A, est de dimension 1 sur R(T).

Démonstration. Soit n > 1 tel que 1 + P" C kerw. Notons &, la fonction
caractéristique de 1 +P*, k > 1. On considére le morphisme

A, — R(T)
A= A(D,).

On va montrer qu’il est injectif ce qui achévera la démonstration du lemme.
En effet, supposons que A (®,) = 0. Par la définition (a), A (Px(a-)) =
A(Py), pour k >n,a€l+P"et A€ A,. Comme

P, = Z Py, (CL'),

a€(14Pn)/(1+PF)

on a que
A (@) = ¢"FA(®,) =0, pour k > n.

Puisque toute fonction ® € Sk(F*) est une combinaison linéaire de
translatés des @y, k& > n, A(®) = 0 pour toute fonction & € Sg(F™).
Ainsi A (@) = 0 pour & € Sg(F) ne dépend que de la valeur ®(0). Donc
A(®(a-)) = A (P), pour tout a € F* et (a) implique alors que A (®) = 0 et
donc que A = 0. O]

1.2.7. Fixons un caractére 1) de F' et notons dz la mesure auto-duale pour
¥. On calculera a partir d’ici les transformées de Fourier par rapport a cette
mesure.

Théoréme. Soit w un caractére de F'*. Il existe une unique fraction ration-

nelle v(T,w,v) € R(T) telle que
Z(@,T,w)y(Tw,¢) = Z (3¢ T,

pour toute fonction ® € S(F).
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Démonstration. D’aprés le lemme précédent il nous suffit de prouver que
N : P Z (D, T,w)et A\ : P— Z (CD,q*lel,ufl) appartiennent tous les
deux & A,. On a déja vu ca pour Ay et pour A; il suffit de remarquer que :

(I)/(CL\') = |a|EI\>(a_1~).
[

1.2.8. On termine maintenant la preuve du théoréme 6, pour la paire duale
(GL,(F),GLy(F)). D’abord, montrons que, pour tout caractére w de F*,
ww i FX x F* — R* est un quotient de o.

Supposons w # 1, et montrons que la distribution w (x) dp*(z) se reléve
en une distribution dans S’ (w). Si w # 1, alors P, (1) # 0, et donc la
distribution A € S’ (w), donnée par

ANP)=272(9,1,w),

pour ® € S, est bien définie. On trouve ainsi que w ® w™!

de o.

Siw =1, et ¢ £l mod [, on va montrer que le fait que P, (1) = 0
implique que la distribution du™(z) ne se reléve pas en une distribution dans
S’ (w). En effet, la pré-image de dp*(x) dans S’(F') n’est pas F'*-invariant :
explicitement, la distribution \g € S’(F’), définie par

, est un quotient

N (®) = Z (@ — 3(0) Dy, 1,w),

nous donne une pré-image de dp* (z) dans S'(F). Or, les distributions r(w)\g
et A\ coincident dans S(F*) et donc différent d’une distribution a support
dans {0}, d.e. il existe ¢ € R tel que r(@w)\g — Ao = ¢dp. Si A\ était F*-
invariant, on aurait ¢ = 0. Or :

c = (r(@)o— Ao, Do)
N /F Do(wa) — Po(x)dp™ (x)
= (0.

Donc, si ¢ 1 mod [, alors Ay n’est pas F'*-invariant, ce qui achéve la preuve
du théoréme.

Remarque. Si ¢ = 1 mod [, on trouve deux entrelacements non propor-
tionnels entre o et 1 ® 1, donnés par :

1. & — ®(0),
2. & Z(d,1,1).
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1.3 Calcul des facteurs gamma et epsilon

1.3.1. On définit ¢ (T, w, ¢)) par 'équation

LT
L(T,w)

V(Tow,¢) =¢e(T,w,9)
L’équation fonctionnelle 1.2.7 s’écrit alors sous la forme plus usuelle :

Z <§,q*1T*1,w*1>
L(g7'T"w™)

Z(®,T,w)

L(T,w) e(Tw,y) =

Lemme. 1. ¢(T,w,v) est indépendant de .
2. e (T,w,v,) = w(a) |a| > T @e (T,w, ), pour tout a € F*.

3. La fonction e (T,w, ) vérifie 'équation fonctionnelle
€ (Ta W, w) € (q_lT_17 w_lv ¢) - w(_l)

4 2 (Tow,0) = Z (B, T4 0 t) JL (g T w ).
5. ¢(T,w,) est de la forme A(),w)T™V) | A(Y,w) € R*, n(v,w) € Z.

Démonstration. (1) est une conséquence du fait que v (T,w, ) et L(T,w)
sont indépendantes de P.

(2) est une conséquence directe de 1.2.2.(4).

Le théoréeme 1.2.7 nous dit que

Z(®,T,w) 7 (T,w,9) = Z (cB, q*lel,ufl) .

On applique cette formule deux fois et on trouve

Z (D, T,w)vy(T,w, )y (q_lT_l,w_l,w) =7 <$,T, w) )

Alors, puisque la mesure est auto-duale, Z (CTD,T, w> =w(-1)Z(P,T,w) et
donc
V(Tw )y (T T Hw W) =e(Thw, ) e (¢ T w ™ 9) = w(=1).

(4) est une conséquence de I’équation fonctionnelle 1.3.1(b) et du lemme
1.2.5. Ainsi ¢ (T, w, ) et 5(T,w,z/1)_1 sont des polynomes en T et T—! et
'équation fonctionnelle de (3) nous donne alors (5). O
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1.3.2. Le but de cette section est d’expliciter les constantes A(i,w) et
n(¢Y,w). Le lemme précédent nous dit qu’il suffit de les calculer pour un
choix quelconque de 9 et nous donne une méthode pour y parvenir. Dans la
section prochaine on verra une autre facon de faire ce calcul pour R = I}, par
réduction modulo [, une fois que 'on connait le résultat en caractéristique 0
(cf. [Ku2|, par exemple).

On va fixer donc le caractére ¢ en le supposant de niveau 0. On considére
dx la mesure de Haar sur F' auto-duale pour ce choix, i.e. telle que le volume
de O soit 1. Posons d*x = qfl—;. C’est la mesure de Haar sur F'* telle que le

volume de 1+ P est 1. On définit la fonction ®, par :

1. Si L(T,w) = m, alors ®o =1/(¢ — 1)10.

2. Si L(T,w) =1, alors

o {11+7> si w est non ramifié (et ¢ =1 mod 1)
O =

¢" 11 pr  si w est ramifié de niveau k.

Proposition. Soit w un caractére non ramifié

1 st q#Z1 mod [
—w N @w)T sig=1 mod .

e(T,w, ) = {
En particulier n (¢, w) = 1.
Démonstration. Avec notre choix de @,

Bo() Py () sig#l mod
€Tr) =
" Y(x)lp-r sig=1 mod Il

Si ¢ #1 mod [ le résultat est maintenant immédiat. Sinon, on calcule :
Z (&)\O,T_l,w_1> = Z / Y(z)w N (z)d s T™N
N>—1Y =g~

= . (z)w N (2)d*zT
= —Y0)wH(@)T
= —w i (=)T.
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Proposition. Soit w un caractére ramifié de niveau k

€ (Tﬂdﬂﬁ) =dq Z w (wk )71 ¢ (’Wkl') Tk

mEOX/(H-’P’“)
En particulier n (¥, w) = k.

Démonstration. Avec notre choix de @,

~

Po(z) = P(x)1p-+,

et donc

Z(&)\O,q’lT’l,w’l> = Z /| ww(x)w’l(x)dqu’NT’N

N>k

= / () (z)d* gt T"
|z|=q"

= Y(whr)w ™ (whz)d* xg"T"
Ox
= g Z w (wkx)_l Y (wkx) T".

20 /(1+P*)

1.4 Réduction modulo [

1.4.1. Dans ce paragraphe on calcule les facteurs epsilon et gamma quand R
est de caractéristique positive, d’'une facon différente, par réduction modulo
l. Supposons R = Q; un cloture algébrique de Q; ; son anneau des entiers sera
noté 7Z; et F; son corps résiduel qui est isomorphe a une cloture algébrique
de ;. Notons Sz (F) le sous-module de Sg; (F) des fonctions a valeurs dans
7Z;. Notons aussi , ©* des mesures de Haar sur F et F* respectivement &
valeurs dans Z; et i, i* des mesures de Haar sur F' et F* respectivement 2
valeurs dans F; telles que, si I'on note 7, : Z; — I, la réduction modulo { (cf.
2.1.10), on ait

n () = 7
n(p(1+P) = @
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Ainsi, pour toute fonction ® € Sz (F) et toute fonction W € Sz (F*)

rl ( /F o (z) du(a:))
rl (/F U () dm(x))

On déduit que, si w est un caractére a valeurs dans ZX, pour toute
fonction ® € Sz (F)

/F r (@ (2)) da(x)

[ v @) o)

r(Z(®,T,w))=Z (r (®),T,r (w)). (a)

Lemme. Le polynome L (T,r (w))™" divise r, (L(T, w)fl) dans 'anneau
F[1,7-1).

On n’a pas toujours un égalité.

Démonstration. Puisque w est un caractére a valeurs dans ZX, la fonction
L(T,w) € Z; (T). I suffit donc de montrer que, pour toute ® € Sg- (F)

Z(®,T,r (w)r (L(T,w) ' €eF [T, T7"].

Relevons @ en @ € Sz (F) . On a bien

r (2 (8,7.w)) = 2 (n(®),T,r ().
Alinsi, puisque
Z(8.Tw) L(Tw) " €L [1,T7],
par réduction modulo [, on trouve que
r <Z (EIS,T, w)) r (L(T,w)™Y) e F [T, 7],

et donc
Z(®,T,r (w))r (L(T,w) " € F [T,T7"].

]

1.4.2. On vérifie que la proposition 1.2.2 est toujours correcte pour R = 7
et que, si ® € Sz (F), alors ® € Sz (F) si I'on calcule la transformée de
Fourier en utilisant la mesure auto-duale par rapport a v, un caractéere de F
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N > X N « e
a valeurs dans 7Z; . Remarquons qu’alors 7;(¢)) est un caractére non trivial

de F; tel que
7"1 (@) — 7 ().
L’équation 1.4.1(a) nous montre que
Y (T7 T (Ld) Tl (W) =1 (,-)/ (T7w7 ¢)) :

Quant a la réduction modulo [ du facteur epsilon, I’équation 1.3.1(a) et
les calculs précédents nous donnent

Proposition. 1. Siq¢#1 mod [ ou si w est ramifié,
e(T,r (W), m(¥)) =ri(e(T,w,1)).
2. Siq=1 mod ! et que w est non ramifié
e(T,r(w),r () = (—w (@) T)ri(e(T,w,¢)).

Démonstration. En effet, si g =1 mod [ et que w est non ramifié, on a

On retrouve ainsi les résultats de la section précédente.
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Chapitre 2

Représentations de G Ly,

2.1 Theéorie générale

2.1.1. Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle
p > 0, D une algébre a division de centre F' de dimension finie d? sur ', O
son anneau des entiers, P = wO un idéal maximal, @ une uniformisante,
kp = O/P son corps résiduel et ¢ le cardinal de kp. Soient aussi R un corps
algébriquement clos de caractéristique | # p (éventuellement nulle) et n et
m des entiers strictement positifs.

On note M,,,, (resp. M,,) I'ensemble de matrices n x m (resp. n X n)
a coefficients dans D et Nrdp, : M, — F la norme réduite. Le groupe
GL,(D) des matrices inversibles dans M,, sera noté G,. Le groupe trivial
sera noté Gg. Les sous-groupes

7

GL, (O) sii=0
1+ @'GL, (0) sii>1

forment un systéme fondamental de voisinages de 'identité dans G,,.

On dit que [ est banal si [ ne divise pas l'ordre du groupe fini GL,(kp).
Notons que cette définition dépend de ’entier n.

A toute partition (ordonnée) o = (nq,...,n,) de lentier n, correspond
une décomposition en blocs de matrices carrées d’ordre n;. On notera G, le
sous-groupe de G, formé des matrices inversibles diagonales par blocs, P,
(resp. P,) le sous-groupe formé des matrices triangulaires supérieures (resp.
inférieures) par blocs, et U, le sous-groupe de P, formé des éléments dont
les blocs diagonaux sont des matrices unité. Alors P, est conjugué a Py dans

35
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G, avec @ = (n,,...,ny). On écrira les matrices p € P, sous la forme
ma
ma Ui
p= 7 (a)
0 m,

ou m; € Gy,.

2.1.2. Mesure de Haar. Pour tout groupe localement profini H, on note
Sgr (H) le R-espace vectoriel des fonctions ® : H — R localement constantes
a support compact.

Une mesure de Haar sur H & valeurs dans R est une forme linéaire pp
non nulle sur Sg (H) qui est invariante par translation a gauche par H. On
note souvent :

o (@) = /H & (h) dyg (1)

S’il existe un sous-groupe compact K de H de pro-ordre inversible dans
R, il existe toujours une mesure de Haar sur H telle que le volume de K soit
1 (ef |Vil, 1.2]) et une telle mesure est unique.

De la méme facon on peut définir une mesure de Haar a droite vg. On
définit le module de H comme 'unique caractére oy : H — R* tel que dguy
soit une mesure a droite sur H.

Exemple. a) Si H = G, alors dg, = 1.
b) Si H est groupe profini alors éy = 1.
c) Si H = P, de type (ny,...,n,) alors 6p (p) = ¢*®

d(m) = Z (an - Zm) vr (Nrdm;),

i=1 \j<i j>i
avec les notations de 2.1.1(a) et out Nrd est la norme réduite.

2.1.3. Mesure semi-invariante. Soit H un sous-groupe fermé de G,,. 1l existe
alors (cf. [Vil, 1.2.8]) une forme linéaire non nulle 7, unique & une constante
prés, G, invariant a droite sur l'espace Sk (H\G, dy) des fonction f : G, —
R localement constantes a support compact modulo H telles que f(hg) =
du(h)f(g) pour tout h € H et tout g € G,.

Si H = P, par la décomposition de Iwasawa, G = PK,, la restriction a
Ky nous donne un isomorphisme

SR (P\G,dp) — SR ((Pﬂ Ko) \KU, 1) .
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La mesure semi-invariante v induit, par restriction, une mesure semi-inva-
riante sur Sg ((P N Ky) \ Ko, 1). Ainsi, si [ est banal, la restriction de la me-
sure de Haar sur Ky a Sg (P N Ky) \ Ko, 1) est aussi une forme linéaire non
nulle et donc elles sont égales a une constante prés.

Remarquons que, si [ est non banal, la restriction de la mesure de Haar
sur Ky a Sg ((P N Ky) \ Ko, 1) peut étre la forme linéaire nulle et donc, dans
ce cas, avec les notations habituelles, la formule

/G f(g)dg = /P /K f(pk)dpdk

2.1.4. Définissons v : G, — R par v(g) = |Nrdm, (9)|p, oit | | est la valeur
absolue normalisée sur F' (par abus de notation on ne fera pas de distinction
entre v agissant sur G, pour différents n). On fixe une racine carrée ¢*/? de
q dans R*, ceci permet de considérer de puissances demi-entiéres de v.

Dans cette thése on ne considérera que des représentations lisses et le mot
représentation voudra toujours dire représentation lisse. On notera Alg (G)
la catégorie des représentations de G.

On note 7(n,,...n,)m (T€SP. T(ny....n,).n) le foncteur de Jacquet normalisé (cf.
[Vil, I1.2.1]) associé au parabolique standard P, (resp. P,).

Etant donnée une représentation p; de chaque G,,,, on note aussi

n’est plus valable.

p1LX e X py

la représentation indg: (p1,®- - ® pr ® 1y, ), ot I'induite est normalisée. Puis-
que [ # p, le foncteur de Jacquet et le foncteur d’induction sont exacts (cf.
[Vil, I1.2.1]).

On a une réciprocité de Frobenius. Soient (nq, ..., n,) une partition de n,
pi des représentations de chaque G,,, et ™ une représentation de GG,,; on a un
isomorphisme canonique :

Hom (7, p1 x -+ x p,) = Hom (r(n,,..n)n(7), 1 @ -+ @ py) . (a)

-----

Si m est admissible (en particulier, si elle est irréductible) on a aussi (cf.
[Vil, I1.3.8]) un isomorphisme de réciprocité a la Casselman :

Hom (p; X -+ X p,, ) ~ Hom (p1 QR pr,?(m,,,,,m)m(ﬂ)) ) (b)

Remarquons que I'on ne suppose pas que les p; soient admissibles. Cet iso-
morphisme est également vrai pour m une représentation quelconque si ’on
suppose R = C (c¢f. [Ber, Theorem 20]).
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2.1.5. On notera Irr(G,,) 'ensemble des classes d’équivalence de représenta-
tions irréductibles de G,,, R, le groupe de Grothendieck de la catégorie des
Gp-modules de longueur finie identifié au Z-module libre de base (7), cp,.(q,)
remarquons que pour n = 0, Go = {0} et donc le groupe de Grothen-
dieck Ry =~ Z. Le sous-semigroupe de R, qui consiste en des sommes finies
T+ -+ on m; € Irr(G), k> 0 sera noté R Posons

R = @Rn,

n>0

R* = PR,

n>0

Sim,m € Ronnote m <mysim—m € RT.
On note s.s.(7) (ou JH(7)) I'image de 7 dans R pour toute représentation
de longueur finie 7. On définit sur R une multiplication

m(p1 ® pa) =s.8.(p1 X p2).

Si 7 est une représentation de G,, on notera gr(m) = n et 7 la contragré-
diente de .
Si 7 est une représentation de longueur finie, alors

s.s.(1) = GB M.

mi€lrr, 1<i<r

On dit que les m; forment une suite de composition de 7 ou bien que 7 est
composée des représentations irréductibles ;. On dit que m; est la multipli-
cité de m; dans 7.

2.1.6. On note Irr 'union disjointe

Irr = U Irr(Gy),

n>0

C le sous-ensemble de Irr formé de représentations cuspidales, i.e. les repré-
sentations irréductibles p telles que r¢,, n.)n(p) = 0 pour toute partition
non triviale (nq,...,n,) de n, avec gr(p) = n.

On pose aussi C® le sous-ensemble de Irr formé de représentations su-
percuspidales, i.e. les représentations irréductibles p telles que p n’est pas

sous-quotient d’une induite p; X --- X p,. avec r > 2. Toute représentation
supercuspidale est cuspidale et la réciproque est vraie si [ est banal (¢f. [Vil,
11.3.9]).

Toute représentation irréductible 7 est sous-module d’une représentation
de la forme p; x - -+ X p, avec les p; € C. De plus, U'ensemble {p1,...,p,} est
uniquement déterminé a 'ordre prés (cf. [Vil, 11.2.20.]) et sera noté supp(r).
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2.1.7. Pour toute représentation 7 admissible de G dans un R-espace vec-
toriel V, un coefficient de 7 est une fonction f : G — R de la forme
f(z) = (7 (z)v,v) ot v € V,v € V sont fixés, ou une combinaison linéaire
de telles fonctions. Si 7 est irréductible, on peut identifier canoniquement
I’espace des coefficients a la G x G-représentation 7 ® 7™ ou G X G agit par
translation a gauche et a droite.

Tout coefficient f d’une représentation cuspidale 7 est a support com-
pact modulo le centre (cf. [Vil, 11.2.7.] ). D’ailleurs, il existe un sous-groupe
compact H de G, de pro-ordre inversible dans R (H étant un sous-groupe
du sous-groupe unipotent U de G qui est de pro-ordre inversible dans R) tel
que

/H f (gh)du(h) =0 pour tout g € G. (a)

2.1.8. Lemme géométrique combinatoire (cf. [Zel, 1.6.]). Soient [3,~ deux
partitions de n, 5 = (ny,...,n,), v = (my,...,mg) et pour i € {1,...r} soit
p; une représentation de G,,. On veut calculer la suite de composition de

r(ml,...,ms),n (pl X X pr)
Notons M?7 I’ensemble des matrices b = (b; ;) telles que

1. Les b; ; sont des entiers positifs,
2. > ;bij=mnipourtouti=1,...,7r;% b ; =m;pourtouti=1,...,s.
Fixons b € MP7 et notons (3; la partition (b;1,...,b;) de n; et v; la

partition (bljy ceey brj) de m;.
D’aprés |Vil, I1.2.1], les 73, »,(pi) sont de longueur finie. Supposons alors

IH (5,0, (p0)) = {0, 0o} o

(2 (2 (2

ng) = Ul(f) & - ®0§§), UZ(]’-C) € Irr (Gbij) , kE=1,... 7.
Pour tous kq, ..., k, on pose
o; = ng;l) X 051;2) X oee X 07(];-’"), 1<k;<ry,

représentation de Gy, et
U(k?l,...,kT>:O'1®O'2®"'®O'S,

représentation de G.
Alors, d’aprés |Zel, 1.6.], les o(k1, ..., k) quand on fait varier (ki,...,k,)
et b € MP7 forment une suite de composition de T (1 ey )m (pl X -+ X pr).

2.1.9. Une conséquence immédiate est le lemme ci-dessous :
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Lemme 2.1.9.1. Avec les notations précédentes, supposons que pour tout 1,
1 <@ <r, toute partition (non nécessairement propre) 3; = (b1, bio) de n; et
k k k .
=0l @0’ € TH (1)) on ait

1. Ou bien supp (ai(f)> ¢ U supp(pj);

1<j<i-1

tout o

2. Ou bien supp (01(5)) SZ U  supp(p;).

i+1<j<r

Alors p1 ® - - - ® p, apparait avec multiplicité 1 dans JH (rg,, (p1 X --- X p;)).

Démonstration. D’aprés ce qui précéde 75, (p1 X -+ X p,.) est composé des
o(ky, ..., k.) quand on fait varier (ki,...,k,) et b € MPP.
ny

T2
Sib= , € MPP alors o(ki,....k) =p @ @ p,

n”"
et k; = 1 pour tout .
Il suffit donc de montrer que pour tout b € M54, b non diagonale, et tout
(k1,..., k), p1 ® -+ ® p, n’est pas un sous-quotient de o(ky,..., k). Or, si
b# Id,, il existe j < i et j' > i’ tels que b;; et byj solent non nuls. Soient

ip=min{i:3j <i,byj #0}  jo=min{j: by; # 0},
26 = max {2/ : El]l > il, bi'j’ 7£ O} j(/) = max {], : bz6]/ # O} .

Par I'hypothése (1), puisque jo < i, pour tout k;,, a§f;ig) ¢ supp pj, et
donc, pj;, ne peut pas étre un sous-quotient de o;,. Ainsi, p; ® --- ® p, n’est

pas un sous-quotient de o (ky, ..., k).

. . . (ki)
Par I'hypothese (2), puisque jy > 4j, pour tout Ay, Ui{)jg ¢ supp Py, et
donc, pj; ne peut pas étre un sous-quotient de oj,. Ainsi, p; ® - -+ ® p, n’est

pas un sous-quotient de o (ky, ..., k). ]

Corollaire 2.1.9.2. Avec les notations précédentes, supposons que pour tout
i, 1 <i <, toute partition B; = (b, biz) de n; et tout ai(k) = ai(f) ® ag) €
JH (rﬁmni<pi)) (resp. € JH (F,Biyni (pl))) on ait

1. Ou bien supp <0§f)> ¢ U supp(p));

1<j<i—1
2. Ou bien supp (Ug)> ¢ U supp(p)).
1+1<j<r
Alors p1 X -+ X pr a un seul sous-module (resp. quotient) irréductible et sa

multiplicité dans 'induite est égale a 1.



2.1. THEORIE GENERALE 41

Démonstration. C’est une conséquence du lemme qui suit et du précédent.

]

Lemme 2.1.9.3. Supposons que p; @ --- @ p, apparait avec multiplicité 1
dans

JH (rﬁm (pl XX pr))
(resp.  JH (T, (p1 X -+ X p;)).)

Alors p1 X -+ X p. a un seul sous-module (resp. quotient) irréductible et sa
multiplicité dans ['induite est égale a 1.

Démonstration. Supposons qu’il existe m et my deux sous-modules irréduc-
tibles de p; X --- X p, et posons ™ = 7 b my. Ainsi

dim (Hom (7, p; X -++ X p,)) > 2.
Par 2.1.4(a), on trouve
dim (Hom (rg, (7) ,p1 ® - - ® p,)) > 2.

Or, par l'exactitude du foncteur de Jacquet,

JH (rgn (1)) < JH (rgn (pr X -+ X pr)) -

On trouve donc que p; ® - - - ® p, apparait avec multiplicité au moins 2 dans
JH (rgn (p1 X --+ X p,)) ce qui est absurde, par hypothése.

Le méme argument en utilisant 2.1.4(b) au lieu de 2.1.4(a), nous montre
I’autre assertion. ]

2.1.10. Réduction modulo [. Supposons que R est égal & Q. Soit £ un corps
tel que Q; C E C Q. Une représentation (w,V) est réalisable sur E s'il
existe une E-représentation (wg, Vi) telle que (m,V) se déduise de (mg, Vi)
par extension des scalaires, i.e. est isomorphe & I’espace Q; ® Vi muni de
Iaction 1d @ 7g.

Toute Q;-représentation irréductible est réalisable sur une extension finie
de Q; (¢f. [Vil, 11.4.7]) et la propriété d’étre réalisable sur une extension finie
de Q; est stable par induction, par 'action du foncteur de Jacquet et par
sous-quotient (cf. [Vil, 11.4.10]).

Une représentation (7, V') de G est dite l-entiére si elle est admissible et
V contient un sous-Z;-module libre L C V qui engendre V (i.e. un réseau)
et qui est stable par .

On dit que le réseau L provient d’une extension finie £ de Q; s’il existe
un Op-réseau Ly de V (Op étant 'anneau des entiers de E), libre sur Op et
de type fini comme GOg-module tel que L ~ Lz ®o, Z;. On note A I'idéal
maximal de Z;.
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Proposition. Soit (m, V) une représentation l-entiére et soit L un réseau de
V. Si la Fy-représentation L/AL est de longueur finie alors la semisimplifiée
s.s. (L/AL) est indépendante du choix de L et sera notée (7).

Démonstration. Cf. |Vil, 1.9.6]. O

Proposition. Soit (7,V') une représentation irréductible, l-entiere et soit L
un réseau de V. Alors L/AL est de longueur finie et donc 1 (m) est bien
défini.

Démonstration. D’aprés [Vil, I11.5.10], (7, V) a un réseau L provenant d’une
extension finie £ de Q. D’aprés [Vil, I1.5.11.b], L/AL est alors de longueur
finie. O]

Corollaire. Soit (m,V') une représentation de longueur finie, l-entiére et soit
L un réseau de V. Alors L/AL est de longueur finie et donc r(7) est bien

défini.

Proposition. Soient (p;,V;), 1 < i < r, des représentations irréductibles,
l-entiéres. Alors la représentation py X - -+ X p, est l-entiére, r; (py X -+ X p;)
est bien défini et on a

ri(pr X ...pe) 21 (pr) X X (pr)

Démonstration. Puisque les (p;,V;), 1 < ¢ < r, sont des représentations
irréductibles, [-entiéres, alors, si I’'on note L; des réseaux de V;, 1 <17 < r, les
L; proviennent tous d’une extension finie £ de ;. Ainsi, le réseau Ly X - - X L,
(cf. [Vil, 11.4.14¢]) de py X -+ X p, provient aussi de E et clairement on a :

re(pr X X opr) 2 (pr) X X (py)

O

Proposition. Soit (m, V) une représentation l-entiére et soit L un réseau de
V.. On suppose que le réseau L provient d’une extension finie E de Q;. Alors
pour toute partition o de n la représentation r, (7) est aussi l-entiére et on
a:

7 (ra (m)) = 14 (11 (7))

Démonstration. Le réseau r, (L) (cf. [Vil, I1.4.14d]) provient aussi de E d’ou
la proposition. O
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On dit que 7 est l-irréductible si r; (7) est irréductible (¢f. [Vi3, 13.4.(c)]).
On dit qu’une F;-représentation 7 se reléve s'il existe 7 une Q-représen-
tation [-entiére telle que
T (m) =T

Quand D = F (¢f. [Vil, II1.5.10]), toute représentation cuspidale &; se reléve
en une représentation cuspidale o;. il serait intéressant de savoir si cette
propriété est vraie pour D quelconque.

2.1.11. Pour un ensemble X, M (X) sera ’ensemble de tous les multi-ensem-
bles dans X, i.e, des fonctions m : X — N a support fini. On définit la somme
de multi-ensembles de facon naturelle.

Si Q€ M (C), on notera

Q= "Q(p)er(p).

peC

2.1.12. On sait (¢f. [Vil, I1.2.8]) que toute représentation irréductible de G
est admissible et a un caractére central. Soit w un caractére de F'* la catégo-
rie des w-représentations, i.e. des représentations de caractére central w, est
une catégorie abélienne. Lorsque [ est banal, toute représentation cuspidale
est projective dans cette catégorie (cf. [Vil, 11.3.9]).

On suppose dans le reste de ce paragraphe que R est de caractéristique
[ banale.

Soit 2 un multi-ensemble de représentations cuspidales, avec |Q] = n.
On note Fin(G),) la sous-catégorie pleine de Alg (G,) des représentations de
longueur finie et F'in,, (2) la sous-catégorie pleine de Fin(G,,) telle que pour
tout sous-quotient irréductible 7 de tout élément dans F'in, (£2), supp(n) =
Q.

Alors (cf. [Cas, Theorem 7.3.2|, sa démonstration marche bien en carac-
téristique banale, parce que les représentations cuspidales sont projectives
quand on fixe le caractére central) la catégorie Fin(G,) est produit direct
des blocs Fin, (2) quand Q parcourt tous les multi-ensembles de représen-
tations cuspidales de G,, avec |Q| = n.

On veut dire par cela,

1. Tout m € Fin(G,) est une somme directe de représentations m; €
2. Hom (7TZ',7Tj> =0simm € Fin, (Qz> et Qz # Qj.

Soient n,m deux entiers positifs, n < m, 7 est une représentation de
longueur finie de G,,. Il existe €2;, Q2 € M (C), 4| = n, }Q” = m — n,
1<i<r 1<5<s Q #Qusii#d et Q) #Qsij# j tels que
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la représentation 7, m—n)m(m) de G, X Gp—p (étant de longueur finie) se

décompose :
T(n,mfn),m<7r) - @@H@j

i=1 j=1

avec tout sous-quotient irréducitble de II; ; de la forme m; ® 7T;- ou m; € €); et
;€ .
Ainsi, si p une représentation irréductible de G,,, avec supp (p) = €2;, on

pose
Jan<7T) = @ Hi,j’

1<j<s
et si p’ une représentation irréductible de G, avec supp (p') = €2, on pose

Eﬂ(ﬂ') = @ Hi,j-

1<i<r

Remarquons que Jac,(m) et Jac, (7) ne dépendent que du support cuspi-
dal de p et p'.

Proposition 2.1.12.1. Supposons qu’il existe p € Irr(G), V € Irr(Gyey)
telles que p @ V' soit un sous-quotient de T’(n’m_n)7m(71'). 1l existe alors p' une
représentation irréductible avec supp (p') = supp (p) et une représentation
V'€ Irr(G,,_y) telles que 7 soit un sous-module de p' x V.

Démonstration. Soit p’ ® V' un quotient irréductible de Jac,(m). Alors p’ est
une représentation irréductible avec supp (p') = supp (p) et, puisque

Hom (r(mm_n)m(ﬂ), Jan(ﬂ')) #0

et
Hom (Jac,(m),p' @ V') #0,
alors
Hom (’I"(nym,n),m(ﬂ'), o ® V’) #0,
et, par réciprocité de Frobenius on trouve ’énoncé de la proposition. O

Dans le cas particulier ou p € Irr(G,,) est une représentation induite par
une seule cuspidale!, i.e p = a x --- x «, avec a € C, la proposition 2.1.12.1
devient :

Corollaire 2.1.12.2. Si Jac,(m) # 0 (resp. Jac,(m) # 0), il existe V' €
Irr(G o) telle que 7 soit un sous-module de p x V' (resp. V' x p).

1On verra (cf. 2.3.1) qu’une telle représentation est toujours irréductible si [ est banal
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Démonstration. Toute représentation irréductible p" avec supp (p') = {«, ... a}
est, par hypothése, de la forme p' = p. ]

2.1.13. L’algébre de Hecke. Soit G un groupe défini sur F', dp une mesure
de Haar sur G et notons Hgr (G), 'algébre des fonctions f : G — R locale-
ment constantes a support compact munie du produit de convolution, noté
x. Hr (G), est appelée algéebre de Hecke de G, et on a (c¢f. [Vil, [.4.4]) un
isomorphisme de catégories entre :

1. La catégorie de représentations G.
2. La catégorie de modules sur Hg (G).

On passe de 'une a 'autre par la formule :
w(@)v= [ om)m ) vdu (),

pour toute représentation (7,V) de G et o ¢ € Hgr (G), v € V.
Pour tout sous-groupe compact K de G de mesure non nulle, posons

() = {M(K)—l sizeK
0 six ¢ K.

La sous-algebre Hg (G, K) de Hg (G) définie par
Hr (G, K) = ek * Hp (G) x ex

est appelée l'algebre de Hecke relative a K et, si K = K;, 1 > 1 et [ est banal,
on a (cf. [Vil, 11.3.12]) un isomorphisme de catégories entre :

1. La catégorie de représentations V de G engendrées par VE
2. La catégorie de modules sur Hg (G, K).

On passe de 'une a 'autre par les formules :

fx @ Vi VE
gk Mw— Hgr(G) Qnp(a,x) M.

pour toute représentation V' de G et tout Hg (G, K)-module M. Le foncteur
fx est exact et, si V' est une représentation de G cyclique engendrée par
un vecteur K-invariant v, alors le Hy (G, K)-module VX est aussi cyclique
engendré par v (cf., par exemple, [Laz|).

Lorsque K est de mesure non inversible, on peut encore définir les algébres
de Hecke relatives (cf. [Vil, 1.3.3]) Hg (G, K) mais le foncteur fg, bien qu’il
soit défini, n’est plus exact.
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2.1.14. Commutativité de l'algébre R. Soient m; € Irr(G,, ), ma € Iir(G,,).
Dans ce paragraphe on va montrer que, si [ est banal,

S.8. (m X ma) 2 s.s. (Mg X ™).

Dans le cas ou la caractéristique de R est nulle on pourrait utiliser I’ar-
gument classique, a savoir, on montre que les caractéres traces des représen-
tations irréductibles de G,, sont des fonctions localement intégrables |Lem]
et on vérifie comme dans [Dij| que les caractéres traces des représentations
T X My et Ty X m; sont égaux.

Ici on va utiliser un autre argument classique d’irréductibilité générique
et appliquer les résultats de [Dat].

Notons ¥ I’ensemble

U = {(&, &) : & caractére non ramifié de Gy, } .

Les caractéres non ramifiés de G; sont de la forme (¢f. [Vil, 1.3.8.3]) 1 o Nrd
ol 9 est un caractére non ramifié de F’*.

Ainsi ¥ ~ R*? et donc ¥ a une structure de variété algébrique définie
sur R. Pour chaque (&,&) € U, (&,&) correspond a un couple (s,u) € R*?
et on notera

(m1(s), ma(w)) = (M€, mas) -

On va montrer que
s.8. (m1(s) x ma(u)) = s.s. (ma(u) x m(s)),

pour tout (u,s) € R*2.

D’aprés [Dat, Theorem 5.1|, m1(s) X ma(u) et ma(u) X m1(s) sont irréduc-
tibles pour (u, s) générique. Par le lemme géométrique, mo(u) ® m1(s) est un
sous-quotient de

T(nan)mi+ns (T1(8) X Ta(u)) .

On voit que, pour (u, s) générique, tous les sous-quotients de la représen-
tation 7(n, 1)y 4ns (M1(8) X ma(u)) sauf mo(u) ® m1(s), par le lemme géomé-
trique, ont des caractéres centraux différents du caractére central de mo(u) ®
m1(s). Ainsi, pour (u,s) générique, mo(u) ® m(s) est un facteur direct de
T(ngmi)mitns (T1(5) X m2(u)) et donc

Hom (T(nz,m),m-&-m <7T1(8) X 7T2(u)) 77T2(u) ® (5>) 7£ 0
< Hom (m(s) X ma(u), m(u) x m(s)) # 0.

Puisque 71 (s) X mo(u) et ma(u) X m1(s) sont irréductibles, on a donc que

m1(s) X mo(u) =~ mo(u) X m(s),
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pour (u, s) générique.

Pour tout n > 0 et tout (u,s) € R*? notons V,,(u, s) (resp. W, (u, s)) le
sous-espace de 1 (s) X ma(u) (resp. mo(u) x m1(s)) des vecteurs K,-invariants.
C’est un espace de dimension finie sur R.

D’aprés 2.1.13, V,,(u, s) (resp. W, (u, s)) est un H(G, K,,)-module. On va
montrer que

s.s. (Vi(u, s)) ~=s.s. (Wy(u,s)). (a)
en tant que H(G, K,)-modules, pour tout (u,s) € R*2.
D’aprés ce qui précede et 2.1.13, pour (u, s) générique et tout n € N on a

Vi(u, s) ~ W, (u,s).

en tant que H(G, K,,)-modules.
On a donc que pour (u, s) générique, tout n € N et tout h € H(G, K,,) on
a une égalité des polynomes caractéristiques de h sur V,(u, s) et W, (u,s) :

Pcar,Vn(u,s)<h> = Pcar,Wn(u,s)(h)- (b)

La fonction qui a chaque (u, s) € ¥ associe les coefficients des polynomes
caractéristiques d’un élément h € H(G, K,,) dans V,(u, s) (resp. W, (u, s))
est une fonction réguliére de la variété U car ces coefficients dépendent po-
lynomialement des coefficients de la matrice de h. L’identité (b), vraie pour
un ensemble dense, est donc vraie pour tout (u,s) € ¥, tout n € N et tout
h € H(G, K,,).

Lemme. Soient A et B deuz H(G, K,,)-modules de dimension finie sur R
telles que tout h € H(G, K,,) on a une égalité des polyndomes caractéristiques
de h sur AetB :

Pcar,.A(h) = Pcar,3<h)'

Alors
s.s.A~s.s. B.

en tant que H(G, K,,)-modules.

Démonstration. En effet, si

s.s. (A) = dd; M, s.s.(B) = @e;M;,

el el

et, d;, # ei,, d’aprés [Bou, §2, n°2, cor 2 du Th. 1], il existe hg € H(G, K,,)
tel que

h|Mi0 = lu,
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Alinsi, puisque
Pcar,A(h(J) = Pcar,B(hO)a

on a que
(A —=1)% = (X —1)%
et donc
dio = €j,-
]
Ainsi, pour tout entier n et tout (u,s) € R*% on a :
s.s. (Vi(u, s)) ~=s.s. (Wy(u,s)). (c)

en tant que H(G, K,,)-modules.

Lemme. Pour toute représentation de longueur finie 7, il existe n > 1 tel
que T soit engendrée par ses vecteurs K,-invariants.

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de 7. Si 7 est irréductible,
c’est une conséquence immeédiate du lemme de Schur. Sinon 7 est composée
de 7y irréductible et 7, de longueur strictement inférieure a la longueur de 7.
Par hypothése de récurrence il existe n > 1 tel que 7 et 7 soient engendrées
par ses vecteurs K ,-invariants d’ou le lemme. O]

Ainsi pour tout (u,s) € R*?, il existe n € N tel que V,(u,s) = m(s) x
mau) (resp. Wu, ) = ma(u) X 1(5)). O,

s.s. (Vi(u, s)) ~s.s. (Wy(u,s)).

en tant que H(G, K,,)-modules. La semisimplification commute au passage
aux vecteurs K, invariants et on a donc, d’aprés 1’'équivalence de catégories
2.1.13, que

s.8. (m1(s) x ma(u)) = s.s. (ma(u) x m(s)),

en tant que G-modules.

Dans le cas ot D = F' et | # 2 on peut aussi utiliser 'argument suivant :
Soient n un entier strictement positif quelconque et w ’élément de G,

0 ... 0 1
1 0

0 1

1 0 0
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On définit un automorphisme involutif ¢ de G,, par

i(g) = w'g™w,
pour tout g € GG,,. On en déduit une involution, encore notée i, de la catégorie
des R-représentations lisses de G,,. Il est clair que :

— si 7 est une représentation irréductible de G, i(7) est encore irréduc-
tible;

— 1 est un foncteur covariant exact. En particulier, pour toute représen-
tation 7 de G, les sous-représentations irréductibles de i(7) sont les
images par ¢ des sous-représentations irréductibles de 7 ;

— soient (nq, ..., n,) une partition de n et p; des représentations de chaque
G,

i(pr XX pr) 2i(pr) X o X (p1) s

— d’apres |GK] si 7 € Irr, alors? i(7) ~ 7.

Ainsi, par exactitude du foncteur i, pour toutes m € Irr(G,,),m €
Irr(G,,), si {r;} forment une suite de composition de 7 x my alors {7;}
forment une suite de composition de 73 X 71 et donc {7;}, par passage a la
contragrédiente, forment une suite de composition de my X 7 ce qui montre
que 'algébre R est commutative, dans ce cas.

Remarque. Si D # F la transposée d’une matrice inversible n’est pas for-
cément inversible et donc cette dualité n’est pas bien définie.

2.2 Représentations complexes de G L,

On suppose dans cette section que R = C et on fixera la racine de ¢ telle
que /g > 0. On va rappeler ici quelques résultats de [Tad]?.

2.2.1. Dans [Tad, §2|, on montre qu’il existe une fonction qui, a chaque
représentation cuspidale p associe un entier strictement positif s, tel que,
si p1 et py sont deux représentations cuspidales de GL,, (D) et GL,,(D),
ni,ne > 1 alors p; X po est réductible si, et seulement si

S —Ss
p1=V"lpy ou pp =V “Plpg.

Pour toute représentation p cuspidale on notera v, = v*.

2Leurs arguments sont valables en toute caractéristique [ # 2. En effet, le seul probléme
de leur preuve, pour ’étendre aux caractéristiques positives se trouve dans la démonstra-
tion du théoréme 6.10 de [BZ1], laquelle, a priori, n’est pas valable en caractéristique
=2

3Les preuves dans [Tad] sont écrites pour F un corps de caractéristique nulle mais ces
résultats sont aussi vrais (cf. 2.4.1) pour F de caractéristique quelconque d’aprés [Ba2].
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2.2.2. Soit p € C, n € N*. On pose

A= {p, Vpp, - - .,ygflp} :

On appelle A un segment et ’ensemble de tous les segments sera noté S.
On dit que A = {p, VpPy - -+ Vg_lp}, A = {p’, Vpp'y ... ,yg,l_lp’} sont liés
si AU A est encore un segment et A € A’ et A" € A.
On dit que A précede A’ g’ils sont liés et il existe 7 € A tel que p' = Tv,.
On dit que A > A’ ¢’il existe r € N* tel que

p=vyp, oubien p=p etn>n'

L’ordre ainsi défini n’est total que si 'on se restreint & des segments inclus
dans I'ensemble {pv/! : t € Z}.
Un multisegment est un multi-ensemble de segments de la forme ci-dessus.

On dira qu'un multisegment est rangé si I’on peut l'identifier & ’ensemble
indicé (Aq,...,A,) ou

Ap LAy £ L Dy LA

Tout multisegment peut se ranger d’une telle fagon. On définit le support
d’un multisegment (Aq, ..., A,) comme

Ua
1<i<r

L’ensemble des multi-segments dont le support est inclus dans ’ensemble
{pvl :t € Z} est noté M(S), et est muni d’un ordre total grace a lordre
précédent défini sur les segments prolongé lexicographiquement, i.e. soient

m = (Aq,...,4A,), m = (A],...,A!,) deux multisegments rangés, on a
m>m' sl
A > A
ou Al = All et AQ > AIQ
ou :
ou A=A .. Ay=AL etr >

2.2.3. Soit p une représentation cuspidale de G, ; puisque pRv,p # v,pRp, la
représentation p X v,p, par Frobenius (2.1.4(a)), ne peut pas étre semi-simple.
En effet,

Hom (p X vpp,p X v,p) = Hom (r(p,p)2p (P X vpp),p® Vpp) .
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Par le lemme géométrique, 7, »y2, (p X v,p) est composé de p@ v p et v,p @ p
et donc, puisque ces deux représentations sont différentes, la dimension de
Hom (p X v,p, v,p x p) vaut 1, et donc la représentation p x v,p ne peut pas
étre semi-simple (car elle est de longueur 2).

Ainsi les résultats de [Zel, §2| sont vrais et on a :

Proposition. A chaque segment A = {,0, VoD, - - . ,V}}_lp}, p étant une repré-

sentation cuspidale de G, on peut associer des représentations irréductibles

(A et (A)' telles que
1. (A (resp. (A)') est lunique sous-module (resp. quotient) irréductible

n—1

de p X Vpp X o XV p.

2. T,y (D)) = pRUp@- - @V p (resp. 1y, p)np ((A)) = 137 p®
QU ® p),
Les représentations (A) et (A)' sont aussi caractérisées par la propriété (2).
L’ensemble de représentations de la forme <A>t est [’ensemble des représen-
tations essentiellement de carré intégrable (cf. [Aue]).

Démonstration. Cf. |[Tad, 2.7.| O

2.2.4. A partir d’'un argument d’unitarité on montre le théoréme suivant, clé
dans toute la construction qui suit :

Théoréme. Si la représentation (A" x -+ x (A est réductible, alors il
eriste des segments A; et A; qui sont liés.

Démonstration. Cf. |Tad, 2.5.| O

2.2.5. Avec ces notations le théoréme du quotient de Langlands implique :

Théoréme. 1. Soient Aq,..., A, des segments. Supposons que, si 1 <
4, A; ne précede pas Aj. Alors la représentation (Ap)' x -+ x (A,
admet un unique quotient irréductible. On le note (Aq,... ,A,.)t. La
multiplicité de (Ay,...,A,)" dans JH ((A)" x -+ x (A,)') est égale a
1.

2. Les représentations (A1, ..., A et (A, ..., ALY sont équivalentes si,
et seulement si, les suites (Aq,...,A,) et (A],...,Al) sont égales

l’ordre pres.

3. Toute représentation irréductible de Gy, est de la forme (Aq, ..., AT>t.

Démonstration. En effet, les arguments sont les mémes que dans [Rod] :
d’aprés [Tad, §2], application A — (A)" est une bijection entre S et I'en-
semble de représentations essentiellement de carré intégrable. Le théoréme dé-
coule du fait que, par la proposition 2.2.4, la représentation <A1>t X+ X (Ar>t
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est isomorphe a la représentation <AU(1)>t XX <AU(T)>t, ol o est une permu-
tation telle que I'ensemble (Ay (1), ..., Agy() soit ordonné selon les conditions
du théoréme du quotient de Langlands. O

Remarque. On verra que la preuve du théoréme 2.3.6 donne une autre
démonstration (purement combinatoire et bien détaillée) du théoréme précé-
dent.

Remarque 2.2.5.1. (A4, ... ,AT>t est aussi I'unique sous-module irréduc-
tible de (A,)' x --- x (A;)". En effet, par le théoréme du quotient de Lan-
glands, (Aq,..., Ar>t est aussi 'unique sous-module irréductible de

(D) % x (D)),

o étant définie comme dans la preuve de 2.2.5. Ce sous-module, par 2.2.4,
est isomorphe a (A,)" x -+ x (A}

t

Remarque 2.2.5.2. Si {Aq,..., A} est un multi-segment rangé, avec A; =
{p,vop,....vi 7 p}, alors

Jac, ((A1,...,A)") #0.

En effet, (Aq,...,A,)" étant un quotient de (A1) x --- x (AN, (A)' @
@ (AN EeT (A1 A)Y).

2.2.6. Les trois propositions ci-dessous seront trés pratiques par la suite :

Proposition 2.2.6.1. Soient ay, ..., a, des multi-segments et supposons que,

si i # j, aucun segment A de a; ne soit lié 4 un segment A’ de a;. Alors (cf.
2.1.11)

@+ +a) = (@) x - x {ar)

Démonstration. Cf. |Tad, Proposition 2.2] et le théoréme 2.2.4. n

Proposition 2.2.6.2. Soient Ay et Ay deux segments liés. Alors
S. S. (<A1>t X <A2>t) = <A1, A2>t + ((Al U A2>t X <A1 N A2>t) .

Démonstration. Cf. |[Tad, Proposition 4.3] O
Proposition 2.2.6.3. Pour qu’une représentation (A, ..., A" soit iso-
morphe & un sous-quotient irréductible de (A1) x - x (A, il faut et il

suffit que le multisegment (A}, ..., AL) se déduise de (Ay,...,A,) par une
suite d’"opérations élémentaires” consistant a remplacer deux segments liés
A et A par AUA et ANA.
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Démonstration. Cf. [Tad, Theorem 5.3] O

2.2.7. 7Z agit sur C par

ZxC — C
(k,p) — vhp.
Soit X un ensemble de représentants des orbites et, pour p € C notons R(p)
son orbite. La proposition précédente implique, comme dans |Zel, 7.5], que
Corollaire. 1. R =@Q),x R(p)
2. L’algébre R est une algébre de polynomes sur Z en les indéterminées

(A) (resp. (A)') ou A décrit Uensemble des segments.

La flache (A) — (A)' s’étend de facon unique, en un endomorphisme
involutif (¢f. [Tad, §3]), que I'on appellera 'involution de Zelevinskii, 7 +—
7(m) de l’algébre R.

2.3 Représentations en caractéristique banale

Maintenant on va étudier les R-représentations de G L, (F) ou F est un
corps local non-archimédien de corps résiduel a g éléments et R est un corps
algébriquement clos de caractéristique [ # p banale. On verra que ’on trouve
les mémes paramétrisations que dans la section précédente. On a déja vu
plusieurs propriétés (2.1.12) des représentations en caractéristique banale.
Voyons quelques autres.

2.3.1. Lorsque D = F, i.e. D est un corps commutatif, on a les propriétés
suivantes :

R1. Soient pq,...p, des représentations cuspidales. Si p; X -+ X p, est ré-
ductible, il existe 1 <17 < j < r tels que

pi =vp; ou pi=v""p;.

Elle est montrée dans [Vil, §II1.1.15]. Cette propriété est vraie méme
si [ est non banal.

R2. Si p; et py sont deux représentations cuspidales de G,,, et G,,,, et p1 X pa
est irréductible, alors

p1# vpy et pr # v po.

De plus p X vp est toujours de longueur 2 indécomposable.
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Démonstration de R2. La propriété R2 est vraie si R est de caractéristique 0
d’aprés |Zel, 1.11.] Si R est de caractéristique [ banale on utilise ’argument
suivant :

Soient p une R-représentation cuspidale de G, et p une représentation
cuspidale de G, dont la réduction modulo [ soit p (elle existe d’aprés 2.1.10).
La représentation r(, 9, (7 X vp) est composée, d’aprés 2.1.8, des représen-
tations irréductibles {p ® vp,vp ® p}. On a, par [Zel, 1.11], que p X vp
est de longueur 2, composée de représentations notées w et wy telles que
Trry2r (W) = p @ Vp et 7)o (W) = vp ® p. Par 2.1.10, la longueur de
p X vp est donc supérieure ou égale a 2. Si, [ est banal, elle ne peut pas étre
strictement supérieure car, dans ce cas, elle contiendrait une représentation
cuspidale non supercuspidale, ce qui est absurde puisque 'on est dans le cas
banal (cf. [Vil, 11.3.9]).

Puisque p ® vp # vp ® p (I étant banal) , la représentation p x vp, par
Frobenius (2.1.4(a)), ne peut pas étre semi-simple. En effet,

Hom (p x vp, p x vp) = Hom (r(r)2m (p X VD), PR VD).

Par le lemme géomeétrique, (o, (5 X 1) est composé de p@ vp et VPR P et
donc, puisque ce deux modules sont différents, la dimension de Hom (p X vp, vp X p)
vaut 1, et donc la représentation p X vp ne peut pas étre semi-simple. O

Pour p € C posons Irr(p) I'ensemble de toutes les m € Irr telles que
supp(m) € {v"p : n € Z}. Notons aussi

00 sinon.

f _{min{n>0:pzynp} si {n>0:pzynp}7é®
, =

(f, est la longueur de la v-orbite de p).
R3. Pour toute 7 € Irr(p), gr(m) = n, il existe 0 < t < f, tel que v'p ¢
supp(7).
La propriété R3 est élémentaire : on peut trouver une preuve dans [Vil,
§ITL.5)

2.3.2. Ces propriétés nous permettent d’utiliser les arguments de Zelevinskii
et classifier toutes les R-représentations irréductibles de GL,(F') en termes
des représentations cuspidales. Rappelons ces arguments :

Soit p € C, n € N*. On pose

A= {p,yp,...,yn_lp}.

On appelle A un segment et ’ensemble de tous les segments sera noté S.
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On dit que A = {p,vp,...,v" 1p}, A" = {p’, vp',. .., V"/_lp’} sont liés si
AUA est encore un segment et A ¢ A" et A’ ¢ A.

La propriété R3 va nous permettre de considérer des segments A qui ne
contiennent pas la représentation pr'. Ca nous permet d’ordonner la v-orbite
de p, dans le cas ou la caractéristique [ de R est différente de 0, pour toute
représentation cuspidale p. Dans ce cas, on définit un ordre sur la v-orbite

de p, {pv'*":i=1,...,f,}, par:
pyt+1 < pyt+2 << p,/tJrf,rl < pytJrfp.

On dit que A précéde A’ ¢’ils sont liés et il existe 7 € A telle que p' = Tv.
On dit que A > A’ si

p>p, oubien p=p etn>n

(avec P'ordre naturel si la caractéristique de R est 0 et I'ordre choisi pré-
cédemment sinon). Remarquons que cette définition dépend du choix de ¢
et que l'ordre ainsi défini n’est total que si 'on se restreint a des segments
inclus dans U'ensemble {pv'*! ... pv!* =1} (resp. dans {v'p:t € Z}, si la
caractéristique de R est 0).

Un multisegment est un multi-ensemble de segments de la forme ci-dessus.
On dira qu’'un multisegment est rangé si 'on identifie le multisegment &
I'ensemble indicé (Aq,...,Ay) ou

AT<AT—1<..‘<A2<A1'

Tout multisegment peut se ranger d’une telle facon. On définit le support
d’un multisegment (Aq,...,A,) comme

Ua
1<i<r

L’ensemble des multi-segments dont le support est inclus dans I'ensemble
{pv', . pvTIe=1) (resp. dans {v'p : t € Z}, si la caractéristique de R et
0) est noté M (S), et est muni d’un ordre total grace a 'ordre précédent défini

sur les segments prolongé lexicographiquement, i.e. soient m = (Aq,..., A,),
m' = (Al,...,Al,) deux multisegments rangés, on a m > m/’ si :
Al > All
ou A = Alet Ay > A
ou

ou A=A ... Ay=A etr>r.
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2.3.3. Ainsi les résultats de [Zel, §2], sont vrais et donc on a :

Proposition. Soit p une représentation cuspidale de Gp,. A chaque segment
A= {p,vp,....,v" 1 p}, p étant une représentation cuspidale de G, on peut
associer des représentations irréductibles (A) et (A) telles que

1. (A) (resp. (AY') est lunique sous-module (resp. quotient) irréductible
de pxvpx - x V" tp.

2. T(p ..... D),np (<A>) = p®l/p® : '®Vn71p (T’GS]). r(p ..... D),np (<A>t) = Vn71p®

Les représentations (A) et (A sont aussi caractérisées par la propriété (2).
Si A= {p,vp,...,v" p} est un segment, on note Ale segment
{v'="p,...p0}.

Ainsi,

2.3.4. Les démonstrations des théorémes 4.2 et 9.7 de [Zel]| utilisent seule-
ment la théorie de dérivées, qui est valable en toute caractéristique [ # p (cf.
[Vil, §IIL.1]), et les définitions précédentes. Elles sont donc sont vraies pour
[ banal. Ainsi :

Théoréme. 1. Les conditions suiwvantes sont équivalentes

(a) Pour tous 1 <i,j <, les segments A; et A; ne sont pas liés.

(b) (A1) x -+ x (A,) est irréductible.

(¢) (A" x - x (A, est irréductible.

2. Si A précede A" alors

(a) JH((A) x (A")) = {w,w'} avec w = (A") x (A") et W' lunique
sous-module irréductible de (A") x (A).

(b) JH ((A) x (AN) = {w,w'} avec w = (AY)' x (A" et W’ l'unique
quotient irréductible de (A') x (A)Y.

2.3.5. Le lemme suivant est une conséquence du théoréme précédent et du
lemme 2.1.9.1.
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Lemme. Soit (Afl, co AP AR AP A AP ) un multi-
P1 P2 pm
ensemble de segments ordonné tel que pour tout k, Ay finisse par p; et p; £ p;

et pj # pi sij <. Alors

o <A§1>><---><<A$L21>®<A§2>><---x<AﬁiQ>®---®<A§’">><--~><<AW >

Mpm

(resp. Tt =

t ¢ t
(A1) - x (A0 ) @ (AR) X x (A2 Y @@ (M) - x (A )
apparait avec multiplicité 1 dans JH (r(m)) ,m = (A7") x -+ <Aﬁ’:m> (resp.

t
JH F(x)), 7t = (AP % - x <A”m >), ot 1 est le foncteur de Jacquet

Tpm

associé a la partition (1, ..., ny), avec n; =32, ;, dim (AQJ :
- ="

Démonstration. Les représentations (Af") x -+ x <Aﬁpl> et <A§1> X e X

<Af£p]_> (resp. (A x -+ x <Agipi> et <A§.’1>t X o X <Affpj> ) sont irréduc-
tibles par 2.3.4 et, par construction et le lemme géométrique, satisfont aux
hypothéses du lemme 2.1.9.1, ce qui implique le lemme. ]

2.3.6. Les théorémes ci-dessous, similaires au théoréme 2.2.5, classifient toutes
les représentations irréductibles de GG, en fonction des représentations cuspi-
dales de G;, i < n.

Théoréme. 1. Soient Ay, ..., A, des segments. Supposons que, si i < j,
A; ne précede pas A;. Alors la représentation (Aq) X --- x (A,) admet
une unique sous-représentation irréductible. On la note (Aq,...  A,).
La multiplicité de (Aq, ..., A) dans JH (A1) x (Ag) x -+ x (A,) ) est
égale a 1.

2. Les représentations (Aq,...,A,) et (A],...,Al)) sont équivalentes si,
et seulement si, les suites (A1, ..., A,) et (A],...,Al) sont égales a

lordre pres.

3. Toute représentation irréductible de G,, est de la forme (Aq,..., A,).

De méme, on trouve un théoréme similaire quand on change le mot "sous-
représentation" par "quotient" :

Théoréme. 1. Soient Aq,..., A, des segments. Supposons que, si i <
3, A; ne précede pas Aj. Alors la représentation (A1) x - x (A,
admet un unique quotient irréductible. On le note (A4, ... ,Ar)t. La

multiplicité de (Aq, ..., A)" dans JH ((A1>t X e X <Ar>t) est égale a
1.
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2. Les représentations (A, ..., AN et (A, ... ALY sont équivalentes si,
et seulement si, les suites (Ay,..., A,) et (AL, ..., AL) sont égales a
lordre pres.
3. Toute représentation irréductible de G, est de la forme (Aq,. .. ,Ar)t.
On dira que les représentations écrites sous la forme (Aq,..., A,) sont
paramétrées 4 la Zelevinskii et les représentations (Aq, ..., Ar>t a la Lan-
glands.

Démonstration. La démonstration de [Zel, §6] marche trés bien pour des
représentations a la Zelevinskii sur un corps de caractéristique banale. Ici on
donne une nouvelle démonstration purement combinatoire qui marche pour
les deux classifications.

1. D’apres 2.3.4 on peut supposer que le multiensemble {Aq, ... A} est
ordonné comme dans le lemme 2.3.5. La partie 1 est donc une consé-
quence de ce lemme et du lemme 2.1.9.3.

2. Soient m = {Ay,..., A}, m' = {A], ..., A} deux multi-segments,
On pose m = mqy + -+ +my et m" = m) + -+ +m) o my,m, €
M(S),, sont des multisegments (éventuellement vides) et {p;}._,
est un ensemble fini de représentations cuspidales tel que, pour tout
i 7 j pi & Irr(p;).

Le raisonnement qui suit, par récurrence sur t, nous permet de nous
ramener au cas oit £ = 1. On va supposer que (m/) = (m) (resp. (m/)" =
(m)") et on va montrer qu'alors m = m’.

Notons

Supposés ranges, avec

AL — {p§’“),...,p§’:)}, 1<k<nr
A = PP 1<k

On note aussi : w(my) = <A§1)> X oo X <A7(~P>, mt(my) = <A§1)>t X

cee X <Ag)>t.

D’abord, supp(m) = supp(m’) et donc supp(m;) = supp(m}). Suppo-
sons my > m} (dans M(S),, ordre > est total).
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On note r (resp. 7) le foncteur de Jacquet (resp. foncteur de Jacquet
opossé) associé a la partition (p,...,p), ou p = gr(p1). On a, d’aprés la
partie 1, que la représentation

(2) (

T:p%”@ ®P§1)®P(2)®”'®Pt2 ®...®p17"1)®...®p(”1)

try
appartient a JH (r ((m1))) (resp. JH (7 ((m1)"))).
Puisque m >m/, cette représentation, par le lemme géométrique comme

dans [Zel, 6.9.] (cf. 2.3.7 ci dessous), n’appartient pas a JH (r (7 (m})))
(resp. JH (7 (x* (m})))). Ainsi,

ac ((m)) #0 - Jacy (n(m)) =
(resp.  Jac, ((m)")) #0  Jac, (z'(m))) = @ )
d’ou
Jac, () A0 Jac, ((m')) =0
(resp. Jac, ((m)")) # (Z) Jac, ((m')) =0),

et donc (m') # (m) (resp. (m')" # (m)").
3. La démonstration de [Zel, 6.7.] marche aussi bien pour les représenta-

tions a la Zelevinskii que pour celles a la Langlands. On récrit ici la
preuve pour ces derniéres.

Soit m € Irr(G,,). Considérons I’ensemble 6(71’) des séquences ordon-

nées @ = {A,...,A,} de segments tels que 7 soit un quotient de
—

(A" x -+ x (A,). L’ensemble O () est non vide et fini par 2.1.6. On

appelle une inversion de @ = {A;,...,A,} une paire d’indices (4, ;)

tels que ¢ < j et A; précéde A;. On va prouver qu’il existe un élément
a e 6(71’) avec aucune inversion.

Supposons que @ ait des inversions. Par le théoréme 2.3.4.1, on peut
bien supposer que cette inversion soit de la forme (i,i + 1), i.e. A;
précéde A, .
D’aprés 2.3.4.2, Vinduite (A;) x (A1) est composée de la repré-
sentation (A; N Az+1> (A; U Az+1> et d’un quotient irréducitble de
(A1) x (A;). Ainsi

(a) ou bien 7 est un quotient de gp = (A1) x --- x (Aj41)" x (A;)' x

- X <Ar>t=
(b) ou bien 7 est un quotient de o; = (A})" X -+ x (A; N A" x
(A UA) X - x (A

et oy et oy, par [Zel, Lemma.6.7.], ont moins d’inversions que @ .
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]

2.3.7. Pour toute représentation m, notons Q(7) (resp. Q(7)) 'ensemble des
suites (p1, ..., ps) d’éléments de C telles que p1®@- - ®ps € JH (P(my,...mo)n (7))

,,,,,

(resp. JH (F(my,...ima)m (7)) avec (mq,...,m,) une partition de n et gr(p;) =

.....

m;. Ordonnons cet ensemble lexicographiquement.
Si (Ar,...,A,) est un multi-segment rangé, A; = {p®, ... v ~lp@}
alors la représentation

p(l) ® o e ® an_lp(l) ® p(2) ® N ® V”Q—lp(z) ® e ® p(r) e ® ]/nr—lp(r) (a)

appartient a Q ((Aq,...,A,)) (resp. QF ((Al, ce Ar>t)). En effet, la repré-
sentation (Aq, ..., A,) (resp. (A, ..., A,)") étant un sous-module (resp. quo-
tient) irréductible de (A1) x - x (A,) (resp. (A;)" x --- x (A)Y), on a
(A1) @ @ (Ar) € Tny,mon (A1, AL (resp. (A’ @ - ® (A)" €
— t

T(ml ..... ms),n (<A17""AT‘> ))

En fait, on peut caractériser (Aq, ..., A,) (resp. (A1,...,A,)") comme la
représentation telle que la représentation (a) appartient a Q ((Aq,..., A,))
(resp. Qf ((A1,...,A,)")) et tous les éléments de Q((Aq,...,A,)) (resp.
Q' ((Ar,...,A)Y)) ne sont plus grands que (a).

Remarque 2.3.7.1. Ainsi (Aq, ..., A,) (resp. (Aq, ..., A,)") est aussi le seul
quotient (resp. sous-module) irréductible de (A,) x - x (A;) (resp.(A,)" x
% (A

2.3.8. Sia = (Aq,...,A,) est un multi-segment, on pose a = (E, o ,&)
Ainsi,

(@) = {a),

@" = ("
En effet, d’aprés la remarque précédente, on a :

(A) XX (A = (A, D) — (A
(A X x (A = (A, A) = (A

Par passage a la contragrédiente on trouve
(Bxx (B (B Ao (B (B)
(BY xox (B = (B Ao (&) % x (&)

Par 2.3.3 le multi-segment <AT, cee Al) est rangé comme dans 2.3.6. L’uni-

cité dans ce théoréme implique ’assertion.
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Proposition. Soient aq,...,a, des multi-segments et supposons que, si i #
J, aucun segment A de a; ne soit lié a un segment A" de a;. Alors (cf. 2.1.11)

(a1) X -+ x{a,) ={a1 + -+ a,),
() % % {an) = o+ )

Démonstration. Par récurrence on se raméne immédiatement au cas our = 2.
Soient a; = (Ay,...,A,), a0 = (A},...,A}) € M(S). Alors, puisqu’aucun
segment A de a; n’est pas lié & un segment A’ de ay, les représentations

m(ay) X w(ag) = (A1) x - x (A x (A]) x - x (A))
may) x mag) = (A x - x (AN x (AN x - x (AL

S

sont, isomorphes, respectivement a

<Alll> X X <A:’/+s> )
<A/1/>t X X <A;“/+s>t )
ol (A’l’, e ,A;’JFS) est un réarrangement de a; + as tel que, si ¢ < j, AY ne
précede pas A7
Ainsi 7(ay) X 7(as) (resp. 7' (ay) X 7(az)) a un unique sous-module (resp.
quotient) irréductible isomorphe a (a; + as) (resp. (a; + as)'). De méme,
m(ay) X w(az) (resp. 7 (ay) x 7*(az)) a un unique sous-module (resp. quotient)
—~— —~— t
irréductible isomorphe a <a1 + a2> (resp. <a1 + a2> ), et donc, par passage a
la contragrédiente, 7(ay) X 7(az) (resp. 7*(ay) X 7*(az)) a un unique quotient
(resp. sous-module) irréductible isomorphe a (a; 4 as) (resp. (a; + as)’).
Or, d’aprés 2.3.6, (ay + ay) (resp. (a; + as)') apparait avec multiplicité 1
dans JH (7(a1) x m(ag)) (vesp. JH (7' (a1) X 7'(az))) et donc
m(ay) X m(az) = (a1 + ag),

mt(ar) x 7(az) = (ay +a)'.
[

2.3.9. On aura besoin aussi de savoir quand une représentation irréductible
est sous-quotient d’'une représentation induite, comme dans 2.2.6.3.

Proposition. Pour qu’une représentation (A}, ... ALY (resp. (A, ..., AL))

soit isomorphe a un sous-quotient irréductible de (A1) x --- x (A,) (resp.
(A X - x (AN, il faut et il suffit que le multisegment (A}, ... AL) se
déduise de (A, ..., A,) par une suite d’"opérations élémentaires” consistant

a remplacer deux segments liés A et A" par AUA" et AN A,
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Démonstration. La preuve sera faite en 2.3.11 O

2.3.10. Soit X un sous-ensemble maximal de C vérifiant la propriété sui-
vante : si py,p2 € X, n € Zet p; = v"py et n < f,, alors n = 0. Notons R(p)
le sous-ensemble de R formé des représentations dont le support est inclus
dans Pensemble {pv/! : t € Z}. On a Irr(p) = R(p) N Irr.

La proposition précédente implique, comme dans |Zel, 7.5], que

Corollaire. 1. R=Q,.xR(p)

2. L’algébre R est une algébre de polyndomes sur Z en les indéterminées
(A (resp. (A)') ou A décrit Uensemble des segments.

La flache (A) — (A)' g’étend de facon unique, en un endomorphisme
involutif, que I'on appellera I'involution de Zelevinskii, 7 +— 7(7) de 'algébre
R.

2.3.11. Ce paragraphe est consacré a la preuve de 2.3.9 : La démonstration
de [Zel, §7] marche trés bien pour des représentations & la Zelevinskii sur
un corps de caractéristique banale. Ici on donne une démonstration qui est
valable pour les deux classifications qui n’est autre qu’une adaptation de la
preuve de |Tad, Theorem 5.3].

L’implication : si le multisegment (A}, ..., AL) se déduit de (Aq,...,A,)
par une suite d’opérations élémentaires, alors la représentation (A, ..., AL)
(resp. (A", AL)) est isomorphe & un sous-quotient irréductible de (Ay) x

S A (resp. (A x -+ x (A)) se montre (cf. [Zel, 7.1]), par récurrence
sur le nombre d’"opérations élémentaires", en utilisant le théoréme 2.3.4.

Prouvons 'autre implication. Pour simplifier les notations, on introduit
un nouvel ordre partiel (cf. [Zel, 7.1]) sur M(S) (a4 ne pas confondre avec
le précédent) que l'on utilisera seulement dans ce paragraphe. On dira que
b < a si b se déduit de a par une suite non vide d’"opérations élémentaires".

On introduit certains opérateurs d’entrelacement.

Soient Ay,..., A, des segments. Supposons que, si ¢ < 7, A; ne pré-
céde pas A;. Alors, d’aprés 2.3.6.1 la représentation (A;) X --- X (A;) (resp.
(A x -+ x (A)) admet une unique sous-représentation (resp. quotient)
irréductible, notée (Aq, ..., A,) (resp.(Aq, ..., A)Y). Par 2.3.7.1, on sait que
(Aq,...,A) (resp.(Aq, ... ,Ar)t) est I'unique quotient (resp. sous-représen-
tation) irréductible de (A;) x - -+ x (A,) (resp. (A)" x --- x (A,)Y).

On définit les opérateurs .J et J' par :

T A X A — (A x - x (A,
Jt - <A1>tx...x<Ar>t—><Ar>tx“'x<Al>tv
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ou J (resp. J') est la projection de (A,) x --- x (A1) (resp. (A1>t cee X
(A vers (Ay, ... A, (resp. <A1, e Ar>t) composée avec l'inclusion vers
(A7) X - x (A (resp. (A" x -+ x (ALY,

Lemme 2.3.11.1. Soit ¢ : (A,) X -+ X (A1) — (Aq) X -+ x (A,) (resp.
Pt (A X - X (Ar>t — (A x - x (A)Y) un entrelacement non
trivial. Alors im(¢) = im(J) et ker(¢)) = ker(J) (resp. im(¢') = im(J') et
ker(¢') = ker(J*")) dans R.

Démonstration. (A,)x--+x (Ay) (resp. (A4 (A,

tient qui est (Aq, ..., A,) (resp.(Aq, ..., A)). Siim(y)) ( resp. im(¢')) n’était
pas irréductible, puisque (Aq, ..., A,) (resp.(Ay, ..., A) ) est I'unique sous-
module irréductible de (A1) x -+ x (A,) (resp. (A)' x --- x (A})'), la mul-
tiplicite de (Aq,...,A,) (resp.(Aq,...,A)) dans (A;) x --- x (A,) (resp.
(AN - x (A)") serait au moins 2, ce qui est absurde. D’ott im(¢)) = im(J)
(resp. im(¢)") = im(J*)). On a donc que

Voo x (A)Y) a un unique quo-
¢
r

(<A1> X (A) [ker() = ((Ar) x -+ X (Ar)) [ ker(J)
(A x - x (A)) Jker(9) = ((A)" x - x (A)") [ ker(J).
D’ou ker(¢)) = ker(J) (resp. ker(¢*) = ker(J")) dans R. O

Soient A, Ay deux segments tels que A; ne précéde pas A,. On note
Jay,n, (vesp. JA, a,) Vopérateur défini précédemment

Jara, 0 (D2) x (A1) — (Ag) x (Ay)
Jarn, ¢ (A1) x (Ag) — (Ag)' x (Ay)"
Si Ay, Ay sont liés alors

ker (‘]A17A2) = <A1 U AQ) X <A1 N A2>
ker (‘]tAl,A2> = <A1 U A2>t X <A1 N A2>t .

Sinon ker (Ja, a,) = 0 et ker (JtAl,Ag) = 0.
On définit ¢ : (A,) X -+ X (Ay) — (A1) x -+ x (A,) (vesp. ¥ 1 (Aq)' x
cox (AN — (A X x (A)Y) comme la composée

I X1IXJAy,Aq
—_—

(Ar) X+ X {Ag) X {Aq)

1><---><JA1,A3><1
_—

(Ar) X - X (A1) X (Ag)

(Ay) x - x (A1) x (Ag) X (Ag) —
— (A1) X (A) X -+ X Ag) X (Ag) — (Ay) X (Ay) X -+ X
X (Ag) X <A3> == (Ar) X {Ag) X X (Ay) ()
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(resp.

t
JAI’A21><~~-><1

(A1) x (Ag)" x - x (A)!

1xJ X-ox 1
Ap,Ag

(A2)" x (Ag)" x - x (A)!

(A" X (A3) X (A x - x (AN — ..
— <A2)t X <A3>t X e X (Ar>t X (A1>t — <A3)t X <A2>t X e X
XA X (A = = (AN X (A ) X x (A, (b)

Puisque le foncteur induction est exact on a

ker(lx...xliAhAz,) = 1><"'><1><ker(JA17A2)
ker(JtAthl...xl) = ker(JtAhAQ)><1...><17

et donc, si 7 est un sous-quotient irréductible de ker (¢)) (resp. de ker (¢1)),
il existe deux segments A;, A; liés tels que 7 soit un sous-quotient de

(A1) 3 o X (A1) X (AU A X (Ajpg) X - X (A NA) X -+ X (Ay)

(resp. (A1) x ---x (A1) x (AyUA) x (A)!
XX (A NAG X x (AN,

Ainsi, si 7 est un sous-quotient irréductible de ker (¢)) (resp. de ker (¢%)) de
la forme m = (Af,...,AL) (resp. m = (A}, ..., A)) on a {A},... A} <
{Aq,...,A} et donc ¢ # 0 (resp. ' # 0) puisque 7 = (Ay,...,A,) ¢
ker (1) (resp. = (Aq,...,A)" ¢ ker (¥1)).

Lemme 2.3.11.2. Soit a € M(S). Supposons que p € Irr est un sous-
quotient de w(a) (resp. 7'(a)) différent de (a) (resp. (a)'). Alors il emiste
a € M(S), d < a tel que p soit un sous-quotient de w(a') (resp. 7' (a’)).

Démonstration. Une telle représentation p, d’aprés le lemme 2.3.11.1, vérifi-
rait p € ker (¢) (resp. de p € ker (¢')) et donc, par ce qui précéde, il existe
a € M(S), a’ < a tel que p soit un sous-quotient de w(a’) (resp. 7(a’)). O

Ce lemme permet de finir la preuve de 2.3.9 par récurrence. En effet, si a
est minimal en M (S) (avec Pordre qu’on a définit dans ce paragraphe), on a
(a) = m(a) (resp. {a)' = 7*(a)). Ainsi si (b) (resp. (b)") est un sous-quotient
de 7(a) (resp. 7'(a)) on a a = b.

Supposons donc, a non minimal et la proposition montrée pour tout a’ <
a. Soit (b) (resp. (b)') un sous-quotient de 7(a) (resp. w(a)). Si (b) = (a)
(resp. (b)" = (a)") alors, par 2.3.6, a = b. Supposons alors (b) # (a) (resp.
(b)" # (a)"). Par le lemme 2.3.11.2, il existe ¢/ < a tel que (b) (resp. (b))
soit un sous-quotient de 7(a’) (resp. 7(a’)). Par hypothése de récurrence on
trouve alors b < d’ < a.
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2.3.12. Réduction modulo l. Le but de ce paragraphe est de regarder, pour
toute représentation irréductible 7 de G,, sur Q;, l-entiére, sa réduction (cf.
2.1.10) modulo [ notée 7. De méme, on aimerait bien savoir si toute repré-
sentation irréductible 7T sur F; se reléve. On rappelle qu’on note A I'idéal
maximal de Z,.

On va relever les v-orbites de toute représentation cuspidale p de G,, sur
F; de la facon suivante :

On rappelle que la propriété R3 affirme que, dans le cas banal, il existe
toujours un entier ¢ tel que la représentation pr! n’appartient pas a supp (7) et
ga nous permettait d’ordonner la v-orbite de p, {pv'™, o2 ... ot put}
par

ﬁl/tJrl < ,But+2 e K ﬁz/t_l < ﬁyt.

On reléve maintenant pv’ en une représentation cuspidale (cf. [Vi3, 3.4.])
pvt, et pour i = t+ 1,t + 2,...,t — 1 on reléve maintenant pr’ en pv'.
Si A= {p,...,p,} est un segment on note A = {py,...,p.}; puisque la
réduction modulo [ commute bien avec le foncteur de Jacquet (2.1.10), il est
clair que la réduction modulo I de (A) (resp. (A)") est irréductible est égale

a (A) (resp. <Z>t). En effet, on a rg, p . (n ((A) =p@vp®@---@v" 1D
(resp. 7(p,...p)rp (77 (<A>t)) =R QUpR D).
On a relevé la v-orbite de p pour pouvoir affirmer que
A précede A’ < A précede A’ (a)

Nous pensons que cette propriété peut nous permettre de trouver un relé-
vement de 7 [-irréductible. Pourtant, on ne peut affirmer que la proposition
suivante :

Soita € M(S),a = (Zl, . ,ZT) et posons a le multisegment (A1, ..., A,).

Pr0p051t10n La représentation (@) (resp. (@)') est un sous-quotient de r; ((a))
(resp. 11 ((a) ) pour tout @ € M(S) ;

Démonstration. Soient L; (resp. Lf) des réseaux des (A;) (resp ( > ). No-
tons L (resp. L') le réseau (a) N (Ly x --- x L,) (vesp. (a)' N (L} - x LY))
de (a) (resp. (a)").
Alors I'inclusion (resp. le quotient)
(@) = (A1) X x(A)
(resp. (D)’ x -+ x (&) = ()" )

induit une inlcusion (resp. quotient)

L/AL — (Ly X -+ x L) /A(Ly X -+ x L,)
(resp. (L{ x---x LL) /A (LY x -~ x L) — L'/AL"),
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d’onl

L/AL — (A1) x - x (A,)
(resp. <Zl>t X oo X <Zr>t — L'JAL").

Puisque (@) (resp. (@)") est I'unique sous-module (resp. quotient) irréductible
de (A1) x - x (A,) (resp. <Z1>t X e X <Zr>t) on a que (@) (resp. (@)") est
un sous-quotient de L/AL (resp. L'/AL") d’ou la proposition. O

En général la réduction modulo [ de (a) n’est pas irréductible. En effet,
pour tout [ > 0 il existe toujours une Q,-représentation irréductible qui se
réduit en une représentation réductible. Par exemple, si ¢¢ = 1 mod [ et
e > 1 alors la réduction de la représentation irréductible 1 x vt est 1 x v

qui -elle- est bien réductible.

2.4 Quelques remarques

2.4.1. Paramétrisation de Zelevinskii des représentations de G L, (D). Toutes
les preuves et remarques du chapitre précédent, & partir du théoréme 2.3.4
sont vraies pour les représentations complexes de GL,.(D). En effet, le théo-
réme 2.3.4 est vrai pour de telles représentations par 2.2.4, 2.2.7 et [Aul],
ou 'auteur montre que I'involution de Zelevinskii envoie toute représentation
irréductible en une représentation irréductible. Le reste du chapitre, étant de
nature purement combinatoire, reste donc aussi valable. Ainsi on a de méme,
dans ce cas, une parameétrisation de Zelevinskii.

On peut maintenant aussi comprendre les raisons pour lesquelles I'article
|Ba2| suffit pour étendre tous les résultats de [Tad|, quand D est de caracté-
ristique positive.

Dans [Ba2|, on démontre que l'induite d’une représentation de carré inté-
grable est irréductible et dans [Ba, 2.3|, on affirme que toute toute représen-
tation de carré intégrable est une représentation de la forme (A)* avec, A un
segment centré. Ainsi, on peut utiliser les arguments de [Tad, §2|, de nature
purement combinatoire, pour montrer le théoréme 2.3.4 dans le cas ou D est
de caractéristique positive.

2.4.2. l-représentations de GL,(D), avec | banal. Pourquoi n’a-t-on pas de
telles classifications pour les [-représentations de GL,.(D) quand [ est banal ?
Dans ce cas on a deux problémes :

1. D’abord, le point de départ. On ne sait pas montrer R1.
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2. Aprés, on se sait pas montrer un théoréme comme 2.2.4 ou 2.3.4. Re-
marquons que pour prouver le premier, Tadic utilise la formule des
traces (via [DKV]), qui n’est pas utilisable si la caractéristique de R
est positive, et pour prouver le deuxiéme, on a besoin de la théorie des
dérivées qui -elle- n’est pas vraie pour des représentations d’une algébre
centrale simple et donc on ne peut pas, non plus, utiliser les arguments
de [Vi2] ou de |Zel].

Pourtant, on croit que ces théorémes ainsi que le théoréme de classification

2.3.6 restent vrais pour des [-représentations de GL,.(D), avec | banal.

Une idée pour pouvoir les montrer serait d’étendre les résultats de Sé-
cherre [Sel], [Se2], [Se3| en caractéristique banale, ce qui nous permettrait
de prouver un théoréme similaire a 2.2.4 qui, comme on a vu, est suffisant
pour avoir une paramétrisation a la Zelevinskii.

2.4.3. | non-banal. Quand [ est non banal on a plusieurs problémes :

1. Les foncteurs de Jacquet ne déterminent pas les représentations ir-
réductibles. On peut avoir des représentations différentes qui ont les
mémes foncteurs de Jacquet. Par exemple, la représentation triviale et
la représentation de Steinberg de GLy(F') ont les mémes foncteurs de
Jacquet si ¢ =1 mod [ (cf. [Vi5]).

2. Méme si on pouvait bien définir des représentations associées a des
segments en utilisant les modéles de Whittaker, le probléme que 'on
trouve alors est que I'ensemble des segments n’est pas ordonné. Ca
implique, entre autres, que ’on ne peut pas utiliser le lemme 2.3.5 et
que A; X Ay peut avoir une longueur strictement plus grande que 2 (cf.
[Vi5]).

3. Pour montrer 2.3.6, on utilise le fait que toute représentation cuspidale
est supercuspidale et le fait que p x vp est de longueur deux.

4. La représentation p X vp peut étre semi-simple et donc on a des diffi-
cultés pour différencier les sous-modules des quotients (cf. [Vi5]). Ainsi
les résultats de |Zel, §2|, ne sont plus vrais.
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Chapitre 3

Irréductibilité d’une induite
parabolique

Dans tout ce chapitre, on ne considére que des R-représentations, avec [
banal et D = F ou bien on supposera! R = C.

Le but de ce chapitre est de donner des conditions suffisantes sur deux
représentations irréductibles 7 et p pour que leur induite parabolique 7™ X p
n’ait qu'un seul sous-module irréductible. C’est un probléme trés intéressant :
si ¢’était toujours le cas, .e. si 'induite parabolique de deux représentations
irréductible, avait toujours un seul sous-module irréductible alors cela mon-
trerait la conjecture (UO) de [Tad|, i.e. le fait que l'induite 7 X p de deux
représentations irréductibles unitaires de GL;(D) et GL;(D) respectivement
reste toujours irréductible. Cette conjecture vient d’étre prouvée par V. Sé-
cherre.

Dans la deuxiéme partie, étant données deux représentations 7 et p telles
que 7 soit, irréductible et p cuspidale, on calcule les paramétres de Langlands
de 'unique sous-module irréductible de ™ X p en fonction de ceux de 7. Cela
va nous permettre de calculer explicitement la correspondance de Howe dans
le chapitre suivant.

De plus, ces calculs vont impliquer aussi que 'involution de Zelevinskii 7
vérifie la description géométrique de [Ze2] dans les cas ot R est égal C ou
bien D = F' et R de caractéristique banale.

'On a vu dans le chapitre 2 que la théorie des représentations dans ces deux cas est
grosso modo la méme. Ainsi dans le reste de la thése, quand on fera référence aux théorémes
2.2.4, 2.2.5, aux remarques 2.2.5.1, 2.2.5.2, ou aux propositions 2.2.6.1, 2.2.6.3, on sous-
entendra que 'on fait référence aussi aux théorémes 2.3.4, 2.3.6, aux remarques 2.3.7.1,
2.3.7, ou aux propositions 2.3.8, 2.3.9 respectivement, ce qui nous permet de bien simplifier
la lecture.

69
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3.1 Unicité

3.1.1. La clé de ce chapitre est le théoréme suivant

Théoréme. Soient Ay, ..., A des segments non liés vérifiant la condition
suivante

Si i # j, alors ou bien A; = Aj ou bien A;NA; =0. (a)

Soit p = (Aq,..., A" (resp. (Ay,...,A)) et m € Trr(G). Alors m X p
a un seul sous-module irréductible et il apparait avec multiplicité 1 dans
JH (7 x p).

Définition. Soient 7w € Irr(G),) et p € Irr(G)), p < n. On définit un entier

l;tlpp(ﬂ) par

BP0 — max  {i: 3 € Trr(G,y), 7 € Trr(Gy)
avec Hom(m, 7 X 73) # 0,et supp(72) C supp(p)}.

Remarque. On a aussi

BP0 — max  {i: 37 € Irr(Gey), 7 € Irr(GY)
avec 71 @ Ty € JH (r(u—iin (7)) ,et supp(rs) C supp(p)}.

En effet, si 7 € Irr(G,,—;) et 5, € Irr(G;), avec

supp (73) C supp (p),

d’aprés la proposition 2.1.12.1, il existerait 7, € Irr(G,,_;) et 7o € Irr(Gy),
avec

supp (72) = supp (75) C supp (p)

et Hom(7w, 7 x 73) # 0.
Cette remarque nous permet de définir entier I£""°*”) pour 7 une repré-
sentation de longueur finie (non nécessairement irréductible).

Démonstration. Posons pour simplifier | = 52PP?) Soient 7, € Irr(Gry), 2 €
Irr(G)), avec Hom(7m, 71 X 13) # 0,et supp(72) C supp(p). Alors,

1. Lacondition (a) nous dit que les segments de p ne sont pas liés avec ceux
de 7 dans la paramétrisation & la Langlands (resp. & la Zelevinskii).
La représentation 7 = 75 X p est donc irréductible d’aprés 2.2.6.1.
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2. Par maximalité de 5" et la remarque précédente, pour tout i > 1

et tous
p1®py € JH (T(nflfi,i),nfl (71)) )

p1 € Irr(Gr_i—;) et po € Irr(G;), on a
supp (p2) € supp (7).

Le théoréme découle du fait que 7 et 7 sont alors deux représentations
irréductibles qui satisfont aux conditions du corollaire 2.1.9.2. Leur induite
n’a alors qu’un seul sous-module irréductible et donc, 7 X p, sous-module non
nul de 7 x 7, n’a, lui aussi, qu'un seul sous-module irréductible. O

3.1.2. Si V est 'unique sous-module irréductible de 7 x p, alors lf}lpp(p) =

5P 4t oot t = gr(p). En effet, Vinégalite 157°P%) > 5P L ¢ est claire.
Pour 'autre, on remarque que, puisque le foncteur de Jacquet est exact, pour

tout p’ € Irr, si Jac, (V) # 0 (¢f. 2.1.12.2) alors Jac, (1 x p) # 0 et donc

l?}lpp(p ) < B P (?) Qe dernier entier, par le lemme géométrique, vaut 5P +¢,

3.1.3. En passant a la contragrédiente on trouve :

Corollaire. Avec les mémes hypothéses, ™ X p a un unique quotient irréduc-
tible et il apparait avec multiplicité 1.

Démonstration. On a que p satisfait a la condition 3.1.1(a) si, et seulement
si, p satisfait a la condition 3.1.1(a). Ainsi, par le théoréme 3.1.1, T X p a
un unique sous-module irréductible et il apparait avec multiplicité 1 d’ot, en
passant a la contragrédiente, le corollaire. O

3.1.4. De la méme facon, en utilisant le foncteur de Jacquet opposé et en
redéfinissant de facon appropriée I'entier [, on va montrer le théoréme ci-
dessous.

Théoréme. Avec les hypothéses de 8.1.1, p X 7 a un seul sous-module (resp.
quotient) irréductible et il apparait avec multiplicité 1.

Démonstration. On ne montrera que ’assertion p X 7 a un seul sous-module.
Pour le quotient il faut juste passer a la contragrédiente comme dans 3.1.3.
On définit maintenant Dentier °5""P%) par

Olfrupp(p) =max {i:3dn € Irr(G;), 12 € Irr(G,y)
avec Hom(m, 7 X 73) # 0, et supp(71) C supp(p)}.
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On a aussi

0psupp(P) — max  {i: 37, € Irr(Gy), 7 € Irr(Ghy)
avec 7| @ 75 € JH (i n—iyn (7)) , et supp(r]) C supp(p)}.

En effet, si 7/ € Irr(G;) et 75 € Irr(G—i), avec

supp (71) C supp (p) ,
d’aprés la proposition 2.1.12.1, il existerait 71 € Irr(G;) et 7o € Irr(G,;),
avec
supp (11) = supp (1) C supp (p)
et Hom(7w, 7 X 79) # 0.
Posons pour simplifier [ =0 5"PP?) Sojent 7, € Irr(Gy), 72 € Irr(G,y),
avec Hom(7, 7 X 1) # 0,et supp(71) C supp(p). Alors,

1. La condition (a) nous dit que les segments de p ne sont pas liés avec

ceux de 7; dans la paramétrisation a la Langlands si p = (Aq, ..., A)
(ou a la Zelevinskii si p = (Ay,...,Ay)). La représentation 7 = p x 7
est donc irréductible d’aprés 2.2.6.1.

supp(p)
T

2. Par maximalité de °1 et ce qui précéde, pour tout 7 > 1 et tous

p1®po € JH (T(i,nflfi),nfl (7'2)) )
p1 € Irr(G;) et py € Irr(Gry—i), on a

supp (p1) € supp (7).

Le théoréme découle du fait que 7 et 7 sont alors deux représentations
irréductibles qui satisfont aux conditions du corollaire 2.1.9.2. Leur induite
n’a alors qu’un seul sous-module irréductible et donc, p X 7, sous-module non
nul de 7 X 73, n’a, lui aussi, qu'un seul sous-module irréductible.

m

Remarque. On montre aussi comme dans 3.1.2 que, si V' est 'unique quo-
tient de p x 7, alors If, = 1? +t, ou t = gr(p).
On considére pourtant que les conditions ne sont pas nécessaires et on se

pose la :

Question. FEst-ce que l'induite parabolique de deux représentations irréduc-
tibles a toujours un seul sous-module trréductible ?

Remarquons que I'induite de trois représentations irréductibles peut avoir
deux sous-modules irréductibles (Par exemple la représentation 1 x | | x 1 de

GLy(F).)
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3.2 Calcul explicite

Dans cette section on se propose de calculer les paramétres de Langlands
de 'unique sous-module irréductible de 7 X p. Les deux premiers lemmes sont
une transcription des lemmes I1.8. et I1.9. de [MW] dans nos notations; on
les inclut ici pour faciliter la lecture.

3.2.1. Nous introduisons quelques notations dont nous aurons besoin. On fixe
une représentation cuspidale « de GL, (D). D’aprés le corollaire 2.2.7, il suffit
de calculer les paramétres de Langlands de 'unique sous-module de 7 x a pour

7 € Irr(a). Ainsi on peut identifier un segment A = {V! o, v/, ... via}
a une suite {¢t,t+ 1,...,r}. Dorénavant, s’il n’y pas d’ambiguité, quand on

a fixé une représentation cuspidale, on utilisera indifféremment les deux no-
tations. On notera aussi b (A) =t (ou b(A) = via), e(A) =r (ou e(A) =
via) et AT (resp. TA, A7, TA) le segment AT = {vla, ..., v a} (resp.
TA={v . vhal, AT = {Vha, . v e, TA = (Vi vlad).

te’)

On notera aussi ((Z))t la représentation triviale de G et pour toute repré-
sentation V, V = ()" (ce qui signifie, en pratique, qu’on ote la présence de
V' dans la notation).

Lemme. Soient A, A', A", les segments

A={b... ey, N=1b.. . e}, A ={b . ¢

avec €' < e, b< b’ e <€ Alors (A" x (A, A" est une représentation
de
G(=GL((e+¢€+¢€" —2b—0b"+3)n,D))

isomorphe o la représentation irréductible (A, A', A")'. Il en est de méme de
(A, A" x (AN

Démonstration. Nous supposons A” lié & A et A/ i. e. b < € + 1 (sinon
les trois segments ne sont pas liés et donc le résultat découle trivialement de
2.2.4). D’aprés 2.2.6.3, les sous-quotients irréductibles de (A)* x (A’)" x (A”)*
sont de 'une des formes suivantes :

Vi = (AALAY
Vo = (AUA" ANA" AN = {b,....e"} {b",....e} {b,....¢D",
Vi = (ANUA" AN NAY = {b,... e}, {b....e"} {b", ... e}

Remarque. Si e’ < e, on a aussi
V= (AUA" (ANA")YUAN , ANA"NA). En outre si ¢ est égal a e,
alors V5 et V5 sont isomorphes.
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On sait d’aprés 2.2.4, que V; est isomorphe au produit (A)" x (A’ U A”)' x
(A" A", et on a une suite exacte courte :
0— (A X(ANA" x (AUA") —
— (A < (A") x (A) — (A x (AL AT 0. (a)

Or la représentation

1

VYoo o e o el pe . or @
' pe. oo pe .. v,

intervient (d’aprés le lemme géométrique et la définition de segment dans la
deuxiéme partie de la proposition 2.2.3)

2 fois dans 7 ((A)" x (A)' x (A")") sie # ¢, et 4 foissi e =€,
2 fois dans 7 ((A)' x (AUA" x (ANA") sie # ¢, et 4 fois si

e=-¢€.
2 fois dans F((A’>t x (A"UAM x (AN A”>t) si e # ¢, et 4 fois si
e=¢,

ot on note ici T le foncteur de Jacquet relatif a la partition (n, ..., n). L’exac-

titude du foncteur de Jacquet, appliqué & (a), et ce qui précéde prouvent que
la représentation (A')' x (A, A”)* contient au plus comme sous-quotients ir-
réductibles V; (avec multiplicité 1) et V, avec multiplicité a préciser si €’ est
strictement inférieur a e, et nulle si e est égal & €. Supposons donc que e est
différent de €’. Dans ce cas, on vérifie que la représentation :

Wope. .. ovpertre... o pertre...@vp

intervient au moins une fois dans 7(V3) (par 2.2.5), et exactement une fois
dans 7 ((A)' x (A")" x (A")"). Comme précédemment, I'exactitude du fonc-
teur de Jacquet et le fait que V5 intervient dans (A’) x (A N A" x (AU A",
prouvent que V n’intervient pas dans (A')* x (A, A”)'. Cela prouve la pre-
miére partie du lemme. La seconde se prouve est une conséquence de ce qui
précéde et 2.1.14. O

3.2.2. Le lemme ci-dessous est une adaptation du lemme I1.9. de [MW]. On
rappelle qu’on a fixé une représentation cuspidale «. Illustrons les notations
du lemme par un exemple, qui, on ’espére, permet de mieux comprendre la
situation combinatoire.
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EZJAS(Z)

Ny = Dk o

o Ao=da

————o N o
Exemple

Lemme. Soient c un entier, p = vea la représentation associée de GL (n, D),
et m une représentation irréductible de GL (N — n, D) paramétrée, a la Lan-
glands, par le multisegment rangé, noté m = {A;...A,}. Alors l’ensemble
des représentations irréductibles de GL (N, D) qui sont isomorphes a des
sous-représentations de m X p (resp. G des quotients de p X ) est inclus

dans [’ensemble des représentations irréductibles suivantes :

<{C},A1, Ce ,At>t

(A, ..., T A At>t ot A, est un segment de m débutant a c+ 1, et o
s parcourt les entiers vérifiant la propriété suwante : notons Njqy, ..., A
les segments de m (dans Uordre décroissant) commencant par c; pour tout
entier v compris entre 1 et r, on définit, inductivement sur v, Uentier i (v)
comme étant soit le plus grand entier différent de i (1),...,i(v—1), tel que
Ajw) commence par c+ 1 et soit précédé par Aj, soit i(v) =t+1 si un tel
entier n’existe pas; alors s ne doit pas étre l'un des entiers i(v) qui viennent

d’étre définis.
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Démonstration. On note k(1),...,k(w,), ceux des entiers j(v), pour v €
{1,...,r}, pour lesquels i(v) est inférieur ou égal a ¢, k(1),..., k(w,) étant
écrits dans l'ordre croissant. Remarquons qu'on a w, < r,. On note aussi
h(1),..., h(wy) les i(v) correspondants; I(1),...,l(u,) les i(v) différents de
ceux qui viennent d’étre définis. On pose Il = (rp, —w,) et s(1),...,s(lL) les
i(v) différents de ceux qui viennent d’étre définis. Remarquons que les entiers
Ty W, Uy, I e dépendent que des segments {A; ... A;}. On garde pourtant
les sous-indices 7 pour simplifier la notation.
Pour tout entier ¢ compris entre 1 et ¢, on pose

Apsiig{h(v):1<v<w;}U{k@):1<v<w,}
V; - <Ah(v),Ak(U)>t, sii:h(v),l SU Swﬂ,
0 sii=k(v),1<v<w,

Calculons d’abord les possibles sous-modules irréductibles de m x p (on verra
que les quotients se calculent mutatis mutandis de la méme fagon). On note j
le plus grand entier tel que b(A;) > c¢+1 (on suppose qu'un tel entier existe.
Sinon, le lemme est trivial : en effet m X p est une sous-représentation de
(A" x (A1) x p qui, par 2.2.5.1 n’a qu’un seul sous-module irréductible).
Montrons qu’on a la suite de w, morphismes injectifs suivante :

V, X ...><V1<HVt><...><Vj+1><<Ak(w)>t><Vj><...><Vh(w)+1
X <Ah(w)>t X XA/h(w) X ... xX V] —

Vi X ...ox Vi X <Ak(w)>t X <Ak(w_1)>t X Vi X oo X Vi1 X <Ah(w)>t
X 17;1(“,) X oo X Vigw—1)41 X <Ah(w_1)>t X Vh(w—l) X ...x W

(sih(w—1) <h(w))
‘/;5 X ..o X V}'-&-l X <Ak(w)>t X <Ak(w_1)>t X V} X ... X Vh(w—1)+1
<Ah(w_1)>t X Vh(w—l) X ... X Vh(w)—H X <Ah(w)>t X ‘//\'h(w) X ... X V1
(sih(w) < h(w—1))

X

(2)
o (A X (A

Au rang v, v =1,..., Wy, on utilise I'inclusion

Vi) = (Bniy D)) = (Ary)’ % (Anw))'

Ensuite on doit mettre <Ak(v)>t a la place voulue en la faisant permuter
a des termes de la forme
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<Ah(u)>t pour u>wv et h(u) > h(v)
(A pour h(u) <i<j et i¢{h(u)|]l <u<w,}
(A, Ak(u)>t pour u <w et h(u) > h(v).

Dans ce dernier cas, comme u < v, on a Agy) C A, on est dans la
situation du lemme 3.2.1 qui justifie la permutation. Dans les deux premiers
cas, il s’agit d'un terme de la forme (A;)", avec b(A;) = ¢+ 1, i > h(v), et i
différent des entiers h(1),...,h(v —1).

D’aprés la définition de h(v), A; n’est donc pas lié & Ay, ce qui justifie
la permutation (c¢f. 2.2.4). Pour la derniére inclusion, on utilise de plus le
fait qu’on peut permuter les segments commencant par ¢, puisque ceux-ci ne
sont pas liés.

Il résulte alors de 2.2.5.1, que 7 est un sous-module de V; x ... x V}, donc
que m X p est un quotient de V; x ... x Vj x p. On rappelle que I(1),...,(u,)
sont les entiers différents de h(1),..., h(w:), tels que Ay soit un segment
commencant par ¢ + 1. Pour tout entier v compris entre 1 et u,, on a une
suite exacte courte :

0 — Vt><...XW(U)+1X<+Al(v)>t><‘/2(v)_1><...><‘/1
— ‘/;5 X ... X ‘/l(/u)+1 X <Al(v)>t X p X X‘/l(v)fl X ... X ‘/1 (b)
— Vt X ... X %(v)—i—l X <Al(v),{c}>t X Vi(v)—l X ... X V1 — 0.

Utilisant le lemme 3.2.1 et le corollaire 2.2.4 on a des isomorphismes :
Vix. . .xVixp2Vix. .. xVigyxpx Vg x...x W (c)
et pour tout v € {1,...,w,},
P X Vi) = Viw) X p. (d)
D’aprés 2.2.5.1, on a l'inclusion , pour v € {1,...,u,}

‘/t X ... X Vl(v)Jrl X <Al(v), {C}>t X ‘/l(v)fl X ... X VY1
— VX ..o x Vigygr X p X <Al(v)>t X Vigy—1 X ... x V1. (e)
Grace a (b), (¢), (d), (e), on voit que 'ensemble des sous-représentations

irréductibles de ™ X p est inclus dans ’ensemble des sous-représentations
irréductibles de 1'une des représentations :

Vix ... le(v)—i-l X <+Al(v)>t><vl(v)_1 X .. ><V1,p0ur1§v§u7r,
Vix. .. xVigxpxVyx...xV.
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Utilisant le méme raisonnement que pour (a), on obtient les inclusions :

‘/t X .. X ‘/E(U)J’,l X <+Al(v)>t X ‘/Z(v),l X ... X Vi —
<At>t X... X <AZ(U)+1>t X <+Al(v)>t X <Al(v)_1>t X ... X <A1>t,
pour 1 < v <y,

Vi x ..oxVipuxpxVix...xVp—
(AN X ox (D) X p x (A5 x . ox (A

Puisque le segment T4, contient les segments A; qui commencent par
¢+ 1 et pour lesquels i est supérieur a [(v), on a aussi :

A XX (D) X AM>><<AI )Y . g
e <Alv)>g><> Al X n o

On a alors que, d’aprés 2.2.5.1, la représentation intervenant dans le membre
de droite des deux équations précédentes a un unique sous-module irréduc-
tible, isomorphe a

{cd, A A (resp (Ar, T Dy, - A))

Calculons maintenant les possibles quotients irréductibles de p x 7. On ne
peut pas utiliser 'astuce de [MW, I1.10.2| car, sur un corps non commutatif,
la transposée d’une matrice inversible n’est pas forcément inversible. Ainsi
on doit recopier toute la preuve, juste en inversant tous les facteurs.

On note j le plus grand entier tel que b(A;) > c¢+1 (on suppose qu’un tel
entier existe. Sinon, le lemme est trivial : en effet p X 7 est une quotient de
px (A X+ x (A" qui, par 2.2.5 n’a qu'un seul sous-module irréductible).
Montrons qu’on a la suite de w, morphismes surjectifs suivante :

Vi X ...><Vt+V1x...x‘Afh(w)><<Ah(w)>t><Vh(w)+1><...><Vj
X <Ak(w)>t><¥/}+1><...><vt«—
Vi X ...X ‘7h(w—1) X <Ah(w_1)>t X Viw—1)41 X « -« X XA/h(w) X <Ah(w)>t
X Vi)t X - X VX <Ak(w_1)>t X <Ak(w>>t X Vig X ... x V,
(sih(w—1)<h(w))
Vi X ...X XA/h(w) X <Ah(w)>t X Vigw)s1 X - X ‘A/h(w_l) X <Ah(w_1)>t
X Viw-1)41 X ... X Vj X <Ak(w_1)>t X <Ak(w)>t X Vig X ... xV,
(sih(w)<h(w-—1))
(f)
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Aurang v, v=1,...,W,, on utilise la surjection
t t t
Vi) = (Bnw): Brw)) “ (Bnw) X (Brw) -

Ensuite on doit mettre <Ak(v)>t a la place voulue en la faisant permuter
a des termes de la forme

(Apw) pour u>wv et h(u) > h(v)
(A pour h(u)<i<j et i¢{h(u)|]l <u<w,}
(A, Ak(u)>t pour u <w et h(u) > h(v).

Dans ce dernier cas, comme u < v, on a Ay, C Ay, on est dans la
situation du lemme 3.2.1 qui justifie la permutation. Dans les deux premiers
cas, il s’agit d’un terme de la forme (A;)", avec b(A;) = c+ 1, i > h(v), et i
différent des entiers h(1),...,h(v —1).

D’aprés la définition de h(v), A; n’est donc pas lié & Ay, ce qui justifie
la permutation (c¢f. 2.2.4). Pour la derniére surjection, on utilise de plus le
fait qu’on peut permuter les segments commencant par ¢, puisque ceux-ci ne
sont pas liés.

Il résulte alors de 2.2.5, que 7 est un quotient de V; x ... x V;, donc que
p X m est un quotient de p x V; x ... x V;. Pour tout entier v compris entre
1 et u,, on a une suite exacte courte :

t
0 — VY1 X ... X V}(U),l X <Al(v),{c}> X Vz(v)+1 X ... X W
t
— %X---XW(U)—1XP><<AZ(U)> XVi(v)_HX...XVZ (g)
t
— ‘/1 X ... X W(v)—l X <+Al(v)> X Vi(v)+1 X ... X Vtﬁo
Utilisant le lemme 3.2.1 et le corollaire 2.2.4 on a des isomorphismes :
pxVix. .. xViZ2Vix. ... x V1 X pxX Vigy x...xV; (h)
et pour tout v € {1,...,w,},
P X Vi) = Viw) X p. (i)
D’aprés 2.2.5, on a la surjection, pour v € {1,... u,}
t
Vi X ...X%(v)_1X<Al(U)> XpXVE(U)_HX...XV%
= Vi XX Vigy—r X (D, {c}>t X Viwy41 X « .. X V. G)

Grace a (g), (h), (i), (j), on voit que I'ensemble des quotients irréductibles
de p X 7 est inclus dans I'ensemble des quotients irréductibles de I'une des
représentations :

Vix... XVZ(U)_l X <+A,(U)>t><vl(v)+1 X .. XVQ, pOUI‘lSUSuW,
Vix. .. xVyxpxVigx...xV,.
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Utilisant le méme raisonnement que pour (f), on obtient des surjections :
t
i X oo X %(v)—l X <+Al(v)> X ‘/E(’U)-‘rl X ... X ‘/t “«—
t t t t
(A" XX (Ayy—1) X (FAw)) X (Agy1) X oo x (AT
pour 1 < v < Uy,

Vi x  ooxVixpxVigx...xV,«
(AN X ox (AN X px (Aj) < .ox (A

Puisque le segment +Al(v) contient les segments A; commencant par ¢+ 1
et pour lesquels 7 est supérieur a [(v), on a aussi :

(A1) X (D) x (i) x (Aigyn) X x (A =
(A x ... % <Al(v)_1>t X <Al(v)+1>t X .oox (A x <+Al(v)>t X .o (A"

On a alors que, d’aprés 2.2.5, la représentation intervenant dans le membre
de droite des deux équations précédentes a un unique quotient irréductible,
isomorphe a

e}, A A (resp (Ar, T Dy, -, A))

3.2.3. Le lemme suivant est la clé de tout ce qui suit :

Lemme. Soient A = {b,... e} , A" ={l/,... €'} deur segments tels que A
précede N Alors Jac, ((A,A)) £D < b #b+1

Démonstration. On a une suite exacte
0— (AUAY x (ANAY = (A x (A) — (A, A = 0.
Par le lemme géométrique on a :
JH ( T (e=bynn),(e—b+1)n) (<A>t X (A’>t)> =
{(Cay <@ e (@) < Ca)) e}
JH (r (e byn) (e—bi ) ((AUA') (AmA’)t>) -
{( (AUAYY x (An A ) ®b, (((A UAY x (~(AN A’)}t) ® b’}
et donc
Tacs <<A>t x (A’)t) — (<*A>t x <A’>t> @b

Jac, ((AUAY x (AnA)) = (((aua)) x@anay) e
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Ainsi, par exactitude du foncteur de Jacquet, on a Jac, ((A,A/>t) =
(TA x A'Y' @b si, et seulement si, (TA) x (A £ (T(AUAN)) x (ANAY,
i.e,sib #£b+ 1. ]

3.2.4. Cela implique le

Corollaire. Awvec les notations de 3.1.1 et 3.2.2, p étant toujours une repré-
sentation cuspidale de G, on a l7{7p} <nl.

Démonstration. Avec les notations de 3.2.2 on a

Vix- - XV,—>m, (a)
D’aprés le lemme 3.2.3, les seuls V; tels que Ep(%) # () sont les Vi) avec
1 <1 <, et donc, par le lemme géométrique

Or, par (a) et exactitude du foncteur de Jacquet i < lx{/f}x...xvta ce qui

prouve le lemme. O

3.2.5. On définit deux opérateurs :

&; M(S) — M(S),

par
Al +Al(1) At} si U >1
A, A = (A, T -
Q ({ 1 t}> {{{0}7A17-'-aAt} sl Uy =0
AI-H_Asl’)-‘-At} Sll/21
S ({A1, ..., AY) = AL A ™
(& ) {@ si I, =0,
ou le multisegment {Aq, ..., A;} est supposé rangeé.

Le lemme ci-dessous explicite, en termes des segments, ’action de S, sur
un multisegment :

Lemme. Notons {A},..., A} = S.({A1, ..., Ax}), et m = (Aq, ..., Ax)
Alors,
1. A%(v) = Ap) €l A;C(v) = Ay pour tout v=1,... 7z,

lw—1) STU= oo W + 1
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Démonstration. On a A;(U) =

Al stv<jlos(l)
A% siv>jtos(l).
Montrons (1) par récurrence :
Par construction de k, il n’y a pas de segment A, commencant par ¢+ 1
qui précéde Ajq pour j(t) < k(1). Par minimalité dans I'ensemble des Ay,
~ Ay ) ne précéde aucun des Ajq) pour j(t) < k(1). Dou

v+1)

Ap1y est un segment dans {A],..., Ay} commencant par c + 1, précédant
A;C(l) et minimal parmi les A, vérifiant ces deux propriétés.
= Si k(1) < s(l7), alors ~Ayq) ne précede pas Al ).
— Si k(1) > s(l7), puisque Ay ne précéde pas Ay ) (par construction
de h(l)), alors Ah(l) <= As(l;r),
d’ou
A?1(1) = Anq).-

Supposons maintenant que A;l(i) = Ap) et A;C(i) = Ay pour tout i €
{1,...,v}, et montrons que A%(UH) = Apws1) €t AZ(UH) = Ap(vt1)-

Il n’y a pas de segment A, commengant par ¢+ 1 qui précéde Aj;) pour
Jt) < k(v+1) et j(t) ¢ {k(1),...,k(v)}. Par minimalité dans I'ensemble des
Ay, le segment ~Ay ) ne précéde aucun des Ajq) pour j(t) < k(v + 1)
et j(t) ¢ {k(1),...,k(v)} (ce sont des "Ayp"...). Dot

Alr1) = D)

Ap41) est un segment dans {A7, ..., Aly} commencant par ¢+ 1, précédant
A;(UH) différent des Ay(g), pour 3 < v et minimal parmi les A, vérifiant ces
trois propriétés.
= Sik(v+1) <s(l7), alors ~Ayq) ne précede pas Ap ).
— Sik(v+1) > s(l%), puisque Ap(y11) ne précéde pas Ay y (par construc-
tion de h(v + 1)), alors Ah(erl) <~ As(l;),
d’ou
A/h(v—&-l) - Ah(”"‘”'
Pour montrer (2) il suffit, d’aprés ce qui précéde, de remarquer que
ANy <7 Ay O

3.2.6. Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate :

Corollaire. 1. Sill. > 1, alors Q.0 S, = Idps).

2. 81> 1, alors 12 = lz 1.

Se({A1,..,A 1)) Ar AN
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3. l’< U .+ 1.

Qe({A1, A A1,A)
4. St w; est 'un des sous-modules décrits dans le lemme 3.2.2 et w; &
<Qc <{A17 ) At})>t7 alors l:ul = leI 77777 Ayt

3.2.7. Le théoréme suivant est la conclusion de notre étude soigneuse :

Théoréme. Soient p une représentation cuspidale de G, m = (Aq, ... ,At>t.
Awvec les notations précédentes,( on a :
1. 18 =l
2. L'unique sous-module irréductible de (A1,...,A)" x p est
<Qc <{A17 SRR At})>f .

3. Sill>1, (Ay,...,A) est un sous-module irréductible de
(Se ({Ay, ..., A})) X p.
4. L’unique quotient irréductible de p x (Ay,..., A" est
(Qc({Ar. ... A

Démonstration. (3) est une conséquence de (2) et 3.2.6.(1).
Montrons (1) et (2) par récurrence sur [/ .

Sill =0, d’aprés 3.2.4 on a l,{rp} = 0. Si ™ X p avait pour sous-modules
Pun des w; # (Q. ({Ay,...,A})), on aurait, par 3.2.6.(4), 'galité l,, =0,
donc I = 0 ce qui est absurde par 3.1.2.

Supposons I = k > 0. Alors, par 3.2.6.(2), ll(Sc({Al ..... Ay = l’<A1 ..... Ayt 1
donc, par hypothése de récurrence, le théoréme est vrai pour la représentation
(S.({A1, ..., A e

1. (Q.oS. ({A1,...,A})) est I'unique sous-module de 7 x p. Or,

(QcoS.({Ar,...,A)) =7

par 3.2.6.(1).

{r} o
2 s (A A ) = n(k—1).

Par 3.1.2, on a que It = n(k — 1) + n = kn.

Finalement supposons que 7w X p ait pour sous-module 'un des w; #
(Qc ({Ar,..., A)). Alors, par 3.2.6.(4) on aurait [/, = lay .y = F- On
vient de montrer que, si [, = k, on trouve par hypothése de récurrence
17 = kn = 117 ce qui est absurde, par 3.1.2.

(4) est une conséquence de (1), de 3.2.6.(4) et de 3.1.4 ce qui achéve la
démonstration du théoréme. ]
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3.2.8. Le corollaire suivant, trivial & cause de l'existence du foncteur ¢ de
2.1.14, dans le cas o D = F, sera trés pratique dans nos calculs.

Corollaire. Soient w, 7" € Irr,p € C. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Hom (7,7 X p X -+ X p) # 0;
2. Hom (px --- x pxm ') #0.

Démonstration. Puisque, par le théoréme 3.1.1, 7 X p X --- X p n’a qu'un
seul sous-module irréductible et par le théoréme 3.1.4 p X --- X p X 7™ n’a
qu’un seul quotient irréductible, par récurrence, il suffit de montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. Hom (7', X p) # 0;
2. Hom (p x m,7") # 0

ce qui est évident d’apreés les parties 2. et 4. du théoréme précédent. O

3.2.9. Notons Ajiqy, ..., Aj) les segments de m (dans 'ordre décroissant)
se terminant par c¢; pour tout entier v compris entre 1 et 77, on définit induc-
tivement sur v, l'entier ¢'(v) comme étant soit le plus petit entier différent
de 7'(1),...,i'(v — 1), tel que Ay, termine par ¢ — 1 et précéde Aji(r _y 41y,
soit ¢'(v) = t+1 si un tel entier n’existe pas. On note I'(1),...,I'(u.) les i’ (v)
différents de ceux qui viennent d’étre définis.

ch={feh Dy
W= (A A A) i €L

On a défini les entiers j'(t), 7' (t) pour que, en appliquant la contragrédiente
a partir du théoréme 3.2.7, on trouve comme dans [MW] :

/
m?’

Corollaire. L’unique quotient irréductible de wx p est w! . ot A, est le plus

petit parmi les Apgy,t € 1,...,ul (W, siu, =0).

3.2.10. Si m x p est irréductible, alors il est clair que u, = u, = 0. Récipro-
quement, si v/ = u, = 0 on a que wy = w; est le seul quotient et sous-module
irréductible de ™ x p. Or, d’aprés 3.1.1, wy apparait avec multiplicité 1 dans
JH(7 x p), d’ou

Corollaire. m X p est irréductible si, et seulement si, u,. = u, = 0.

3.2.11. Maintenant il est clair que les paragraphes 3.2.1 a 3.2.7 sont aussi
vrais pour les paramétrisations a la Zelevinskii. 1l suffit de remplacer, dans
les énoncés et les preuves,

1. Le mot quotient par sous-représentation,
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2. le mot sous-représentation par quotient,

3. le sens de toutes les fléches

4. le symbole ()" par ( ),

5. le foncteur r (resp. 7) par le foncteur 7 (resp. 7).

Ainsi, on montre un théoréme similaire au théoréme 3.2.7 :

Théoréme. 1. L’unique quotient irréductible de (Ay, ..., Ay) X p est
Q. ({A1, ..., A})) .

2. L’unique sous-module irréductible de p x (Aq,..., ;) est

(Qc ({A1, ..., A}))

Corollaire. Soient p une représentation cuspidale et ™ une représentation
irréductible. Notons T Uinvolution de Zelevinskii (2.2.7). Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. 'V est un sous-module irréductible de p X .

2. 7(V) est un sous-module irréductible de T () x T (p).
Démonstration. C’est une conséquence de 3.2.11.(2), 3.2.7.(2) et 2.2.7. O

3.2.12. La conséquence de ce corollaire est que les résultats du papier [MW]
sont valables pour des [-représentations de GL,(F) quand est [ banal et
D = F et aussi pour les représentations complexes de GL,.(D) comme ¢’était
conjecturé dans [Tad, Conjecture 3.6]. En effet, toute la partie T de [MW]|
était consacré a la preuve du corollaire 3.2.11 pour 7 et p des représentations
irréductibles d'une certaine algébre de Hecke mais pour la preuve du théoréme
qui suit, ils n’utilisaient que le corollaire précédent.

Théoréme. L’involution T vérifie la description géométrique de [Ze2].

Démonstration. 1l suffit de changer dans la preuve du théoréme [MW, I1.13]
la proposition 1.7.3 par le corollaire précédent. O

3.3 Un peu de combinatoire : un lemme tech-
nique

Ici on montre un lemme qui nous aidera a calculer explicitement la cor-
respondance théta dans la section 4.6.
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Lemme 3.3.1. Soit 7 la sous-représentation irréductible de (A}, ... A}) x
(¢) et ' la sous-représentation irréductible de (b, ..., b —a, A}, ..., ALY x(c),
a > 0.

Sicg {bb—a—1} et m=(Ay,...,A), alors
' =(b,....b—a,Ay,...,A)".

Démonstration. La condition ¢ ¢ {b,b —a — 1} équivaut a la condition sui-
vante :

cef{bb—1,....b—ab—a—1}sc+le{bb—1,....b—ab—a—1}.

Ainsi, si Pon note {d1,...,d,} (resp. {0],...,0/,}) le sous-ensemble de
{A}, ... ALY (resp. {b,...,b—a, A}, ..., AL} des segments commengant par
couc+1onaque:

1. Sice{bb—1,...,b—a,b—a— 1}, alors

{c,c+1,61,...,00 ={d7,...,0}.
2. Sice¢{b,b—1,....,b—a,b—a— 1}, alors
{61,...,0n ={d},...,0}.

Dans le deuxiéme cas le lemme est une conséquence immédiate de 3.2.7.
Dans le premier cas, il est évident, par récurrence comme dans 3.2.5, que

52(1]) = Oy pour v = 1,... ,w<5/ 7)) et Wi, st = w<6, ) On achéve

’
109, 17-"76”/

la démonstration avec le théoréme 3.2.7. O

On récrit le lemme dans les notations qu’on utilisera dans la suite. On
rappelle qu’on a défini, pour g € D, v(g) = |Nrdp(g)|p.

Corollaire 3.3.2. Soit m l'unique sous-représentation irréductible de (v~°) x
(A}, ..., AL et ' la sous-représentation irréductible de

— o\t

<Vb,...,1/b_“7A’1,...,AQ,> X (V°),
a>0.Sicg{bb—a—1}etm=(A1...,A), alors
— A\t

ﬂ’:<yb,...,ub*“,A1,...,At> .

Démonstration. La sous-représentation irréductible de (v=¢) x (A}, ..., AL)’
est, par passage a la contragrédiente et 3.2.8, I'unique sous-représentation

— —~\ t
irréductible de <A’1, cee AQ,> x (v°). Le corollaire est donc une conséquence
immédiate de 3.3.1. O



Chapitre 4

Correspondance de Howe explicite

4.1 Introduction

4.1.1. Dans ce chapitre, on fait une étude détaillée de la correspondance de
Howe sur un corps local non archimédien pour les paires de type II.

Soient done (aprés on verra qu'il faut faire quelques restrictions sur [) F
un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0, D une
algébre a division de centre F' de dimension finie d? sur F', O son anneau des
entiers, P = wO un idéal maximal, w une uniformisante, kp = O/P son
corps résiduel et ¢ le cardinal de kp. Soient aussi R un corps algébriquement
clos de caractéristique [ # p (éventuellement nulle) et n et m des entiers
strictement positifs.

On note M,,,, (resp. M,,) I'ensemble de matrices n x m (resp. n X n)
a coefficients dans D. Le groupe GL, (D) des matrices inversibles dans M,,
sera noté G,,. Le groupe trivial sera noté Gy.

On note S, ,,, = S (M,,,.n) 'ensemble des fonctions ® : M,,,, — R loca-
lement constantes a support compact.

On note 0, : G, X Gy, — GL(S,m) la représentation naturelle de
G, x G, définie par

O (9,9") @ (2) = @ (97 '2g")

pour g € Gy, ¢ € Gy x € My, € Sy
La représentation métaplectique w, ,,, restreinte a la paire duale G,, x G,
(¢f. IMVW, 3.II1.1]) est la représentation

Wn,m(gag/) = V(Q)ngn,m(%g/)’/(g/) .

|3

Pour simplifier les notations on va travailler avec la représentation o, ,.

87
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On permet les cas m = 0 ou n = 0 pour lesquels M =0 et o0¢,, ~ R est
la représentation triviale de G, et 0,0 >~ R est la représentation triviale de
G,.

4.1.2. Supposons n < m. Soit 7 une R-représentation irréductible de G,,. La
conjecture de Howe prédit qu’il existe une unique représentation irréductible
de G, notée 0, ,,(m), telle que ™ ® 6, ,,(7) soit un quotient de o, ,,, et que
dans ce cas

dim (Homg, xa,, (Onm, T ® Opm(m))) = 1.

Dans 'appendice, on la montre en suivant des idées de Howe, pour [ banal.
Dans ce chapitre on donne une nouvelle preuve constructive qui n’utilise
que des propriétés des foncteurs de Jacquet de la représentation o, ,,, et les
classifications du chapitre 2. On verra que la correspondance est bijective si
[ est banal (pour max{n,m}) et D = F ou bien on supposera R = C (en
fait il nous faut juste avoir une classification comme celles du chapitre 2).
On donnera aussi des exemples, quand [ n’est pas banal, pour lesquels, étant
donné m irréductible on a plusieurs représentations irréductibles différentes
7" avec Homg, «x,, (Onm, ™ @ 7') et méme

dim (Homg, xg,, (Onm, T @ 7)) > 1.

La démonstration, étant constructive, nous permet d’expliciter, en termes
des classifications du chapitre 2, 6,, ,,(7) en fonction de w. On prouvera ainsi
le théoréme ci-dessous qui est le résultat principal de la thése et qui répond
a une conjecture de Waldspurger.

Théoréme. Supposons n < m, et que | banal et D = F ou bien que R = C.
Soit ™ une représentation irréductible de G,,. Il existe une unique repré-
sentation irréductible ' de G,, telle que

Homg, va,, (0nm, ™ @ ') # 0.

De plus, dim (Homeg, xq,, (Onm, 7@ 7)) =1 et

m—mn ——

— t
/ . n_m—-n—1 _nym-—n—1 m—n
7T:<1/2 > ..., 2y Ay, v 2 AN>

siT=(A1,...,Ax)".

Remarque. Supposons R = C. Si 7® 7’ est un quotient de la représentation
Wnm (c.f. 4.1.1) et 7 est le quotient de Langlands de 7y X+ - - X7y o 74, ..., Tn
sont des représentations essentiellement de carré intégrable alors 7’ est le
quotient de Langlands de

_m—n—1 m—n—1
2

Vo2 X e XU X Tp X o X TN,

formule qui respecte I'unitarité.
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4.1.3. L’idée de la démonstration est la suivante :

Pour l'existence d’un entrelacement, on développe dans le chapitre 5 la
théorie des fonctions zéta avec des coefficients dans un corps de caractéris-
tique quelconque. On supposera ici, ce que 'on montrera dans le chapitre 5
que, si m > n et w € Irr(G,,), il existe ©’ € Irr(G,,) avec

Homg, va,, (0nm, ™ @ ') # 0.

L’unicité est montrée dans ce chapitre :
En 4.2 on étudie une suite de composition de la représentation métaplec-
tique. On en déduit (comme dans [MVW, 3.111.] quand R = C) que, si

HomanGm (Un,m7 T 7T/) 7é 07

alors :

1. Nl existe 1 < n, 7 € Irr(G;) tels que 7 est un sous-quotient de vil,_; ¥

—n+i m—1 ~

. —i
v~z 7 et 7 est un sous-quotient de vz 1,,_; X v 2 T;

n_m-—-n—1 _%+m n—1

2. en particulier supp(n’) = {y_2 2 ...,V 2 }Usupp ( N 77) ,

3. on montre le théoréme 4.1.2 pour beaucoup de représentations, en par-
ticulier pour les cuspidales de G,,, n > 2, méme si | est non banal.

Pour avoir des renseignements plus précis on suit [Kul| et, dans 4.3, on
calcule une suite de composition des foncteurs de Jacquet de la représentation
métaplectique. Soient alors 7 € Irr(G,,), 7 € Irr(G,,) telles que 7 @ 7’ soit
un quotient de o,,,. D’abord on voit que ce n’est pas trés compliqué de
se ramener au cas ou 7 € R (V) UR (l/%> (voir 2.2.7 pour les notations).
Par exactitude du foncteur de Jacquet on aura que 7 ® 7y, ), (7) est
un quotient de TEl,m—l),m(U"’m)' Si & ® p' est un quotient de T’E17m_1)7m<ﬂ'/)
alors 7 ® {' @ p’ sera un quotient de r(; ;). (0nm). Ainsi, en utilisant cette
suite calculée précédemment et 2.1.12.2, on peut séparer les caractéres & par
lesquels G L, agit.

Pour toutes les représentations = € Irr G,,, 7’ € Irr GG,,, dont les foncteurs
de Jacquet font intervenir des caractéres distincts de deux caractéres bien
particuliers, la suite de composition calculée précédemment, se réduit a un
seul terme ce que nous permettra, par récurrence, de montrer dans ces cas le
théoréme.

Il ne nous restera & montrer le théoréme que pour des représentations dont
les foncteurs de Jacquet font intervenir ces deux caractéres uniquement. Il
n’y a pas trop de telles représentations irréductibles et elles sont parmi celles
pour lesquelles les arguments de la section 4.2 marchent bien.
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Dans la section 4.5, on calcule explicitement, & la main, la correspondance
(G1(F),Gp(F)), et on donne des exemples, dans le cas non banal, ou cette
correspondance n’est pas bijective.

4.1.4. On utilisera, pour simplifier, les notations abrégées suivantes :

1. Les groupes P,U, G (resp. P',U’, G') agissent sur la représentation mé-
taplectique & gauche (resp. a droite).

2. On mnote 7;; (resp 77;) le foncteur de Jacquet associé aux groupes
Bligyiti> Givg (vesp. Pl 500 Giyg)-

3. On note 7, ; (resp r’;;) le foncteur de Jacquet associé aux groupes
Pligivss Givg (vesp. Pliigyivg, Giyy)-

4. p; est la représentation naturelle de G; x G sur S (G}).

5. 1; est la représentation triviale de G;.

4.2 Premiére filtration

4.2.1. Dans ce paragraphe, on généralise les idées de 1.2.8. La représentation
Opn,m admet une premiére filtration

0=S5S411CS C---C S CSo=Snm,

ou
S ={P € Spm : supp ® C {matrices de rang > k}},

0<k<t=min(n,m).
On a un isomorphisme ([MVW, 3.1I1.2|, la preuve s’étend immédiatement
a R quelconque)’

o qGnCm (573573
S/ Sk = op = indrr (5,76, 1)

ol ¢ est le module (voir 2.1.2 pour les calculs explicites des modules) et puy
est la représentation de Py P sur S (Gy) définie par :

pu (p, ') @ () = ® (py 'hply) = pr. (pa, Py) @ (R),

P1 0 / pll p/2)
b e S(Gr), heGy,p= 0= .
(Gi) o P <p3 p4>p (0 P

!Dans [MVW, 3.II1.2], on travaille avec des induites non normalisées, ce qui rend les
notations de cette section plus simples ; nous avons opté de conserver les induites normali-
sées pour ne pas devoir traduire, dans les chapitres ultérieurs, les résultats de cette section
et avoir une homogénéité dans la thése.
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4.2.2. Rappelons d’abord le lemme [MVW, 3.11.3| qui sera utilisé plusieurs
fois dans ce chapitre :

Lemme. Pour toute m € Irr (Gy), le plus grand quotient w-isotypique de py
est isomorphe & m @ T comme Gy, X Gr-module.

Pour toute représentation V', on notera V [r] son plus grand quotient
m-isotypique. Puisque le foncteur induction est exact (¢f. 2.1.4) on a immé-
diatement

Corollaire. On suppose n < m. Pour toute m € Irr(G,,) le plus grand quo-
tient w-isotypique de o,|q, 1 est isomorphe a

. (el =n m=n __
7r®1ndPZ”‘ (V 2 1 QU 2 77) ,
comme G, x G -module.

Démonstration. En effet, par exactitude du foncteur induction, le morphisme
surjectif p. : p, — p, [7] induit un morphisme surjectif

) . 1GnxG! -1 - 1GnxGlL, -3
iPr 2 On > indg (519;12 Pn) — indg pr (519;12 Pn [ﬂ) :

D’aprés le lemme précédent, p, [1] ~ 7®@7 comme G,, X G/ -module. Ainsi
on trouve un morphisme surjectif

—n

. GnxGl, *% ~ . G, —n m—n __
on (] = ind o (0p/m@T ) 2 m@ind (V2 Ly ®@v 2 7).
Le morphisme est aussi injectif. En effet, soit ¢ € o, tel que ip,(¢) =0
i.e. tel que, pour tout ¢ € Homg, (p,, ), on ait t o ¢ = 0. Alors on a bien
1

que, pour tout t' € Homg, (mdgzii?ﬂ <51_3?pn> ,7T), t'o¢p =0, i.e. pour tout
t' € Homg, (0,,7), t' 0 =0, c’est a dire, ¢ € N ker t'. ]

t’eHomg,, (0n,m)
4.2.3. Pour toute m € Irr (Gy) l'entrelacement naturel (¢f. [MVW, 3.11.3|)
Ar:pp =TT,

défini par

induit des entrelacements

k

e k nt . =k mok
Afr Do — 1ndﬁ: (1/2 lyr®@v 2 7T) ®1ndPI; (l/ 2 1, QU 2 ,
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avec A¥ (F): G, x G!, — © @7 définie par

AL (F)(9:9") = Ax (F (9.9)
pour I’ dans 'espace de oy.

Lemme. Soient 7 € Irr(G,,), ' € Irr(G),) telles que Hom(oy, 7 ® ©') # 0.
Alors il existe T, 7" € Irr(GYy,) telle que

HOIHGnXg/m (1Hdg: (Vgln_k v n;'kT) &®
indggn (V_Tk Lt ® I/mT_kT/> ST 7r'> # 0.
k

Démonstration. Soient © € Irr(G), ' € Iir(G),) telles que Hom(oy, 7 @
') # 0. Alors

Hom (o, 7 @ ') #£ 0

Hom (ind% S (5-%6,2 N #£0
< Hom (in Por, \0p, O Ik , TR ) #0,

par définition. Ceci équivaut, par 2.1.4(b), a

1 1 _
Hom <(5ﬁ5 (51{’ ey T (n—te, o) () @ 7"’(m—k,k),m<7'r/)> # 0.

Soient V' une sous-représentation de r(,_ ), (7) ®F(m_k’k)7m(7r’) telle qu’on

ait un morphisme surjectif

Hom (5;55;5 V) £0.

Alors, par construction, V' est de la forme (5%5 5;5 ® I, I étant une Gy X G-
représentation.

Par réciprocité de Frobenius, une sous-représentation irréductible de I de
la forme 7 ® 7’ satisfait aux conditions du lemme.

On trouve alors comme dans [Kul] :

Corollaire. Soient © € Irr(G,,), ©" € Irr(G),) telles que Hom (o, m@7") # 0.
Alors,

supp(n’) = {1/_ I/ e A } U supp <l/%’7\f> :
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Démonstration. 1l existe k € {0, ..., min(n,m)} tel que Hom(o, ,,, 7@ 7’) #
0. Alors, comme ’on vient de voir
Hom (o, 7 @ 7') # 0
& Hom (ind% % (5 26,7, , m@n') #0
om (1nd— B, Op Hk ), T T )

PP}

par définition. Ceci équivaut, par 2.1.4(b), a

11 _
Hom <5ﬁ; 5Pé2 Lok T (n—k o) () © r’(m_hk),m(wl)) £ 0.

Soient V' une sous-représentation de 7, —p k)0 (T) @ 17 (m—ie,k),m (') telle qu’on
ait un morphisme surjectif

Hom ((gf S i V) #0.

11

Alors, par construction, V' est de la forme 5ﬁ; Op’ @1, I étant une Gy x G-
k

représentation. Soit 7 ® 7’ un quotient irréductible de I. Alors

Hom (pg, 7@ 7") # 0

et donc 77 ~ T.
Ainsi 7(n—k k)0 (T) @ 1’ (m—kk),m(7') a un sous-quotient de la forme

1 1
~557% ~
5ﬁk 6P;2 RTRT,
d’ou le résultat. O

]

4.2.4. Supposons R = C ou bien D = F et R de caractéristique banale.
Rappelons que, d’aprés le chapitre précédent, on a alors que, pour toute
représentation irréductible = € Irr(G,,), la représentation indgfn(z/%n l-n ®

v™7 7) a un unique quotient irréductible. Le théoréme suivant est tout ce
que l'on peut conclure & partir de cette premiére filtration.

Théoréme. Soit m € Irr(G,,) telle qu’il n’existe pas T € Irr(Gy), k < n, avec
Homg,, (ind%: <V§1n_k ® 1/;7;4&7-) ,7r> # 0. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. 1l existe ' € Irr(G),) telle que Homg, xqr, (Opm, ™ @ ') # 0.

2. m > n et ' est Punique quotient irréductible de indgfn(l/%nlm,n ®

vozom).
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De plus, dans le cas ou l'une de ces deux conditions est satisfaite on a
dim (HOmangén (O, T ® 7r’)) =1.
Démonstration. Soit «' € Irr(G!)) telle que
Home, xar (Opm, m@7') # 0.

Par composition avec les morphismes S; — 0,,,,, j = 0,...,n, on obtient des
morphismes S; — 7 @ 7.

Soit k le plus grand j tel que S; — m ® 7’ ne soit pas le morphisme nul.
On a donc que ™ ® 7’ est un quotient de 0. D’apreés le lemme 4.2.3, il existe

alors 7 € Irr(Gy,) telle que Homg, (ind%: <y2 Ly s @v 2 ) 7r> # 0. Par
hypothése on a k = n et donc m > n et, d’aprés le corollaire 4.2.2, 7’ est
I'unique quotient irréductible de mdP, (V2 ly ,@v e 7).

Inversement, dans le chapitre 5, dans la section 5. 7, on construira, a ’aide
de fonctions zéta [-modulaires, des morphismes non nuls

. G;n =_n m—n __
Homg, xar (O’nym,ﬂ' ® mdP{L 2 ly QU 2 w)) .

On conclut qu’il existe 7’ un sous-quotient irréductible de indg:m(u_Tn Lpen ®
V77 7) tel que
Home, ¢ (Opm, ™ @ 7') # 0.

D’apreés la démonstration du sens direct on a que 7’ est isomorphe au quotient
de indg,m(u%"lm_n ® v"7 7). Puisque ce quotient, d’aprés 3.1.1, apparait
avec multiplicité 1 dans indgfn(u%n lypn ® V"2 7), on a que, en fait, 7’ est

M—" ~

I'unique quotient irréductible de 1ndP, (V2 1y @V T 7M)

Si A € Homg, xa, (Cnm, ™ @), dans ce cas on a donc que la composée
de A avec l'inclusion o,, < o,,, n’est pas nulle. Or, par le corollaire 4.2.2,
cette composée est unique a homothéthie prés. Ainsi, si

dlm (Homgnxc/m (O-n,mv ™ ﬂ-/)) > 17

on pourrait construire un morphisme non nul A € Homg, v (0nm, ™ ® 7')
tel que sa composée avec l'inclusion o,, — 0, ,, soit nulle. D’aprés la filtration
il existe alors k < n tel que Homg, (ok, m) # 0, et d’aprés le lemme 4.2.3, on
trouve 7 € Irr(Gy) telle que

Homg, (ind%: (ygln_k QU2 ’“T> ,7r> # 0,

ce qui est absurde et qui achéve la démonstration. O
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On a une remarque intéressante a ce point-ci :

Remarque. Dans cette section on n’a eu besoin d’utiliser I’hypothése de
banalité sur le corps de coefficients que pour parler de ["'unique quotient irré-
ductible. En particulier, si m est une représentation cuspidale de G,,, n > 2,
le théoréme 4.2.4 s’applique en toute caractéristique | # p car, dans ces cas, il
n’existe pas 7 € Irr(Gy), k < n, avec Homg,, (indg: (ugln,k ® 1/#7) ,7?) #+
0 et, avec les arguments de 3.1.1, c’est trés simple de montrer que, méme si
[ n’est pas banal, la représentation indg:m(l/%n Lm—n ® v 7) n’a quun seul
quotient irréductible et il apparait avec7}nultiplicité 1.

4.3 Deuxiéme filtration

4.3.1. Soient ¢,i des entiers, 0 < t < n, 0 < i <inf {¢,m}. Fixons quelques
notations pour ce paragraphe :
— On notera chaque matrice m € M,, ,, par

m= ()= (o )

ol a € Mm,ta b € Mm,n—ta my € Mi,n—ta me € Mm—i,n—t7 .
— On notera chaque g € M, ,,_; par

% g2 g3
g = ( i ) - ga gs P
[

90 € G, g1 € Gry, 92 € My, 93 € Myg—iy g4 € My_ii, g5 € M.
— On notera chaque ¢’ € G/, par

- ( 99 )
95 9y )’
ot gy € My, 95 € Mim—i, g5 € Muy_ii, 94 € Min_im—i-
On définit o7, ,, par le diagramme commutatif suivant :

o N
S nym(ggb

n,m n,m

l ffii,m(gmq’gl
n,m > Pn,m
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ou " est défini par

f( Z ) :/M f( Z* >@/Jot7“(taa*)da*,
pour f € Sy ;.

On se propose d’étudier la représentation o = (transformée de Fourier
partielle de o,,,,) pour obtenir des renseignements sur o, ,.

. ,
0.m agit sur f par

U;kzm (g’g/)f< Z ) = /M f (9_1 ( Z* )g’) Yotr (taa*) da*.

*
n,m’

@m<1?)f(z>:¢mem@f(2). (a)

Notons A 'ensemble :

A:{(Z)ewmmwm:o}

Lemme. Le sous-espace Sy, (Um_t,a;ib m) de S, engendré par les fonc-
tions de la forme

Ainsi Uy ,,—; agit, via o par

-~

f=onm()f,
ot f € Sym et u € Uy est Uespace des ]?6 Sn.m telles que
supp f N A = 0,

Démonstration. Sur A, f— U;,m(u)f est, par (a), nul. Réciproquement, soit

f # 0 nulle sur A et montrons que ]? € Snm (Um_t,a
démontré.

). Le lemme sera

nm
a .
Pour tout m = ( b ) € M, n, nOtOns ayy, le caractere défini par

Qm Ut,n—t — R
ur—potr (—taub) .

Pour tout m € M., ,\A, il existe um € Up,—t tel que aum(um) # 1. Pour
m’ dans un voisinage I de m, on a par continuité ayy (tm) = Qm(Um) # 1.
Le support de ]?, étant compact, il suffit de montrer que la fonction caracté-
ristique 1; du voisinage I est de la forme F' — o7 (u)F, pour F' € Sy, .

Puisque, o (m) = am(um) # 1 on a que 1 est égal a o}, (u)1; & une

constante non nulle prés. Ainsi, F' = 1; convient.

1
1—am(um)

]
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Ainsi la suite exacte courte

0—S(M\A) - Spm — SA) —0
foe Jla

s’identifie a

0— Sn,m (Ut,n—ta g ) - Sn,m - S(A) — 0

et donc S(A) muni de l'action de M,;,_; s’identifie au foncteur de Jacquet
non normalisé, d’ou un isomorphisme de M, ,,_,-modules :

*
n,m

S(A) ~ 5E’t,n—trt7”7t (Un,m) .

1
On a alors une filtration de 63, 7yt (Opm) de My, x G},-modules :

1
0=25p1 CS C--CSCS;=0p, rta—t(Onm),
ou

~

S; o= {fe S(A): f(a) =0si rang(a)gi—l}
k = inf(t,m).
On veut calculer les quotients

Ty = Si/SH-la

S; = 67 S5O0<i<k

car 1y, (0nm) st composée des représentations 7;, ¢ = 0,...,min {¢t,m}.
Notons 7 la M;,,_; x G, -représentation non normalisée :

S; /St
La suite exacte de M;,,_, x G, -modules

0— 57 — 554 — S(4) =0

o A; = {( Z ) € My, - bla =0 et rang(a) = z} , nous montre que 1'es-

pace de 7 est I’espace des fonctions {fAE S(Ai)} .

Soit
a;
mz—( O O )GA“
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ol a; = 00
N1 0 )

Le stabilisateur T; dans M, ,,— Y x G de m; est le sous-groupe des (g,¢') €
Py_ii x Guy x P/, _, tels que g5 g} = 1.
Notons

t: A — {ae My, rang(a) =1}
(+)
b = a.

Soit A; ¢ la fibre au dessus de a;. Alors A, = ( Oai* )

Lemme. La restriction de ;7 a A;o est T;-isomorphe a §?z ® Op—t.m—i OU 5191
est le caractere de T défini par v (go)™ v (¢')~", pour (g,¢') € T,

Démonstration. Soient (g,¢") € T;, * € Sp—t.m—i, €t f € S(A;). On a que

77 (9.9) f ( >

_ a* / 0 1 % *
L6 (e (1))
_ g 161*9/ 0 1; * *
_/Mm{( Oogl g, )¢otr((0 0 )a)da

* _1, -1

:V(go)m’/(gl)_%w f( 0 gcll_lxgg >¢Otr(( (()95 91 >a*) da*
—vla v @ (g Sy Jeer () o))

= v(g0)"v(g)" On—t,m—i(glvgé>ﬂ< o )(I)

o o O O

]

Corollaire. La représentation 1y, (0nm) est composée des représentations
Ti, ©=0,...,min {t,m}, ou

My n—txG,
T; 1nd —4iXCn_tx Pl (ft,i X p; ® Un—t,m—i) )

avec &; est le caractére
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( 2m—n—+t—1i

v- o2 sur Gy_;
VI sur G
§ti = % sur Gy
v sur G
v sur GI,_,.

\

Démonstration. Comme dans [MVW, 3.V.2|, le lemme précédent implique
que

. n—tXGh
Ti* ~ (# lnd)TMit" v (521 &® O_n—t,m—i) )

ot on note (#ind) le foncteur d’induction non normalisé.

Induire de T; & My, X G, revient & induire de T; & Py ; X Gy X P/,

. ’ - . . PiiixGntXP . /.0
et puis a M, 4 X G7,. Or, I'induite (# ind), ’ (ém- ® on,nm,i)

est la représentation ggi ® pi @ Op—t.m—i-
Ainsi, I'induite (#ind)%t’"’tx% (fgi ® an_t,m_i) est la représentation

!
(# ind)%ij?iéﬁix?’ . (57?1 Q@ pi @ U”*t’m”') ’

i, m—1

Pour achever le corollaire il ne nous reste que changer les induites non nor-
malisées par des induites normalisées et 7;° par 7;. Ainsi

. M, nftXG;n
. NY ’ . . .
T; =~ lndPt—i,iXGn—tXPil,mfi (gt,l & Pi & Un—t,m—l) 9

avec
mo n—tsT s s
ft»i =V (go) v (g) Pt—i,i(spt,n—t Pl
i.e. 1l est le caractére
4 2m—n—+t—i
Vo2 sur Gy_;
2m—n—+2t—1
v 2 sur G
t
§ti= V2 sur G,,_¢
—m—2t+1
[ sur G
—2t4i
v 2 sur G _,.

Remarque. Dans le cas ol t = n, on trouve la filtration de la section pré-
cédente.

]
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4.3.2. Dans ce paragraphe on utilise les mémes arguments pour calculer une
suite de décomposition du foncteur de Jacquet, agissant cette fois-ci a droite.
Soient ¢, des entiers, 0 < ¢t < m 0 <i < inf {¢t,n}. Fixons quelques notations
pour ce paragraphe :

— On notera chaque matrice m € M,, ,, par

m=(a b):(a Z; )

oua € Mt,n7 be Mm—t,n7 my € Mm—t,n—ia my € Mm—t,i'
— On notera chaque ¢’ € M, ,,_, par

J gy g

!

gz(o ,): 91 95 ,
gl /

g1

g € G, 91 € G, g5 € Mii, 95 € My_ii, gy € My, g5 €
Mg
— On notera chaque g € G, par

_ [ 91 92
g ( g3 9a ) ’
o g1 € My—in—i, g2 € Mn_ii, g3 € Gin—i, 92 € M;;.
On définit oy, ,, par le diagramme commutatif suivant :

S O'n,m(g7gl
n,m > nm ,
ia;ﬁ,m(g,g/ i

ou " est défini par

-~

Fla b):/M F(a* b)votr(aa’)da,

pour f € Sy m.
On se propose d’étudier la représentation o = (transformée de Fourier
partielle de o,,,,) pour obtenir des renseignements sur o, ,.

. ,
o m agit sur f par

orm(9.9)F(a b) =/M flgt(a b)g)yotr(aa*)da.
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Ainsi U’ t,m—t agit, via oy, ., par
1 ~ ~
U:L’m(u, 1>f(a b)=1wotr(—tau'd) f(a b). (a)

Notons A’ I’ensemble :
A’:{(a b)E./\/lmn. a—O}

Lemme. Le sous-espace Sy, (Utm t 0, ) de Sy engendré par les fonc-
tions de la forme R R
f=onn)f,

fe

ot f € Sy m et uc Utm ¢+ est lespace des Sn.m telles que

supp f N A’ = 0.

lzémonstmtion. Sur A', f— (7;;7m(u’)f/\es1:7 par @, nul. Réciproquement, soit
f # 0 nulle sur A’ et montrons que f € S, ,, (U’t,m_t, U:Z,m)- Le lemme sera

démontré.
Pour tout m = ( a b ) € M, n, notons amy, le caractere défini par

Qm 7t‘,m—t — R
U — potr(—tau'd).

Pour tout m € M,,,,\A4’, il existe ul, € U't,m_s tel que am(ul,) # 1. Pour
m’ dans un voisinage I de m, on a par continuité oy, (ul,) = am(ul,) # 1.
Le support de ]?, étant compact, il suffit de montrer que la fonction caracté-
ristique 1; du voisinage I est de la forme F' — oy, (u')F, pour F' € S, 1.

Puisque, am(Uy,) = am(up,) # 1 on a que 1; est égal a o, (u')1; & une
1

w ]_[ convient.

constante non nulle pres. Ainsi, F' = ;—
m

]

Ainsi la suite exacte courte

0—S(MA)—S,m — SA)—0

s’identifie a

0— Sn,m (Wt,mfh U;m) - Sn,m - S(A/) — 0

et donc S(A’) muni de I'action de M, , s’identifie au foncteur de Jacquet
non normalisé, d’ott un isomorphisme de M, ,,_,-modules :



102 CHAPITRE 4. CORRESPONDANCE DE HOWE EXPLICITE

S(A/) ~ 55— Ft,m—t (O'n’m) s

Pt m—t
1 _
On a alors une filtration de 6%; 7"y m—¢ (Onm) de Gy X My, _,-modules :
1
0=25,1 CS C--CSCS = 5%tym7t7nt,m—t (Tnm)
ol
S; = {fe S(A"): f(a) =0 si rang (a) < i— 1}
k= inf(t,n).
On veut calculer les quotients
T = 8i/Sis,
;1
Si = d0p, S5, 0<i<k
car 1’y m_t (0m) est composée des représentations 7/;, i = 0, ..., min {t, n}.

Notons 77/; la G, x M ,,,_-représentation non normalisée :
S1/Sn.
La suite exacte de G, x M, ,-modules
0 87 = Sty — S(A) =0

ot A;={(a b)e€M,y,:ba=0et rang(a) =i}, nous montre que l'es-
pace de 77, est 'espace de fonctions {j/c\E S(Ag)} :

. ( 0 0
ou a; =

SOit
m/ = a; € A/
1 7 O )

Le stabilisateur 7} dans G, x M{,, , de mj est le sous-groupe des (g, g') €
Pnfi,i X F)i/,tfi X G;nft telS que gzlgé — 1
Notons

t: A, — {ae€ M, :rang(a) =1}
(a b) = a.

Soit Aj la fibre au dessus de a;. Alors A}, = ( a; E; )
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. —k . \ =9 .
Lemme. La restriction de 7/; a Aj, est Tj-isomorphe & 0y _jm—+ @ &'y, ot

?S,i est le caractere de T! défini par v () v (gh) ™", pour (g,¢') € T}

Démonstration. Soient (g,¢") € T;, x € Sp—im—t, €t fe S(AL). On a que

7:(979’)1?( a* g ) =

-1 x L / 0 1 * *
= [ (e )a) e ((5 ) )

—n % 711” _ 0 11 * %
= v(9) v(g)) / f (a glogl )wotr(gél(o 0 )ga>da
Mt,n

= v(9)'v(g) " onimi(g1,9))

=)
S
£
O ¥
~—
&

Corollaire. La représentation 1’y p—i (0nm) est composée des représentations
7/, 1 =0,...,min{t,n} ot

- . GnXM, -~
!~ t,m—t ( . . ! )
T X~ lndPnfi,iXP{,t,iXG;q_z On—i,m—t & Pi & 5 ti)
“r I 5
avec &'y ; est le caractére
( 2t—1
vz sur Gp_;
n+2t—1
Vo2 sur G;
- —2n4+m—2t+1
§ii=qv 2 sur G
m—2n—t+i
Vo2 sur Gi_;
—t
V2 sur Gl _,.

\

Démonstration. Comme dans [MVW, 3.V.2|, le lemme précédent implique

que
Gnx M|

— . it —0
T~ (# 1nd)T( " <0n—i,m—t & fltﬂ') )
K3
ol on note, a nouveau, (#ind) le foncteur d’induction non normalisé.
. TN / . . - . N / 12
Induire de T} & G, x M/, , revient & induire de T; a P, _;; X P/, ; x G}, _,
Po_iix P!, .xG! —0
N / 5e . . n—i,i it—i m—t 7
et puis & G, x My, ;. Or, 'induite (# 1nd)Tl_, (crn_i7m_t ® & m-)

, . =0
est la représentation On—im—t ® p; ® &y
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. . . . . Gn X M m— —0 .
? t, t .
Ainsi, l'induite (# 1nd)Ti, " Onimt ® &'y ) est la représentation
. Gn XMtl m—t _,0
(# lnd)Pn—i,iXPilﬁt_iXG’l,nft Un—i,m—t & Pi ® 5 tyi ) -

Pour achever le corollaire il ne nous reste que changer les induites non nor-
. . . . . . — % - . .
malisées par des induites normalisées et 7/, par 7/;. Ainsi

GnxMj . _, _
’ . . /
Pn_isxP!,_,xG _, (Un—%m—t ®pi @ 5 t,i) )

i,t—1

7/; ~ ind

avec
A s
ét,l = (g) 1% (go> 5Pn—i,i5Pt mft(spl )
1.e. 1l est le caractére

( 2t—1

Vo2 sur G,,—;
pE sur G;
?m R & G
A sur G,
vz sur GI,_,.

4.4 Application

4.4.1. Soient © € IrrG,,, " € Irr G,, telles que ™ ® 7’ soit un quotient de
On,m- Pour toute représentation cuspidale x, avec gr(x) = r considérons a > 0
maximal tel que

T X XX X+ XX Xp,

ou on a fait le produit de a fois la représentation x fois p, p étant une
représentation irréductible de G,,_,,. Alors
Hom (0 m, ™ @ ') # 0
= HOHI (rram—ra (On,m) 7Tra,n—7"a <7T & 7T/)) 7& 0
= Hom ("ran—ra (Onm) , X X X X - X x®p@7') #0.
D’aprés 4.3.1, il existe alors i € {0,...,ra} tel que
Hom (75, x X X X - X x @ p@7') # 0.

Lemme. Les seuls 7; qui peuvent avoir des quotients de la forme ci-dessus

R 2m—n—+1 .
sont Trq €t Trq_1 €l, ST X F VUV~ 2 seulement 1, peut en avoir.
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Démonstration. En effet, supposons que
Hom (15, x X X X - X x Q@ p®7') # 0.

Cela signifie

/
Ta—1,1 ><Gn—ra XPi,mfi

Hom (indfm"”axa” (&rasi @ Pi @ On—ram—i) »
Xxxx---xx@p@w’) # 0

et, par 2.1.4(b),

Hom <£ra,i ® Pi ® On—ra,m—i;

/
—Mra,n—ra XGm

TPT‘G*Z‘,’L'Xan»,«aXP_/ ] (X XX X o Xx ® p® 7T/)) # 07

d’ou
HM%QMMWM®MJ%LﬂWXXX”'XM)#Q
Ainsi, on trouve finalement
2m—n+ra—i
Hom(ymfi2 ,Xxxx---xx);éO.
Par 'unicité du support cuspidal, il faut alors que

2m—n+ra—i

Supp (Vra,—i2 ) C{X??X}

et donc, ou bien i =raoubieni=ra—let y=v" 2z . ]

Ainsi on se retrouve avec deux cas :
Cas A Ou bien, Hom (74, x X X X -+ X x @ pR @) #£ 0,
Cas B ou bien, Hom (7,41, x X x X - X x ® p@7') # 0.
4.4.2. Examinons successivement les différents cas du lemme plus haut.

Cas A Supposons d’abord Hom (7,4, x X x X -+ X x @ pR7’) # 0 (ce

q12171n f}lr;rlive, en particulier, d’aprés le lemme précédent, pour y distinct de
vz )

Alors, Hom (T4, X X X X -+ X x ® p® ') # 0, implique que

. G;n m-—n m-—n ra —ra
Hom ( ind,; V2 XX XV 2 XQU2O0h pam—ral 2 |,

ra,m—ra

p®ﬂ>#0
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Soit b > 0 maintenant maximal tel qu’il existe une représentation irré-
ductible p’ de G,,_, avec " quotient de

m—n ~

ot on a fait le produit de b fois la représentation v~z .
Remarquons que, d’aprés le corollaire 3.2.8, on a que 7’ sous-module de

m—n _

/ m—n __
pxy 2 XX"'XV 2 X?

otl on a fait le produit de b fois la représentation vz x.

Par 2.1.4(a), on a un homomorphisme non trivial précédent de r;,_, ,(7’)
dans p) ® v 2 X x --- x vz X d’ott un homomorphisme non trivial de
" rpymrp(7') dans VTN X XV TR

D’un autre coté, le foncteur de Jacquet étant exact, on a un morphisme
surjectif dans

Hom (7 o ind Y X X VT @ 5
Om \ ™rp,m—rp © A p v X X XV X V2 0Op—ram—raV )

ra,m—ra
P ® Frb,mfrb (T‘J)> )

—_n ~

. . - . . - / m—n
qui, composé avec le homomorphisme non trivial de 1/, ,,,—4(7') dans =z y'x
Mm—"n ~~
e XV 2z Y ®p, montre que

— . G/ r
Hom (T/rb,mfrb o Hldp;n <V XXXV 2 XR®V2 On—ra,m—raV 2

Montrons qu’on a :

. G m—n m—n ra— —ra
HOHl(lIldPlrb (V 2 XX e XV 2 XRU?2 T/rbfra,mfrb (O'nfra,mfra) vz ) )
a

ra,b—r

PRV T XX X V%iébp') # 0.

En effet, d’aprés le lemme géométrique (cf. 2.1.8), la G!, x G, _,,-représentation

- . G/ m—n _ m—-n _ ra —ra
T vbm—rp © iNd 5" V2 XX XV 2 XQU?2Op_ramraV 2

ra,m—ra

est composée des représentations de la forme

V2 XX XU 2 XXW RV 2 XXXV 2 XXW
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avec w1 @ wy € JH ( (n1,ma),m— m) Si pour n; différent de 0, on avait qu’une

de ces représentations avait pour quotient la representatlon v = X X e X
v X ® p' on aurait que p’ est quotient de v T X X XU e X X Wwo OU ON
a fait le produit de ny > 0 fois la représentation v Lz X ce qui contredit la
maximalité de b.

Ainsi, on a bien

Hom<ind§:rb (l/m;nix - XV ; X®VT2 rrb ra,m—rb (Un ra,m— Ta)y7;a>a
ra,b—ra
PRV X X - ><Vm5"5<"®/)'>7é0-

4.4.3. D’aprés le corollaire 4.3.2, il existe alors i € {0,...,7b — ra} tel que
Hom (F/Z’ V'rnfg#»'r'a% >< . >< m— 7L+7"a% ® U 2 /> % 0

Le lemme suivant se montre comme le lemme 4.4.1

Lemme. Les seuls 7/; qui peuvent avoir des quotients de la forme ci-dessus
m—2n—1

sont T'vp—ra €6 Tp—ra_1. Or, STV 2 X £V 2 ,de StXF#V 2 Seulement
T rb—ra PEUt €N QUOIT.
Démonstration. En effet, supposons que
—_ m—n+ra m—n4ra _
Hom<7",~,1/ T XX XU 2 X®1/2p>750
Cela signifie

rb—ra,m—ra !
Hom (HldP/ NYel (Un—ra—i,m—ra X p; ® 5 rbfra,i) )

i,rb—ra—i m—ra

m—n+ra m—n+ra

v 2 X X - XUV 2 X(X)y%p,>7é0
et, par 2.1.4(b),

“r
Hom <0n—7’a—i,m—ra ® Pi ® 5 rb—ra,i’
!’

M'rb ra,m—ra m—ntra m—n+ra
"pr e (’/ 2OXX e Xy 2 X®V2P>>7é0>

i,rb—ra—i m—ra
d’ou
—_— _G _ m—n+tra _ m—n+tra _
! rb—ra —_— —_—
Hom (pl ® 5 Tb*'f‘a,ilj\/frb—r(z—i,i7 TPrb—’r'a—i,i (V 2 X R 2 X)) # 07

Ainsi, on trouve finalement

2m—n+2ra—rb+i m—n+tra _ m—n+tra _

Hom(urbfmj LU 2 X X e XU 2 X)#O.
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Par 'unicité du support cuspidal, il faut alors que

2m—n+2ra—rb+i m—n+ra m—n+ra
} 2 Y OX e >
supp (Vrb—m—i > C {I/ 2 x X Xv 2 X}

. . . . m—n ~ m—2n—1 .
et donc, ou bien t =rb—raoubieni=rb—ra—1letv z yY=v 2 | ie.
n+1

X:VT, D

4.4.4. Ainsi on a, a nouveau, deux cas :
Cas A.1 Ou bien

m—n+tra _ m—n+tra _

Hom(?rb,m,y 2N X e XU 2 X®V%p/)7£0

. . . . 5 N , . 2m—n+1
(ce qu1+alu"rlve, en particulier, d’aprés le lemme précédent si y # v~ 2 et

X7V
Cas A.2 Ou bien

m—n+tra _ m—n+ra _ Ta

Hom (Frb—ra—lal/ 2OXX Xy 2 X® I/Tpl> 7é 0

(dans ce cas il faut que y = v"2")

Regardons d’abord le cas A.1.

Lemme. Dans le cas A.1, on a b= a.

. . . 2m—n+1 n+1 N ;.
Démonstration. Si x #v~ 2 et x #v 2 , d’aprés le lemme précédent, on

a

. LG m=n __ m—n __ ra— —ra
b /
Hom(lndpfarb_m <V TN X XU 2 X@yarﬂ,,my2>,

m—-n m—n

p®v2XX~-XV2%®ﬂ>%0

d’ou, par définition de 7/,4_q,

. G rb—ra —rb+ra —ra —ra
Hom( indp" " (1/ 2 Op—pbym—rbV 2 QU 2 X X - XU 2 X),

n—rb,rb—ra

—ra

VTP®V%ﬂ)#&
ot on a fait le produit de b — a fois la représentation v 2 y, et donc, par

maximalité de a et le corollaire 3.2.8 on a b = «a. O

4.4.5. Avant de passer aux autres cas, résumons les résultats obtenus en une
proposition.
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Proposition. Soient m € Irr G,,, n’ € Irr G, telles que 77" soit un quotient

de 0y . S0ttt aussi
n+1
rV 2
X % 2m—n—+1
v

2

une représentation irréductible cuspidale de G,.. Alors a = b ot a et b sont
définis par les conditions suivantes :

1. Il existe p € Irr(Gp—rq) avec
T X XXX XX XPp,

ot on a fait le produit de a fois la représentation cuspidale x et a est
mazximal.

2. 1l existe p' € Irr(G,_,;,) avec

m—rb

m—n

7 X

s ) X VT XX X v
ot on a fait le produit de b fois la représentation cuspidale vz Y et b
est maximal.

De plus, on a
Hom (an,m,m,m, vV p® l/%p’) # 0.

4.5 Exemple : correspondance GL(1), GL(m)

Avant de continuer avec les autres cas possibles et afin de pouvoir dé-
marrer une récurrence calculons déja explicitement la correspondance dans
le cas (GL(1),GL(m)). Soit x une représentation irréductible de Gy. On se
propose donc de calculer ici les représentations irréductibles 6, ,, (x) de G,
telles que x ® 60y ,,, (x) soit un quotient de oy ,.

4.5.1. Supposons d’abord que [ est banal et D = F' ou bien que R = C.

Six # Y d’aprés 4.4.5 on a :

Y

(=1) (m—1) 1
Ql,m(X)%V ER T 2T

_ i t
Or, avec les notations du chapitre 2, V5 1o = <{y e } e, {VT}>

et on trouve en utilisant (a) que, dans ces cas

)= ({75 2 ()




110 CHAPITRE 4. CORRESPONDANCE DE HOWE EXPLICITE

Dans les autres deux cas, d’aprés 4.2.4, 6, ,,, () est le quotient de IJ% 11X

(m—1) _1
vz X
: . 9 N M —~1 (m—3)
Sixy = v, il n’y a pas de probléme car, dans ce cas, v~ 2 x "  =v 2z et
(=1) (m=1) _ ., . NN
donc vz 1,1 x v =z x ! estirréductible d’ol1, & nouveau :

0 00 = ({752 L) [

4.5.2. Que se passe-t-il lorsque y = v™7 On sait que 6, ,, (x) est un sous-

. (=1 (m-1) .
quotient de v 2 1,y X v~ 2 X1, i.e.

—m— —(m— —(m— m— t
1. 0ubien917m(x):7r1:<{y( 21),V (21)7},{V%},...7{VT3}> ;
. PN
2. ou bien 6, ,, (x) = m = <{y7( 3 1)},...,{1/TS}> )

Or, Jac msn (m1) # 0, d’aprés 2.2.5.2, et donc, par (4.4.5), on aurait que
2

X — ™71 ce qui est absurde.

On a donc que 0y, (V™) = 7, i.e. 01, est le caractére v ! de G,,.

Que se passe-t-il lorsque [ est non banal, si, par exemple, ¢" =1 mod [
et x =17

Si, de plus, ¢ #1 mod [ (d’ott m > 2), on a que 6y, (x) n’est pas bien
définie. En effet les applications :

1 f e £(0)
2. [ [pm [(x)da

de S(F™) vers R induisent des entrelacements de oy, vers 1; ® 1,, et vers
1, ® v~1,, respectivement.

4.6 La démonstration

Dans cette section on suppose que le théoréme 4.1.2 est vrai pour toute
paire (G;,G;), ol ij < nm et on le montre pour la paire (G, Gy,).

n+1
2

v
4.6.1. On suppose d’abord qu’il existe x # am-ni1  Une représentation
v 2

cuspidale, gr(x) = r, telle que I'une des conditions suivantes équivalentes
(par la proposition 4.4.5) soit satisfaite :

1. 1l existe p € Irr(G,,—,) avec ™ — x X p,

m—n ~

2. ou bien, il existe p' € Irr(G),_,) avec ' — p' X vz X,
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Ainsi on est bien dans le cas A.1.
Soient donc 7 € Irr G,,, 7’ € Irr G, telles que ™ ® 7’ soit un quotient de

n+1
2

i v
On.m, €t solent x et p, x # { om—nt1  avVeC
U 2

T X XX X o XXX P,

oll on a fait le produit de a fois la représentation x, a maximal. D’aprés la
proposition 4.4.5 il existe un unique p’ € Irr(G,,_,.,) avec

m—ra

m—n

s p XV T XXXV 2 X,

ot on a fait le produit de a fois la représentation vz x. D’aprés 3.1.1, =/
est unique. De plus, on a

Hom <0n_m,m_m, vV p® V%ap'> # 0.

Ainsi vz p®v7 p est une représentation irréductible quotient de la repré-
sentation métaplectique et gr (p) gr (p') < nm. Par hypothése de récurrence
on a que

dim (Hom (Unfm,mfra? y*z“‘p ® I/%p/>) =1

—\t
/ . n_m—-n—1 _ﬂ_i_m—n—l m—n m—n
p:<1/2 2 L.,V 2 vz Aq,...,v 2 Ay,

Sip: <A1,...,AN>t.
On a donc

T o XXX XX x X (A Ay

7 <V_2 > ...,V

n__m-—n—1 n; m—n—1 m
5+

—n —~— y—n ——\ ¥
2 ,VQAl,...7l/2AN>X

Lemme. Dans ces conditions, m et @ sont paramétrées comme dans le théo-
réme 4.1.2.

ntl
. , . . UV 2
Démonstration. Par récurrence sur a. Si a = 1, puisque x 75 I9m—n+1 , On
v 2

vérifie bien les conditions du corollaire 3.3.2 ce qui montre le lemme dans ce
cas.
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Supposons a > 1 et le lemme vrai pour ¢ < a. Par 3.1.1, 7 et 7’ sont les
uniques représentations irréductibles qui vérifient aux conditions

T o XXX XX x X (A, Ay

m—n—1 _Q+m—n—1 m—mn m—mn
2

— A\t
/ _n_ m—_n
T o= <1/2 2 L.,V PR VA Al,...,V2AN> X

m—n

Xy 2 XX -+ XV 2 Y,

m—-n ~

ou on a fait le produit de a fois la représentation x (resp. vz X).
Notons 7 et 7] les représentations irréductibles définies par les conditions

m™m — XXXX"'XXX(Al,...,AN>t

—n—1

— —\t
/ . n_m—n-—1 _n_gm m—n
T = <l/ 2 > .2t 2 v AL, 2 AN> X

m—n ~

ou on a fait le produit de a — 1 fois la représentation x (resp. v 2z X).
Par hypothése de récurrence on a bien que m; et 7] sont paramétrées
comme dans le théoréme 4.1.2. De plus, on a

T o= X X
m-—n ._

7 — mxXvozy,

et donc, & nouveau par le corollaire 3.3.2 on a que w et 7’ sont paramétrées
comme dans le théoréme 4.1.2. O]

4.6.2. On s’est ramené donc aux cas oul 7 et 7’ sont des représentations trés
particuliéres, des représentations vérifiant les propriétés suivantes :

J.1 Si Jac,(m) # 0 et x cuspidale, alors x € {ynTH, ym%ﬂ},

J.2 si Jac, (') # 0 et x cuspidale, alors x € {1/%71, 1/%}.

Dans ce paragraphe, on va supposer n # m. On laisse le cas n = m pour la
section suivante.
Soit m € Irr(G,) telle que Jac wia (m) # 0. Soit @ maximal tel que
v

T X XXX XX Xp,

N . . . N ntl .

ou on a fait le produit de a fois le caractére y = v 2 . On se trouve (puisque
n41 2m—n+1 2 P :

vz # v 2z carn # m, le corps R étant de caractéristique banale),

d’aprés la section 4.4, dans le cas A. On rappelle que 'on a deux possibilités :
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A.1 Ou bien, il existe p’ € Irr(G),_,) avec
77-’ (SEEN p/ X V%X_l X -+ X V%X_l

oll on a fait le produit de a fois le caractére v~z !

Hom (an_a,m_a, V2 p® V%pl> # 0

(proposition 4.4.5) ;
Par hypothése de récurrence, on a que :

m—2n—1 m—2n—1

me—p xv 2z x---xv 2z et

t
/ m—2n—1 —m+1 m—n m—n-—_
p:<y 2 ..., v 2 vz A...,v 2 Ay,

sip=(Ayq,...,Ap).

113

, @ maximal et

Lemme. Il n’existe pas des représentations irréductibles m et ©' satis-

faisant auz conditions J.1, J.2 et (a).

Démonstration. D’aprés J.1, on sait que, si Jac, (m) # 0 et x cuspidale,

n+1

2m—n—+1
alors y € vz v

n+1
alors par e; > =

m—2n—1

}. Par 2.2.5.2, tous les segments de p finissent

. Ainsi, par définition de p/, tous les segments de p’

commencent alors par b, < % Puisque m # n, {I/ 2 } est un

segment de p’ et donc, par 2.2.5.2 et 3.2.7.1, il existe 7/ € Irr(G,—q_1)

’ / m—2n—1 . . . .,
tel que p' — 7' X v 2 ce qui contredit la maximalité de a.

A.2 Alors on a bien (avec les notations de 4.4.5)

m—n+ta

Hom <7b_a_1,y EEY X xR ® V%pl> # 0.

Dans ce cas on a une proposition similaire a la proposition 4.4.5

[

Proposition. Soient 7 € Irr G,,, 7’ € Irr G,,, telles que 7 @ ©' soit un quo-

n+1

tient de oy, ., satisfaisant auzr conditions J.1 et J.2. Soit aussi x = v 2

un

caractere de Gy. Alors a = b — 1 ot a et b sont définis par les conditions

sutvantes :

1. Il existe p € Irr(G,,—y) avec
T X XXX XX XPp,

ot on a fait le produit de a fois le caractére x et a est mazrimal.
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2. Il existe p' € Irr(G),,_,) avec

m—n

2 X

s p XU XXXV

Mm—n ~

ot on a fait le produit de b fois le caractére v=2 X et b est maximal.

De plus, on a

Hom (Un—a,m—a—ly V_Ta_lp ® Va;lpl> 7é 0.

Démonstration. On a que

. G
Hom ( 1ndP5’
a,b—a

m—n _ m-—n __ a— —a
(y 2 Y XXV 2 X®V2T/b7afly2>7

m—n m—n

pEVI X x VTR @ ) £0,

d’ot, par définition de 7/,_,_1,

: Gn— b1 =b —a —a
Hom(md “ <V2O'n_b+17m_bl/2 ®1/2x><---><y2x>,

Py p-1p—a—1
p® p’) # 0,

ot on a fait le produit de b — a — 1 fois le caractére v= y, et donc, par
maximalité de a et le corollaire 3.2.8 on a b =a + 1.
m

Ainsi, il existe p' € Irr(G! ) avec

m—a—1

7T’<_>p’><y27X71X,..XV2X ,

1

oil on a fait le produit de a + 1 fois le caractére v”z !, @ maximal et

Hom (Un—a,m—a—ly V_Ta_lp ® Va;lpl> 7é 0.
Alors, par hypothése de récurrence on a

dim (Hom (Un_am_a_l, V_Ta_lp ® yaTHp’>) =1,

. —~ —\t
’ m—2n—3 —m+1 m—n m—n
,0:<V : ..., v 2 vz Aoz Ay ).

sip=(Ayq,...,Ap).
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Lemme. Supposons que w et ' sont deux représentation irréductibles qui
satisfont aur conditions J.1, J.2 et

dim (Hom <0n,a7m,a,1, v o v p’)) =1,

n+1 n+1
T—V 2 XXV 2 Xp

n+1
ot on a fait le produit de a fois le caractére V%,
’ ’ m—2n—1 m—2n—1
= p XY 2 X-eeXUo o2
. . . . . m=2n=1 _4q
ot on a fait le produit de a + 1 fois le caractére v- 2

m—2n—3 —m+1 m—n

/ - mfn/\-/t
etp =(v 2 ,...,v 2 vz A...,v 2 Ay) .

St P = <A17 .. .,AN>t.
Alors 7 et " vérifient la conclusion du théoreme 4.1.2.

Démonstration. Par récurrence sur a, on va montrer que si I’on définit 7] par
’ ’ m—2n—1 m—2n—1
T =P XV 2 X XU 2,

oll on a fait le produit de a fois le caractére v~ 2 , alors

/ m—2n—3 —m+1 m—n /\7 m—n/\/'/ t
7T1: 1% 2 7...7V 2 ,1/2 1,...,”2 N

si = (A],..., A"
Sia = 0, c’est clair. Supposons a > 0 et notons m, et 7, les représentations
irréductibles définies par les conditions

Ty < ynTHx--~><VnTH><<A1,...,AN>t
’ _n_m-n-1 _ngm-n=1 m-n-~" m—n———\1t
Ty — <y2 2 L., v 2T 2 ,V2A1,...,1/2AN>><
m—2n—1 m—2n—1
XUV 2 X e XUV 2 s

N . . . N nt+1l m—2n—1 .
ol on a fait le produit de a—1 fois les caractéres v 2 , v~ 2  respectivement.

Par hypothése de récurrence on a bien que my et 7, sont paramétrées
comme dans le lemme. De plus, on a

n+1
T < UV 2 Xy

/ / m—2n—1
T, < Mo XUV 2 |
et donc, par le corollaire 3.3.2 on a que 7 et @’ sont de la forme requise.
Il nous reste a voir que 7’ est paramétrée comme dans le theoréme 4.1.2.
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Puisque d’aprés J.1, on sait que, si Jac,(m) # 0 et x cuspidale, alors

X € {I/TLTH, v } Par 2.2.5.2, tous les segments de la forme A’ finissent

S m—n"=;
alors par e; > ”T“ Ainsi, tous les segments de la forme v~z A commencent
par b, < % et, a fortiori, tous les segments de 7’ commencent par

/ m—2n—1
b, < P
Alinsi, puisque
’ / m—2n—1
T =M XU 2

et

— —\ t
;L m—2n—3 —m+1 m—n 7 m—n 7
7T—<I/ > v 2 v 2 Ao v Ay

on a, par 3.2.7, que

E —~ —\t
/ m—2n—1 m—2n—3 —m-+1 m—n m—n
7T=<V v 2 ,...,v 2z vz A...,v 2 Ay

4.6.3. Ainsi il ne nous reste qu’a traiter les cas ot 7 et 7’ sont des représen-
tations vérifiant les propriétés suivantes :

2m—n+1

H.1 Si Jac, () # 0 et x cuspidale, alors x =v~ 2z

—m—1

H.2 si Jac, (') # 0 et x cuspidale, alors x = v~

En effet, le calcul du paragraphe précédent est valable pour toute représen-
tation 7 telle que Jac il (m) # 0 et quand a = 0, pour toute représentation
14

7' telle que Jac m-gnu (') # 0.
Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante :

Proposition. Il n’existe pas de représentations irréductibles w et @' satisfai-
sant auzx conditions H.1 et H.2, dont le produit tensoriel est quotient de la
représentation métaplectique si l’on suppose de plus n # m.

Soit 7 € Irr(G,,) vérifiant H.1 et soit a maximal tel que

T X XXX - XX Xp,

2m—n+1

ot on a fait le produit de a fois le caractére y = v . On a alors, d’aprés

les résultats de la section 4.4, que
Cas A Ou bien, Hom (7,, x X x X -+ X x Q@ p@ ') # 0,
Cas B ou bien, Hom (7,_1,x X x X -+ - X x ® p®7') # 0.

C’est a dire :
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Cas A

Cas B

Puisque m # n on est bien dans le cas A.1 et donc, d’aprés 4.4.5, il
existe p’ € Irr(G),_,,) avec

s xv o I xoxy 2 xT
ol on a fait le produit de a fois le caractére v~ 2 y !, a maximal et
Hom <0n_a,m_a, V2 pQ ﬂp’) 7 0.

Ceci n’est pas possible. En effet, par récurrence, on a que :

—m~—1 —m—1

s pxvTr XXy zo

et

t
/ m—2n—1 —m+1
P :<V 2 ..., v 2 vz Ayl v 2 Ay

si P = <A1,. . .,AN>t.
Il y a ainsi des segments de 7’ commengant par x; >
2.2.5.2, contredit H.2.

!

Sinon montrons qu’il existe p' € Irr(G,_,,,) avec

—m—1
2

ce qui, par

s xv o I xoxy 2 T

oil on a fait le produit de a — 1 fois le caractére v“z" y~!, a maximal et
Hom (Un_a7m_a+1, V2 p® VGTHp'> # 0.
En effet, Hom (7,1, x X x X -+ X x ® p® ') # 0 implique que

Hom (indgén (y P X_l VTR, ;/mTX— ®

a—1lm—a+1

—a—1

V%O-n—a,m—a—‘rly 2 >7P®77/> 7é 0.

Soit b maintenant maximal tel qu’il existe une représentation irréduc-
tible p’ de G,,_y avec 7’ quotient de

oil on a fait le produit de b fois le caractére vz y~'. D’aprés le corol-
laire 3.2.8 on a

m—n —1

Tomp(m) = v T XX x v T T @)
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Puisque y # VHTH, on montre, comme dans 4.4.5, que b = a—1 et donc

Hom (an,a,m,aﬂ, V2 p® VETH,O/) #0.
Ainsi, il existe p’ € Irr(G,_,. ) avec

7 —p xv 27)(1><~-><V 27)(1,

ot on a fait le produit de a — 1 fois le caractére v~ 2 x~!, a maximal et

a+1 /

Hom (Jnfa,mfaJrla V%ap ® V?p) 7& 0.

Alors, par hypothése de récurrence on a

/ / —m—1 —m—1
e p xvTz X-eeXxvT2 |
et .
m—2n—1 —m—1 m—n m—-n"—_
p/:<y x ..., v 2 vz Aq,..., U 2 AN>
. ¢ . ) )
sip=(Aq,...,Ay)". On achéve la démonstration, dans ce cas, avec le

corollaire 3.3.2. Si n # m, on trouve ainsi des segments de 7’ commen-

cant par x; > ’”é’l ce qui, a nouveau par 2.2.5.2, contredit H.2.

4.7 Correspondance GL(n), GL(n) : fin de la preuve

Dans la section précédente, on utilisait I’hypothése m # n pour pouvoir
affirmer, a la fin de nos calculs, que deux cas (A.1 et A.2, A ou B) n’était
pas compatibles. Ceci nous permettait d’affirmer que

dim (HomanGn (O-TL,TIJ ™ %)) =1

Sin = m, on aque 2m —n + 1 = n + 1. Ainsi, il ne nous reste a
montrer qu'un cas trés particulier, celui ou si Jac,(m) # 0 et x cuspidale,
n+1 . .7 2 N
alors x = v 2 . On peut, miraculeusement, utiliser le théoréme 4.2.4. En

effet, avec cette hypothése il n’existe pas 7 € Irr(Gy), k < n, avec

Homg, (ind%;” (l/gln—k; ® V_n?+k7'> ,7r> # 0.
Le théoréeme 4.2.4 s’applique alors, et on trouve que ™ = 7 et
dim (Homg, xq, (Opn, 7@7)) = 1.

Ainsi, on a finalement montré dans tous les cas le théoréme 4.1.2.
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4.8 Quelques remarques

Au chapitre 2, dans le cas R = [}, [ banal et D = F, on avait étudié le
comportement des classifications de Langlands et Zelevinskii par rapport a
la réduction modulo /. On en tire ici des conséquences non triviales sur le

comportement de la correspondance théta par rapport a la réduction modulo
[:

Proposition 4.8.1. Supposons R = Fy, | banal et D = F. Soit m € Irr G,
une Q;-représentation l-irréductible et @ € Irr G, une autre Q;-représentation
telles que ™ @ ' soit un quotient de o, . Alors il existe 7 € ri(7') une F;-
représentation irréductible telle que ry () @ 7 soil un quotient de o, ., en
tant que E—représentations.

Démonstration. Ca découle du théoréme 4.1.2. En effet on connait, par le
théoréme 4.1.2, les paramétres de Langlands de 0 (7) et de 6 (1, (7)) et par
2.3.12 on sait que 0 (r; (7)) € 1, (0 (7)). O

Remarque 4.8.2. 1. Il peut exister 77 € r(7') telle que m ® 7 ne soit
pas un quotient de o, ,,, en tant que [F;-représentations.

2. Silest non-banalet 7 € Irr G, et © € Irr G,,, sont des F;-représentations
telles que T® 7' soit un quotient de o, ,, en tant que F,-représentations,
il peut ne pas y avoir de relévements 7 de 7 et 7’ de 7/ tel que 7™ ® 7
soit un quotient de oy, ,,,. (Voir I'exemple de la fin de la section 4.5.)

Remarque 4.8.3. Si [/ est non banal et 7 € Irr(G,,) est une représentation
cuspidale n’appartenant pas a la droite de la représentation triviale de Gy,
alors il existe une unique représentation 7’ € Irr G,, telle que 7 ® 7’ soit un
quotient de o0y, ,,. En effet c’est le méme calcul que celui de la section 4.5.
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Chapitre 5

Fonctions zéta

5.1 Reéduction du probléme

Dans ce chapitre on note toujours R un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique [ # p. Le but de ce chapitre est d’associer a chaque [-représentation
irréductible m de G,,, deux invariants L(7T, ), e(T, m, 1) ot T est une variable
et ¢ est un caractére non trivial de F. La fonction L, L(T, ), est une fonc-
tion de la forme ﬁ ou P € RI[T] un polynéme de degré au plus n tel
que P (0) = 1. Le facteur epsilon, (T, 7, 1)), est une autre fonction simple
de la forme AT*, avec A € R et k € Z. On établit également l'existence
d’un entrelacement non trivial entre la représentation métaplectique o, ,, et
T ® T pour toute représentation irréductible m € Irr(G,,) qui a été utilisé au
chapitre précédent.

Les fonctions zéta, quand R = C, furent d’abord introduites par Go-
dement et Jacquet dans [GJ| et elles généralisaient les fonctions L de Tate
[Tat] quand n = 1, qu’on a déja vues au premier chapitre, et les fonctions L
définies dans |JL, §13| quand n = 2.

5.1.1. On conserve les notations des chapitres précédents, F' est un corps
local non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0, D une algébre
a division de centre F, O son anneau des entiers, P son idéal maximal,
kp = O/P son corps résiduel et ¢ le cardinal de kp, m un entier positif,
M = M(m,D), G = M* ~ GL(m, D). Si d* est le rang de D sur F on
pose n = md. On regarde G comme un groupe algébrique réductif défini sur
F ou bien comme le groupe de ses F-points. On fixe aussi une racine carrée
q'/? de ¢ dans R*,
On note :
Nrdp, : M — F  la norme réduite
T™: M — F la trace réduite.

121
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On pose aussi pour simplifier les notations v(g) = |Nrdum, (9)|z, pour tout
g € Gy

Soit du(x) une mesure de Haar sur M & valeurs dans R et du*(x) une
mesure de Haar sur G. Puisque [ # p, il en existe toujours, et elles sont
uniques & une constante dans R* prés (cf. 2.1.2).

5.1.2. Fixons 9 : F' — R* un caractére non trivial de F' comme dans le
chapitre 1. On rappelle que le niveau de 1 est le plus petit entier £ tel que
1 soit trivial sur P*. Tout caractére de F peut s’écrire alors sous la forme
1, avec a € F et Y, (x) = ¢ (ax). Pour toute fonction ® € Si (M), on note
O (1) = S @ () 7aq (¢ (zy)) dpa(y) sa transformée de Fourier.

La proposition ci-dessous se montre comme la proposition 1.2.2 :

Proposition. 1. Pour toute fonction ® € Sg (M), on a ® € Sy (M) .
2. Il existe ¢ = c(u, 1) € R tel que pour toute fonction ® € Sg (M),

)

(x) = c®(—x).
3. Pour ) fixé, il existe une unique mesure de Haar p,, qui vérifie
Tl2
pp(M(O)) = "2,

ot k est le niveau de ¢ et on a c(py, ) = 1.
4. Pour tout a € F*, [igy = \a|nQ/2 Lo -

La mesure fi,; est dite auto-duale. On suppose dans tout ce chapitre que
la mesure est auto-duale.

5.1.3. Soit 7 une représentation admissible de G dans un R-espace vectoriel
V. On rappelle qu'un coefficient de 7 est une fonction f : G — R de la forme
f(z) = (m(z)v,v) onv € V,v € V sont fixés, ou une combinaison linéaire de
telles fonctions. On note f le coefficient de 7 défini par f(g) = f(g™").

Pour tout coefficient f : G — R, toute fonction ® € Sk (M) et tout
N € Z l'intégrale

® (z) f (x) dp*(x)
Gyu(x)=qg—N

est bien définie. En effet {z € Gp: v(z) =gV} Nsupp (P) est une partie
compacte de G et ® et f sont localement constants sur cette partie.

On peut alors définir la somme formelle :

z@rn=3 ([ ews@aw)r
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Comme & est a support compact, pour N assez petit on a :

/ @ (2) f () d () = 0.
Gu(z)=q—N

Ainsi Z (9,7, f) € R[[T)] [T

5.1.4. On peut aussi parler en termes d’opérateurs. On définit 'opérateur a
un paramétre Z (O, T, 7) : V — V par (Z(®,T,m)v,v) = Z (P, T, f) avec f
définie par f(z) = (r (z)v,0) ot v € V,0 € V. Ainsi Z (®, T, ) est une série
formelle de Laurent & coefficients dans End(V'). En fait, ce sont des coefficient
lisses, i.e. Z (®,T,m) est une série formelle de Laurent a coefficients dans
End(V)* qui est canoniquement isomorphe a V' ® 1%

5.1.5. Le théoréme principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme. Supposonsl banal ou bien D = F'. Soit (w, V') une représentation
irréductible. On a :
1. Z(®,T,f) € R(T). Il existe Py (m,T) € R[T] tel que pour tout coeffi-
cient f de m, toute fonction ® € Sg (M) on ait

Z(®,T,f)Py(x,T) € R[T, T""].

2. Il existe v (T, m,) € R(T) tel que pour tout coefficient f de m, toute
fonction ® € Sg (M) on ait

Z <(/I\>,q*%(”+1)T*1,f) =~ (T,m,Y)Z <<I>,q*%(”*1)T, f) . (a)

Sa démonstration occupera la fin de cette section et les sections 5.2, 5.3
et 5.4. Donnons d’abord un corollaire de la premiére partie qui équivaut, en
fait, au théoréme lui-méme mais sous sa forme la plus usuelle.

Corollaire. Notons Z () le sous-R-espace vectoriel de R (T) engendré par
les fonctions Z (@,qu_Tn, f) avec f coefficient de m et ® € Sg (M) . Alors :

Z (7)) est un idéal fractionnaire de R[T,T~'| contenant les constantes. Il
admet un générateur de la forme L(T,7) = 1/Py(T) avec Py € R[T] et
Py(0) = 1.

Démonstration. Avant tout, remarquons que 1 € Z (7) : il suffit de prendre
le coefficient associé & un vecteur v quelconque et a v tel que v(v) = 1 et
® = ¥ (K) "1 ou K est un sous groupe compact de G' de mesure inversible
dans R et qui laisse invariant v et v.
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Soit Q (T') € Z(m),r € Z. Montrons que @ (T)T" € Z(m). On peut
supposer qu'il existe f coefficient de 7 et ® € Si (M) tels que :

Q(T) =7 (.14, f).

Soit a € G avec v (a) = ¢~" et posons

r(l—n)

O (x) =D (za)q 2
fr(@) = f(za™t).
On trouve que

1—

Z <<I>’, T, f’) —Z <(I>,Tq z",f) T (b)

Puisque 'anneau R [T, T~!] est principal, on en déduit qu’il existe Py, Qo €
R [T] premiers entre eux, avec Py(0) = Qo(0) =1 tels que

Qo (T)
™) =2

R[T.T7].

Il ne nous reste a montrer que Qo (7') = 1. Or, puisque 1 € Z(7), on ne
peut pas avoir Qo (T') # 1.
]

5.1.6. On définit € (T, 7, 1) par 'équation

v (T, 7)) =e(T,m,7) %
et
L(T,7) = PotT)

L’équation fonctionnelle 5.1.5(a) s’écrit alors :

—1-n =

ACE
L T,7)

@,T¢'F, f)
L(T, )

> ze(T,ﬂ,w)Z<

Le lemme suivant se montre comme le lemme 1.3.1

Lemme. 1. €(T,7,1) est indépendant de ®.

2. e (T, 7, 10,) = w(a) |a| > Tr@e (T, 7, 4), pour tout a € F*, et ot w
est le caracteére central de .
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3. La fonction € (T, m, 1) vérifie ’équation fonctionnelle
e(T,m,9)e (q_lT_l, T, ¢) =w(-1).
4. €(T,7,%) est de la forme A(), 7)T"™, Ay, w) € R, n(, ) € Z.
5.1.7. On remarque finalement que l'on a les identités :

L(T,V'7) = L(Tq ' )
VT i) = y(Tq™ m, )
e(T,V'r,¢) = e(Tq ", m,).

5.1.8. L’idée pour montrer le théoréeme 5.1.5 est la suivante : il est trop
compliqué de prouver le théoréme pour une représentation irréductible quel-
conque puisqu’on ne peut pas bien controler le comportement a [’nfini de
ses coefficients. On utilise alors I'argument classique de réduction au cas
cuspidal, 7.e. on montre que le théoréme est vrai pour les représentations
cuspidales (on connait bien la croissance de leurs coefficients), aprés on voit
que, si le théoréme est vrai pour deux représentations, il est de méme pour
leur induite (ici on utilisera la banalité de 1) et puis on utilise le fait que toute
représentation irréductible est sous-quotient d’une induite de représentations
cuspidales. Plus précisément :

Supposons [ banal ou bien D = F. Soient (nq,na, ..., n,) une partition de
n, (o;, W;) des représentations cuspidales de G, et (£, V) la représentation
de G, { =01 X -+ X 0.

Proposition 5.1.8.1. Si le théoréme 5.1.5 est vrai pour toutes les paires

(04,0;) alors il est aussi vrai pour (5,5) )

Démonstration. La preuve sera faite dans la section 5.4 quand [ est banal et
dans la section 5.5 quand D = F. O]

Proposition 5.1.8.2. Si le théoreme 5.1.5 est vrai pour la paire (f,é); o

¢ est une représentation admissible de Gy, alors il est aussi vrai pour (mw,7),
ot T est un sous-quotient 1rréductible de £&. De plus

L(T,§) /L(T,m) € R[T] ~(T,m,¢) =~ (T,&,4).

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate du fait que I'espace des co-
efficients de 7 peut étre vu comme un sous-espace de I'espace des coefficients
de €. ]
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5.2 Algébres a division

5.2.1. Dans cette section on montre le théoréme 5.1.5 dans le cas ou n =1,
i.e. G = D>, D étant une algébre & division sur F' de dimension d2. On a
déja prouveé le théoréme quand d = 1 dans le chapitre 1. Le cas ou d > 1
est similaire : si d = 1, les représentations de F'* étaient de dimension 1 et
on classifiait les caractéres selon qu’ils étaient ramifiés ou pas. Si d > 1 les
représentations de D sont de dimension finie et sont classifiées par le lemme
ci-dessous :

Lemme 5.2.2. Soient Gy le noyau de v, et m une représentation irréductible
de D*. Ou bien ™ ne contient pas la représentation triviale de Gy ou bien w
est de la forme :

m(2) = w (Nrd, (2)),

ol w est un caractére non ramifié de F*.
5.2.3. Ce lemme nous permet d’expliciter les fonctions L. Les représentations
irréductibles étant de dimension finie, il est plus pratique de travailler en

termes d’opérateurs. On rappelle qu’on a défini la série formelle a coefficients
dans V@V,

Z(®Tm)=> (/DX,V(I):(I_N ® (2) 7 (x) dm(a:)) TN

NeZ

Si 'on choisit une base de V' et sa base duale, on peut voir Z (®, T, ) comme
une matrice dont les éléments sont les Z (®, T, f).

Théoréme. Le théoréme 5.1.5.(1) est vrai avec L(T,7) = 1 sauf si m =
x o Nrdny, , avec x un caractére non ramifié, et ¢ 21 mod [. Dans ce cas

L(T,7) =L (q—%<n-1>T, x) .

Démonstration. Siq#1 mod [ et 7 ne contient pas la représentation triviale
de Gy, pour tout ® € S(D) et tout coefficient f de m,

Z((vaaf) = Z(q)lava)v
o @y (x) = () —p*(Go) ™" [, ®(zh)du*(h) (rappelons que g est le cardinal

du corps résiduel de D et donc p*(Gy) est inversible dans R). Ainsi, on peut
supposer, dans ce cas, que ®(0) = 0.
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Notons w le caractére central de 7. Soit K un sous-groupe compact ouvert
de D* tel que ® et 7 soient K-invariants a droite et u*(K) € R*. Choisissons
un ensemble fini de représentants g; de G/K Zp. Alors

Z(®.T.f) = Z(Z /. ():N¢<gix>w<x>du*<x>T"N>

ou ¢j(x) = ®(gix) € S(F).

Si m ne contient pas la représentation triviale de Gy et ¢ Z1 mod I,
on peut supposer que ®(0) = 0 et donc cette derniére expression est un
polynome.

Siqg=1 mod [, comme dans le chapitre 1, on trouve aussi un polynéme.

Sim = xoNrdy,, avec x un caractére non ramifié, et ¢ 1 mod [ et
® € S(D*) on trouve toujours un polynome. Si, par contre, = 1¢,,

Z(®,T,m) = L(T,x)p" (Op) .

Cela achéve la preuve puisque toute fonction ® € S(D) est une combinaison
linéaire d’une fonction de S(D*) et de 1p,,. O

5.2.4. Ainsi le morphisme & — Z (®,T,7) appartient a l'espace A, des
morphismes d’espaces vectoriels A : Sg(D) — <V ® ‘7> (T') vérifiant :
A(@(a™t) = w(@)T™r WX (D),

pour tout a € D*.
L’équation fonctionnelle se montre comme 1.2.7.

Lemme. L’espace A, est de dimension 1 sur R(T).
Démonstration. La preuve est exactement la méme que celle de 1.2.6. O]

5.2.5. Fixons un caractére 1) de F' et dx la mesure auto-duale pour ¢). On
calculera a partir d’ici les transformées de Fourier par rapport a cette mesure.

Théoréme. Soit ™ une représentation irréductible de D*. Il existe une unique
fraction rationnelle v(T,m, ) € R(T) telle que

2 (&, q 3T F) = (Tom ) 2 (0,670,

pour toute fonction ® € S(D).
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Démonstration. D’aprés le lemme précédent il nous suffit de montrer que
M:P— 7 (CTD, g "T 1, %) appartient a A,. Il suffit de remarquer, cette fois
ci, que :

®(az) = |a|" (a'z),
pour z € D, ® € S(D). O

5.3 Cas cuspidal

5.3.1. On démontre ici le théoréme 5.1.5 dans le cas oll 7 est une représenta-
tion irréductible cuspidale de G,,(D), et n > 1. La démonstration est inspirée
de [Jal] et utilise les mémes méthodes que la section précédente.

Soit donc 7 une représentation irréductible cuspidale de G,,, n > 1, w :
F* — R* son caractére central.

Dans ce cas on va profiter du fait tout coefficient f de m vérifie

f(ga)=f(g)w(a) pour g€ G, ac€ F*

et qu'il est & support compact modulo le centre. On a vu aussi (¢f. 2.1.7)
qu’il existe un sous-groupe compact H de G, de pro-ordre inversible dans R
tel que

/ f (gh)du(h) =0 pour tout g € G.
H
5.3.2. Puisque les coefficients sont & support compact, on a

Lemme. Soit & € Sr(M) et notons, pour tout g € G, p4(a) = ®(ga) €
Sr(F). Alors, Z (®,T, f) € R[T, T si et seulement si les sommes

ng </F><’|an @q(a)w (a) dm(x)) T

sont toutes dans R[T, T~ pour tout g € G.

Démonstration. Soit K un sous-groupe compact ouvert de D* tel que ® et
7 solent K-invariants a droite et p*(K) € R*. Choisissons un ensemble fini
de représentants g; de G/K Zp. Alors

Z(0,1,f) = Z(Z /F X ():ngz-x)w(x)dmx):f”)
- (Z /F G ><x>dm<x>T”N>.

d’otl le lemme. O
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Fixons g € G,, et supposons ¢ (0) = 0; alors ¢ (0) = 0. Le méme raison-
nement que dans la démonstration de 1.2.4 nous montre que

et donc d’apres le lemme précédent Z (9,7, f) € R[T, T™1].
Dans le cas général, on utilise notre deuxiéme propriété et on pose

®y () = @ (z) — (volH) ™ / @ (zh) du(h),
H
ot H est le sous-groupe de G de 2.1.7(a). Ona ®; (0) = 0 et donc Z (91,7, f) €
R[T,T7']. Or 2.1.7(a) implique que Z (®,T, f) = Z (®1,T, f) et ainsi on a
montré la premiére partie de 5.1.5. On a de plus que, si 7 est cuspidale, alors

L(T,m)=1. (a)

5.3.3. Il nous reste & prouver ’équation fonctionnelle. Dans [Jal], on la
montre d'une fagon similaire a celle déja utilisée précédemment. L’idée est
la méme que celle servant & prouver le théoréme 4.2.4 : en fait la conjecture
de la correspondance théta dans le cas (G,,G,) pour les représentations
cuspidales et le fait d’avoir une équation fonctionnelle pour les fonctions zéta
des représentations cuspidales sont équivalentes.

Ici on utilisera directement les résultats du théoréme 4.2.4. Par 'équation
5.1.5(b), il suffit de montrer que Z(®,1, f) et Z(®,q ", f) sont proportion-
nelles. Or, les applications ® — Z(®,1,7) et & +— Z(&),q*”,%) sont deux
entrelacements, non nuls, entre S (M) et V ® V et donc proportionnels, par
4.2.4.

Remarquons quand méme qu’il n’y a aucun probléme de circularité dans
nos arguments. On utilise ici seulement 'implication 1 implique 2 du théo-
réme 4.2.4, ol on n’avait pas eu besoin des fonctions zéta pour la démons-
tration.

5.4 Induction dans le cas banal

5.4.1. Dans ce paragraphe on montre la proposition 5.1.8.1 quand la caracté-
ristique de R est banale. Pour faire cela, il faut pouvoir décrire les coefficients
de la représentation induite £ = o7 X - - - X 0, en fonction de ceux des ¢;. On
suit ici article [Ja2].
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Soit P un sous-groupe parabolique standard de G de type (nq,na,...,n,).
On écrira les matrices p € P sous la forme

ma
mo Uyqj

oum; € Gy,.
On pose aussi U ou Up son radical unipotent, M = Mp = P/Up (et donc
M~]]G,), D= & M, et K=G(Opy). OnaG = PK.

1<i<r

5.4.2. Pour i = 1,...,r, soient (0;, W;) des représentations admissibles de
G, et (o,W) la représentation de P, triviale sur U, 0 =01 ® - - ® 0, ® 1y,
W =W;®---@W,. Notons (£, V) la représentation de G induite parabolique
normalisée & partir de o, £ = ind (G, P,0) et (¢, V') la représentation de G
induite parabolique normalisée a partir de 7. L’entrelacement (-, -) : §><§ — R
défini par

(FF)= [ (PG F@))dit = [ (F).Fw)

0

ot dfi est une forme linéaire semi-invariante non nulle (c¢f. 2.1.3) sur Pes-
pace Sk (P\G,dp) (cf. [Vil, 1.2.8]) nous permet d’identifier & a & (cf. [Vil,
1.5.11]). La derniére égalité est vraie car on peut intégrer sans problémes sur
K puiqu’on a supposé que [ est banal (voir 2.1.3) : c’est 'un des points de
la démonstration de [Ja2| qui ne marche pas en caractéristique [ non banal.

Lemme. Soit f un coefficient de & déterminé par F € V,]:; eV =V. La
fonction H : G x G — R définie par

H (g1,92) = (F(91) F (92) )

appartient o l'espace H, des fonctions H : G x G — R qui vérifient :
1. H (uymgy, usmgs) = 6p (m) H (g1, 92) pour g; € G,u; € Uym € M.
2. Pour g1, 92 € G la fonction Hy, 4, - m — H (mg, g2) est un coefficient
de o ® 51%3.

3. H est K x K-finie a droite.
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De plus, [ est donné par
flo)= [ Hgnain) = [ H (kg k) (2
P\G K

Inversement, pour toute H € H,, f défini par (a) est un coefficient de £. Le
coefficient f de & est donné par

Flo)= [ B (hgnyd(h) = / 7 (kg k) dk
P\G K

ot ﬁ(gl,gg) = H (g2,q1) et H vérifie 1, 2 et 3 avec o au lieu de o.
Démonstration. Par définition

VeV = {F:G x G—>W®W,K>< K-finie a droite t.q.
F (wimagn, ugmags) = 6% (m1) 897 (ms) a(ma) @ 5(ma) F (g1, g2) }

G x G agit sur V ® 1% par translations & droite. B
L’espace des coefficients de £ est isomorphe & V ® V. De méme, pour tous
1
91,92 € G, la fonction Hy, 4, est un coefficient de o ® 3, et donc on peut

91,90 comme un élément de W ®@ W. Montrons que le morphisme qui a
chaque H € H, associe la fonction H* définie par H* (g1,92) = Hy, 4, peut

voir H

étre vu comme un morphisme de H,, vers V ® V, inverse de celui défini dans
I'énoncé du lemme. En effet, H* est une fonction qui envoie des éléments de
G x G en des éléments de W @ W (par 2.), K x K-finie & droite (par 3.) et
qui vérifie (par 1.)

H* (uymigr, uomage) = H” (UlmQ(m§1m1)91, U2m292)
= dp(mg) H* ((mglml)gl,gg)
= 0p(my) 5]13/2 (mglml) o(my) @ a(ma)H™ (91, 92)
= 577 (1) 647 (m2) o (m1) @ G(ma) H* (g1, g2)

Le reste du lemme est maintenant clair, en sachant que 1’on peut définir,
comme on vient de voir, I'entrelacement (-,-) : V' x V — R par

(FF)= [ (F.Fw)dito)= [ (FoFtiy)ar
O]

5.4.3. Il nous faut un dernier lemme technique qui nous aidera a démontrer
la proposition 5.1.8.1. Avec les notations de 5.4.1, on a
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Lemme. Soit ® € Sg (M).

1. 1l existe une unique fonction ®p € Sg(D) telle que

wotm) =TT (=" ) [ @), owm -

1<i<r 0

mq 0

Le morphisme, ® — ®p est une surjection de Sg (M) — Sg(D).

2. () =an
D
Démonstration. L’espace Sg (M) est engendré par des fonctions de la forme :
®:<¢1J : CLZ] H ¢Z] al] (a)
1<¢,5<r

ou ¢; ; € Sg (Mnnj) et a;; € My, n,. Pour une telle fonction, on a

azz H¢zz a,” H qbzg /¢1] Ui, 5 duzy

1<i<r 1<i> <r 1<z<]<r

Ainsi, ®,,, € Sg(D) et de méme pour toute fonction & € Sg (M). La surjec-
tivité est aussi claire.

Il suffit de montrer 2 pour une fonction de la forme a. Pour une telle
fonction, (IDZJ ng Ainsi :

(&\))D = H(ﬁ“ ;i) H 9252] H /Qbm Ui, 5 duw

1<i<r 1<i<j<r 1<i>j5<r

= || ¢H azz || ¢zj || /Qbu Uy, 5 duz]
1<i<r 1<i>5<r 1<i<j<r
—_—

= (®p).

]

5.4.4. Dans le cas banal, on peut montrer une proposition plus générale que
la proposition 5.1.8.1, comme dans le cas de coefficients dans C.

Proposition. Soient (ny,ns,...,n,) une partition de n, (o;, W;) des re-
présentations irréductibles de G,, et (§,V) la représentation de G, & =
o1 X -+ X 0.. Si le théoréeme 5.1.5 est vrai pour toutes les paires (o;,0;)

alors il est aussi vrai pour <£, E) . De plus

z (6) = HZ (Ui)a 7(T7€7¢) = H7 <T7 Uz‘ﬂ?) .
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Démonstration. Soit f donné par I’équation 5.4.2(a), on a
7 (@, Tg 0, 1) =

-2 (/ dk/ ® (9) H (kg, ) dxg) TN g S 0D
V(g):q—N

NeZ

= Z (/ dk‘/ ) (l{;_lg) H(g7 k‘) dxg) TNq_%(”—l)
NeZ v(9)=q=N

e Z (/ dkdk// q) (k,flpk/) H (pk/, k) dxp) TNq*%(nfl)'
NeZ v(g)=q¢—N

(a)

Dans la derniére égalité, on a utilisé que I'intégrale sur G' se décompose selon

la formule
[ v@ds= [ [ wikdpar
G rJK
pour toute ¥ € S(G).

Si 'on pose pour p comme dans 5.4.1 et on définit
oM = @ (k7K
i = (@’ﬁk’) (cf. 5.4.3)
D

(p)

h(my,...,muk k') = H(pk',k)op

N[

pour k et k' fixés, @%k, € Spg(D)~ ®@ Sgp(M,,).

1<i<r
Remarquons que h (my,...,m,; k, k') ne dépend que des m;, i =1,...,r
et k, k' d’aprés la propriété 5.4.2.1. La fonction @%k/ est donc une somme
finie de produits [[, ®; (m;) avec ®; € Sk (M,,). De l'autre coté, par 5.4.2.2,
h(my,...,m.;k, k") est un coefficient de 0y ®- - -®0,., i.e. h (mq, ..., m.;k, k')
est une somme finie de produits [ [, fi (m;) avec f; un coefficient de o;.
Or, si 'on fixe aussi des N; € Z l'intégrale

/ N @%k/ (ma,...,me)h(my,...,m.k k) demi
Mﬂ”(mi):q7 i 1

est bien définie car 'ensemble
{(mi,...,my) v (m;) = ¢ ™} Nsupp <<I>%k/>

est une partie compacte de M.
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De plus, pour i fixé et N; << 0, CD%M (my,...,m,)=0siv(m)=q?"
Ainsi, en utilisant la formule 2.1.2.c, on a que (a) peut étre écrit

Z /dkdk’/M i 5K (my, ... m,)

Ni,...,N)EZ" wv(mi)=q~ i

h(my, ... mpek, k) demZHTN Tl (b)

L’intégrale sur K x K est, en fait, une somme finie et donc (b) est une
somme finie de produits

H Z (Cbi, Tq 2D, fi) (c)

et donc

Z(¢)C HZ (03) -

Prouvons l'inclusion inverse. On part de la formule (c). 1l existe & € Sg (M)
tel que (¢f. 5.4.3)

De plus, puisque ® est K x K finie on peut trouver deux fonctions n et n/

sur K telles que
_ / / & (k~"ak!) oy (k) f () dkdl,

(il suffit de prendre n = 1 = u(K;) '1g,, K étant un sous-groupe compact
ouvert de volume inversible dans R et qui laisse invariant ®), et donc (c)
vaut :

> / dkdk! /P (k~'pk’) (d)

NeZ w(p)=q—N

[T 45 (m) 03 () ()’ () d*pT™q ¥,

Soit dh la mesure de Haar normalisée (ici on utilise & nouveau 'hypothése
de banalité) sur le groupe compact K N P. En changeant k en kh et k' en
K'h" ot h et b’ sont dans K N P et en intégrant sur (K N P) x (K N P), on
trouve que (d) vaut
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> / dhdh'dkdk’ / o (k~'hph'k) (e)

NezZ Pu(p)=q=V

[T #: (ma) 62 (o) n (hk) o (WK') & pT™ g~ 2D,

On change maintenant p en hph/~! et on écrit h, 1/ sous la forme 5.4.1,
avec h;, h; € K,,, au lieu des m;. La quantité (e) vaut

> / O (k~'pk') Hy(p, k, K')dkdk' d*gTN g~ >V (f)
Pu(p)=q~N

NEZ

ol

Hi(p, k,K) = / I1 #: (himani ) 52 (p) 1 (hk) f (W) dhdh'.

En comparant (f) avec (a), on voit qu’il ne nous reste & montrer qu’il
existe H : G X G — R qui vérifie les conditions 1, 2 et 3 de 5.4.2 tel que

H (pk, k') = Hy(p, k, k).
Posons H(g,q') = Hi(p, k, k') pour g = pk et ¢ = p'k’ et voyons qu’elle
est bien définie. En effet, si on a deux décompositions g = p1k; = poko et
g = piky = phk,, montrons que :

Hl(pla kla kll) = Hl(p27 k27 k‘é)

Soient hg, by € K N P tels que py'py = kiky ' = ho et p 'ph, = K ky 't = hy.
Alors :

Hl(ph kl, k’i) = / H fz (himl,ih;_:L) 5153 (pl) n (hkl) 77/ (h/k,l) dhdh’
= /H i (hih&}mz,ih;_l)(sé (hg 'p2)n (hhoka)n' (W' hoksy)dhdh!
_ / T £: (i) 62 (pa) 1 (ko) ' (W'k) dhd’

= H1(p2>k27/€§)~

Ainsi, si f est le coefficient qui correspond a H, on trouve finalement

[17 (@73, 1) = 2 (0, 7g7301, 1)
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et donc
[[2()=2().
i
Pour montrer I'équation fonctionnelle remarquons que, si 'on remplace f
par f et ® par <I> alors H est remplacé par H et on a :

OF) = FF (o 5.4.3
() KV (of. 5.4.3)
h(mi,...om7 5k k) = H(pK,k)dp2 (p),

et donc Z <<I> T-1g 20~ 1),f> =

_ > /dkdk’/ N ’k/(ml,...,mr)
" |

(Ni,....N,)ELT w(mi)=q~
h(myt . omy kK HdeZHT Nig= 3 (1),

la somme des intégrales étant bien définie par les mémes arguments de la
proposition précédente. Les équations fonctionnelles pour les o; impliquent
alors que

7 (8,171 30, ) = nyTal,z/J (@,7q 20, 1),

ce qui achéve la démonstration. O

5.4.5. Dans le cas non banal, une mesure semi-invariante sur P\G n’équivaut
pas & une mesure sur K. La proposition précédente pourrait s’étendre a ce
cas mais il nous faudrait de nouveaux arguments. Dans la section suivante,
on va voir un exemple pour comprendre un peu mieux le comportement des
fonctions L dans ce cas.

5.4.6. Supposons R = Q. On a déja calculé, aux sections 1.2.4, 5.2.3 et
5.3.2(a), explicitement, les polynomes L(T, 0;) quand o; est une représenta-
tion irréductible de F'*, de D* ou bien une représentation cuspidale et on a
vu que, si de plus o; est [-entiére,

ﬁeZ(T).

On déduit alors de la proposition précédente et de la proposition 5.1.8.2 que,
pour toute Q;-représentation irréductible 7 on a :
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5.5 Réduction modulo [

5.5.1. Supposons ici R = Q;, | # p, et notons Sz (M) le sous-module de
Sy (M) des fonctions & valeurs dans I’anneau des entiers Z;. On rappelle que

A est I'idéal maximal de Z;. Notons aussi p1, u* des mesures de Haar sur M
et G respectivement & valeurs dans Z; et 71, i* des mesures de Haar sur M
et G respectivement a valeurs dans [F; telles que, si ’'on pose r; : Z; — Fy, la
réduction modulo [, on ait

r (1 (M(O)))

(M(0))
) (,uX (1+/\/l(73))) %

1
e (1+M(P)). (a)
Ainsi on a que pour toute fonction ® € Sz (M) et toute fonction ¥ € Sz (G)

0([ e@an@) = [ n@w)de
([r@ac@) = [ ). (b)

Soit 7 une représentation irréductible l-entiére, I' un réseau (cf. 2.1.10)
de 7. On note T le réseau (cf. [Vil, 1.9.7]) de V des o € V tels que, pour tout
g€ G,ona:

(m(g)v,0) € Z.

Si ¥ et O sont deux vecteurs dans I'/AT et I'/AT respectivement et on note
veTet v el tels que v = 7 mod AT et & = o mod A" on a que le
coefficient défini par v et ¥ est & valeurs dans Z; et sa réduction modulo [ est
égale au coefficient de T'/AT déduit des vecteurs T et 7.

On déduit de 5.5.1(a) que, si m est une représentation irréductible [-
entiére, pour toute fonction ® € Sz (M) et tout coefficient f de 7 a valeurs

dans Z; défini comme précédemment
r(Z(®,T,f) = Z(r(®),T,r(f)).

5.5.2. On vérifie que la proposition 5.1.2 est toujours correcte pour R = Z
et que, si ® € Sz (F), alors ® € Sz (F) si I'on calcule la transformée de
Fourier en utilisant la mesure auto-duale par rapport a i, un caractére de F
a valeurs dans Z; . Remarquons qu’alors 7;(1) est un caractére non trivial

de F; tel que
T (ZI;) =T (@)
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Théoréme. Soit m une Q;-représentation irréductible l-entiére et I un réseau
de w. Pour toute fonction ® € Si (M) et tout coefficient f de I'/AT" a valeurs

dans F;, on a :
1. Z(®,T,f) € Fi(T). Il emiste Py (T/AL,T) € F, [T tel que pour tout
coefficient f de T' /AT, toute fonction ® € Sg (M) on ait
Z(®,T,f) P (L/AL,T) e F, [T, T7'] .

2. 1l existe 5 (T, T /AT, r; (v)) € T (T) tel que pour tout coefficient f de

['/AT, toute fonction ® € Sg; (M) on ait

2 (@, 3T ) = 3 (T T/AD 1 (1)) Z (8, 30T T )
De plus on a que7 (T,T'/AL, 7, (¢)) est la réduction modulo | de (T, m,1)).
Démonstration. On sait que ce théoréme est vrai pour 7. Notons

1
L(T,m)

D’aprés 5.4.6, on a que Py (7, T) € Z; (T) ; notons r; (Py) (7, T) sa réduc-
tion modulo [. B B
On va prouver que, pour toute fonction ® € Si (M) et tout coefficient f

de T'/AT & valeurs dans F;,
Z(®,T,f)r (P) (m,T) €F [T, T7].

P()(?T,T) =

En effet, relevons ® € Sg- (M) en une fonction ® € Sz (M) et soit f un
coefficient de 7 tel que 7(f) = f. o
Alors, d’apreés le théoréme pour 7, il existe P(T) € Q; [T, T~!] tel que

Z((I)7T7f> PO (7T7T) = P(T)
Or, puisque Py(T,w) € Z; (T) on a que, en fait
P(T) € Zy [T, T7"]
et donc, par réduction modulo [/, on trouve que
Z(®,T,f)ri (P) (x,T) =r (P)(x,T) e F, [T, T].

Pour montrer 2., il suffit de poser

z (&g 2001, )
z(@.q T, f)

pour n’importe quelle fonction ® € Sz (M) et f coefficient de . ]

Y(T,T/AT, r (¥)) = ri (v (T, 7w, ) = 1y
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5.5.3. On en déduit, comme dans 5.1.5, le corollaire suivant :

Corollaire. Notons Z (I'/AT) le sous-F;-espace vectoriel de F; (T) engen-
dré par les fonctions Z (5, qu_Tn,f) avec [ coefficient de T'/AT et & €
Sg; (M) . Alors Z (I'/AT") est un idéal fractionnaire de F, [T, T7'] contenant

les constantes. Il admet un générateur de la forme L (T,I'/AT") = 1/P, (T)
avec Py € F, [T] et Py(0) = 1.

5.5.4. La preuve du théoréme 5.5.2 implique alors :
Corollaire. L (T,T/AT)™" divise r, (L (T, w)_l) dans Uanneau F, [T, T7].

En général on n’a pas une égalité. Pourtant, dans le cas banal, on a
'égalité (voir la section 5.6).

5.5.5. Prouvons maintenant la proposition 5.1.8.1 quand R est quelconque
(non nécessairement de caractéristique banale) mais D = F (on verra que
cette condition n’est peut étre pas nécessaire). Soient donc (ny,ng,...,n,)
une partition de n, (a;, W;) des représentations cuspidales de G, et (£, V)
la représentation de G, &€ = &7 X - - X .

Proposition. Si le théoreme 5.1.5 est vrai pour toutes les paires (FZ-, O%)

alors il est ausst vrai pour (E, E) .

Démonstration. 11 suffit de le montrer quand la caractéristique de R est po-
sitive. Dans ce cas (c¢f. [Vil, I1I1.5.10]), toute représentation cuspidale 7; se
reléve en une représentation cuspidale o; (¢’est juste ici que I'on utilise le fait
D = F, probablement c¢’est vrai en général).
On a alors que la réduction modulo [ de ¢ = oy X --- X 0, contient &.
D’aprés le paragraphe précédent, le théoréme 5.1.5 est aussi vrai pour &.
O]

5.5.6. Voyons finalement un exemple :

Proposition. Notons 1o la représentation triviale de GLo(F'). Alors

1 sig=1 modl
L(T,15) = ]__q+/2T siq=—1 modl etl+#2
(1_q{/2T> (l_q,ll/QT) siq>#1 mod |l (i.e. [ banal).
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Démonstration. Si | est banal c’est une conséquence de la section suivante
5.6.

Supposons ¢ =1 mod .

On rappelle que S (M) est engendré par les fonctions caractéristiques des
ensembles de la forme a + @w" M (O) avec a € M et n € N. Par I'action de
G, a droite et a gauche, ces fonctions se classent en trois orbites, selon le
rang de la matrice a. La formule

Z(D(g - g),T,15) = T~p@+mnld) 7 ($(.), T, 1,),

pour tout g € G nous dit que, pour calculer la fonction L, il suffit donc
d’expliciter les fonctions zéta Z (lopwrm(o), Tq 2, 15) pour a = 1y, a =
( 8 (1) ) et a = 0. On aura aprés que Z (15) est le R|[T,T~!]-module en-
gendré par ces trois fonctions.

1. Sia=1s, Z (latwrmo). Tq V% 15) € R, pour tout n.
2. Sia=0, Z (Lorommo), Tq? 15) =

W (GLO)T" (1— ¢ °T) " (1—¢"T) " =0,

pour tout n, parce que le volume du compact maximal est 0 (¢ = 1
mod ).

3. Sia= ( 8 (1) )7 Z (1a+w"M(O)7Tq_1/27 12) = Z U’meq_m/QJ ol

m>n

l14+a b
Uy = / ) ( J > d,ux(g)
a,b,c,deP" (14-a)d—bcePm™ /Pm+1 c

m 1+a b
- / ¢ e ( . d ) dpi(g).
a,b,c,deP",(14+a)d—bceP™ /Pm+1

Calculons donc le volume des a,b,c,d € P", (1 +a)d —bc € P™/P™ L.
Supposons u* (1 + M (O)) =1 et posons v = (1 + a)d — be, i.e. d =
(u+be)(1+a)~t. Sim > n alors a,b,c € P, u € P™/P™ ! et d est
fixé donc ce volume vaut ¢—3"(q — 1)g ™¢*™.

Or, ¢ (qg—1)g™¢*" =0sig=1 mod .

Sinon, Z (1a+wnM(@),Tq_l/2, 12) est une série géométrique de raison
Tq'/?, d’ou la proposition.

]
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Remarque. On s’attendait a ce résultat. En effet, sig = —1 mod [ et | # 2,
la représentation triviale se reléve en (—1)"" Sty qui a comme fonction L,
1—q+/2T'

Remarque. Dans le cas des coefficients complexes, on a un théoréme de
réciprocité qui nous dit que les fonctions L et les facteurs epsilon des repré-
sentations de la forme xy7 pour y un caractére, déterminent la représentation
irréductible 7, pour 7 une représentation irréductible de G Ly(F).

Sig=1 mod [, les fonctions L et les facteurs epsilon ne déterminent pas
toutes les représentations irréductibles. On ne peut pas avoir un théoréme
de réciprocité car, dans ce cas, ces fonctions ne peuvent pas différencier,
par exemple, la représentation triviale de la représentation de Steinberg de
GLy(F).

5.6 Classification des fonctions L dans le cas
banal

5.6.1. Dans cette section on se place sous les hypothéses des sections 2.2
et 2.3, i.e. on suppose que, ou bien R = C ou bien D = F et R est de
caractéristique banale. Dans ces cas, on a vu qu’on a une paramétrisation,
en termes de segments, de I'ensemble des représentations irréductibles de
GG, a isomorphisme prés. On va utiliser cette classification pour calculer les
fonctions L en fonction d’une telle paramétrisation.

Théoréme. Placons nous sous cette hypothése. Soit m = (Aq, ... 7At)t une
représentation irréductible de G,, (cf. chapitre 2). Si l'on note pour tout i,

1<i<t, A, = {pgl),...,pgni)} alors

L= []L (T, pgnn) .
1<i<t

)

Les fonctions L (T, p("i)> onthh été calculées dans les sections précé-
dentes.

Démonstration. Si le corps de coefficients est R = C c’est le théoréme [Ja2,
3.4.]. Puisque la construction des fonctions L en tant que séries de Laurent
est purement formelle, ce résultat reste vrai pour R de caractéristique 0
algébriquement clos quelconque. Pour R de caractéristique [ > 0 banale, on
peut utiliser 'astuce de la réduction modulo [ de 2.3.12 et les résultats de 5.5
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En effet soit 7 = <A_1,...,E>t une Fj-représentation, [ > 0 banale.
D’aprés 2.3.12, il existe une Q;-représentation irréductible, paramétrée par
T =(Ay,...,A)" (voir les notations de 2.3.12), telle que 7 € (7). Avec ces
notations précédentes, on a

1. Le théoréme 5.6.1 est vrai en caractéristique 0 (cf. [Ja2, 3.4.]),

Lr.m =[] L (T, p§”i)> .

1<i<t

2. D’aprés 1.2.4, 5.2.3 et 5.3.2(a), pour tout ¢, 1 < i < ¢, L(T,ﬁgm)) _
Ty (L(T, pg"i)))-
3. Par 5.5.4,
L(T,r(7))”"  divise 7 (L(T,7)7"),

dans I'anneau F; [T, T~}

-1 —\ 1

4. Les polynémes L (T, ﬁgm)) et L <T‘1q_1, ﬁﬁ”) sont premiers entre
euL.

On raisonne par récurrence sur t. Si t = 1, on a deux possibilités :

1. ou bien, L(T,7) = 1 et donc, par 3, L (T, 7) = 1,

2. ou bien, 7 = (Ay)", avec A = {p,...,p'} et p un caractére non ramifié
et, par |Ja2, 3.1.3]', L(T,7) = w. Dans ce cas, & nouveau par 3,
ou bien L (T,7) =1ou L(T,7) = W. Voyons que le premier
cas n’est pas possible. En effet, d’un coté, on a

Y(Tyri (7)), r (@) =7 (v (T, m,9)) . (a)

Par 4., r; (L (T, p’)_l) et (L (T‘lq_l,ﬁ)A) sont premiers entre eux
dans F; [T, T7'] et donc r; (y (T, m,%)) ¢ F, [T, T7'. Si L(T,7) = 1,

alors v (T,r; (7) 7 (¥)) € F [T, T'] ce qui contredit (a).

Supposons t > 1 et le résultat vrai pour j < t.

N1 —t\ !
Lemme. On a que L (T, <Ai>t> et L (T‘lq_l, <Aj> ) sont premiers
(1)

entre eur dans By [T, T~ sauf si p; ' est un caractére non ramifié et

—(n; —(1 —
) =P

!'Remarquons que, dans [Ja2, 3.1.3], il faut changer L(s,7) en L(s,7a"1).
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. : X P . (1 .
Démonstration. En effet, d’aprés ce qui précede, si ,0( ) est un caractére non

(2
ramifié, on a

L&) = 1A @)r

=\t -1
L (qul’ <A]> ) — 1_ pgl) (w)Tfqul'
[
|
Corollaire. Si le multisegment {Aq, ..., A} est rangé, L (T, <A1>t> est
premier a
=\t -1
[Iz (T-lq-l, <Aj> ) .
1<i<t
Ainsi on a, par 5.1.5 et 5.5.2, que
L (T, <A_1>t) € Z (%),
et qu’il suffit, pour prouver le théoréme, de montrer que
1 (T, <E>t) € Z (7)),
2<i<t

I = <A_2,...,E>t € Iir (Gp) et @ = (Ag,..., A, T est un

T
quotient de <A_1>t x 7. Puisque I'on veut juste montrer que

[Tr(r@))ezm.

2<i<t

Notons

et que, par hypothése de récurrence,
[TL(r@))ez@).
2<i<t

il suffit de prouver que pour toute D, € S (M,) et tout coefficient fy de 7,
il existe & € S (M,,) et f coefficient de T tels que

Z(®.Tq *" V. f) = Z (02, Tq 1 **7 Y, [,) . (b)

Dans [Ja2, 3.5.], quand la caractéristique de R est nulle, on construit
d € S (M,) et f coefficient de 7, en utilisant les entrelacements de la théorie
du quotient de Langlands. On pourrait essayer de montrer que ces opérateurs
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d’entrelacement convergent en caractéristique positive mais on peut utiliser
I’astuce suivante :

On reléve ®, en ®, fonction a valeurs dans Z;, et f, en f, coefficient de
7’ & valeurs dans Z,.

Lemme. [l existe ® € S(M,) & valeurs dans Q; et f coefficient de T G
valeurs dans Q; tels que

Z(®,Tq 2V ) = Z (05, Tq 207V f,). (c)

Démonstration. C’est fait dans [Ja2, 3.5.]. Rappelons briévement la construc-
tion de ® et f.
Soient d’abord, ®; € S (M,,_,) & valeurs dans 7, et f1 coefficient de <A_1>t

a valeurs dans 7, tels que
Z (@1, Tq 270 1) = 1.

Soient aussi P15 € S (My_pp), P21 € S (Mpn_p) & support dans un voisi-
nage de O pour que la fonction ® € S (M,,) définie par

cp<m1 y ):q>1<m1><1>2,1<x><1>1,2<y><1>2<m2>

T mo

satisfasse a

/cb ( i Y ) dady = Oy (my) Py (ms).

rmy mo + Ty

On pose € et ¢ deux fonctions K-finies telles que
/(I) (k~'2k') £(k)E (K )dkdk' = @(z).

Soient aussi dh et dh/ deux mesures de Haar normalisées sur K NP et K NP
respectivement et notons, pour h € KN Pet h € KNP

= () = (0 )
si 'on défini

my 0 2
[ (5 )] 5

my 0 V2 NN -1 -1 ’

0 mo
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Alors, si I'on pose H : G,, x G,, — Q, la fonction

m; U my o m; 0 ,
A8 )n (8 g )= (5 ) s
est bien définie ainsi que le coefficient f de 7 donné par la formule

flg) = H(tg,t)dt.
M\G

Dans [Ja2, 3.5.], on montre que f et ® ainsi définis satisfont a (c). O

La fonction ® est un produit des fonctions entiéres et f est défini par une
intégrale (donnée par une mesure & valeurs dans Z;) de fonctions entiéres.

On a donc que, en fait, ® et f sont & valeurs dans Z; et donc leur réduction,
® et f, modulo [, par 5.5.1(a), vérifient (b) ce qui conclut la preuve du
théoréme.

]

Question. Dans le chapitre 2, on avait trouvé une totale symétrie entre
les deux classifications a la Langlands et & la Zelevinskii. Les définitions
des fonctions zéta semblent assez naturelles mais, pourtant, linduction se
comporte bien par rapport a la premiere de ces classifications et moins bien
par rapport o Uautre. Quel est le chowx qui brise cette symétrie ? Peut-on
définir des fonctions zéta qui privilégient la classification a la Zelevinskii ?

5.7 Lien avec la correspondance de Howe

5.7.1. Les fonctions zéta vont nous aider a compléter la preuve de la corres-
pondance de Howe. Comme on a déja vu a plusieurs étapes, elles induisent
des entrelacements entre la représentation métaplectique et V ® V' pour toute
(m, V) € Irr (G,,). En effet, le morphisme

Ze : SpMp,) = VeV

_ Z(®,T,7)
Zx(®) = lm7 (Tq-—D72, 1)’

. . : Z2(®,T,7) 2 .
pour toute fonction & € Sg (M,,,), ot on note %IE—L(Tq%n*D/?,n) I’évaluation

Z(®,T,m)
L(Tq*(”*l)/Q,ﬂ’)

(par construction) de représentations.
Il va nous aider a construire d’autres entrelacements non nuls quand n #
m. Soient ¢ < n < m trois entiers positifs.

du polynome en T = 1, définit bien un entrelacement non nul
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5.7.2. On reprend les notations déja utilisées a plusieurs étapes :

a) On notera chaque matrice h € M,,,,, par

h = ( Z z ) NS Mmfi,nfiab S Mi,nf’iac € Mmfi,i,d c Mz,x

b) On notera chaque g € G,, par

g = ( :Z; gi ) 91 EMyin_ing2 € Miy_igs € My_ii, 914 € M, ;.

On pose P, = {g € G,, : go = 0}
c) On notera chaque ¢’ € G,,, par

/ /
g = ( g} g? > L1 € Min—im—i» 9y € Mim_i, g5 € Mm_ii, g5 € M.
93 9y
On pose P/ ={¢' € G, : g5 =0}
5.7.3. Soient g € G, , ¢’ € Gy, ® € Sp(Myp). On pose @, € S (M)

définie par
i _ 0 0
(I)g,g’ (9:)) =@ (9 ! ( 0 g ) gl> .

Soit, (m, V) € Irr (G;). On définit une application R-linéaire
Zm" s Sp (M) — ind% (1/%1”,1- ® V%ﬂﬂ') ®indgl}“ <y%i lii ® l/mTﬂ.%> ,

ot Zm (9) : Gy X Gy — V @V est donnée par

Z7" () (9.9') = Zn (¥4
Voyons que
Zmm (@) (g,4) € ind%’_‘ (V%LH ® u%ﬂw) ® indIGDiZ" (V%i Ly ® umTfi%> :
En effet,
Z"(2) (pg.P'd) = Zn (Phgpg)

_ ) -1, —1 00 /]
= Zw(ngfb(g p (0 g Py
00
= Z7r ZHCI) -1 — !
(w2 (" (0 st )9))

= 77 (g2, 94) Z3" () (9,9') -

D’un autre coté, Z" est un entrelacement non nul (puisque Z, est non nul).
Ainsi on a montré, pour i =n :
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Proposition. Pour toute m € Irr(G,,) il existe 7', un sous-quotient irréduc-

tible de indgf"’ (V_Tnlmfn ® I/%fﬁ> tel que m @ ' soit un quotient de o, .

5.7.4. Cette proposition est trés intéressante : non seulement on connait 6(7)
pour toute 7 mais on a aussi un morphisme ezplicite.

Par exemple ¢a nous aide a trouver les contre-exemples de la section 4.5
et comprendre I'un de deux faits pour lequels la correspondance théta n’est
pas bijective en caractéristique non banale. On sait (c¢f. [Vi2]) que toute
représentation irréductible 7 en caractéristique positive se reléve en une re-
présentation en caractéristique 0 mais pas de facon unique. Soient 7 et mo
deux de ces relévements : il se peut que, si la caractéristique du corps de co-
efficients est non banale, les réductions modulo [ des images des morphismes
Z5" et Z7" soient différentes.

C’est ce qui passe lorsque, par exemple, n = 1, ¢ = 1 mod [, ¢ £#1
mod [ et 7 = 1. On peut relever 7 en m; = 1 et m, = ™ qui induisent les
entrelacements

1. f— f(0)

2. f Jom f(x)dz
de oy, vers 1; ® 1,, et vers 1; ® v~ 11,, respectivement.

[’autre probléme en caractéristique non banale est I'apparition de repré-
sentations semi-simples et de scindages exceptionnels de suites. On voit ¢a
sur les faits suivants :

1. Les résultats du chapitre 3 ne sont pas vrais. Par exemple, VI X U3
est semi-simple de longueur 2 lorsque ¢ =1 mod [ et | # 2.

2. La suite 1.1.3(a) du premier chapitre est scindée ce qui nous donne une
plus grande dimension de I'espace des entrelacements.
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Annexe A

Une autre preuve de la
correspondance

Le but de cette annexe est de montrer la conjecture de Howe en utilisant
des techniques complétement différentes de celles utilisées dans le reste de la
thése. Cette preuve est due a Howe lui-méme : nous n’avons fait que 'adapter
au cas ol le corps de coefficients n’est pas le corps des nombres complexes.

On conserve les notations des chapitres précédents : F' est un corps local
non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0, D une algébre a division
de centre F'; O son anneau d’entiers, P = wO son idéal maximal, kp = O/P
son corps résiduel et ¢ le cardinal de kp. Soit R un corps algébriquement clos
de caractéristique [ # p. Remarquons qu’on ne fait aucune restriction sur la
caractéristique de F'.

Le travail sera un peu plus géométrique. Soient V' et V' deux D-espaces
vectoriels (a droite) de dimension finie sur D. On note X = Homp (V', V),
G=GLp((V),G =GLp((V'"), S = Sg(X) I'ensemble des fonctions de X
dans R localement constantes a support compact.

Considérons la représentation naturelle o de G x G’ dans S = Sk (X).
Plus précisément, :

O(Qag,)f:fg,g’: X—R
¢ — [ (g4)

ol ¢, o € Homp (V', V) est définie par ¢, = go po g™t

A un caractére prés c’est la représentation métaplectique restreinte a G x
G’ (c¢f. [MVW, 3.1I1.1]) et, si 'on prend des bases de V et V', on retrouve la
formulation du reste de la thése.

Soit (m, W) une R-représentation de G, i.e. une représentation de G' dans
un espace vectoriel W sur R. Supposons (m, W) irréductible.

149
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Dans cette annexe on va montrer que, si [ est banal pour G et G’ (¢f.
2.1.1), et que (7}, W), (mh, W}) sont deux R-représentations irréductibles de
G’ telles que W ® W/ soit, pour i = 1,2, un quotient de ¢ alors 7} et 7} sont
équivalentes et

dim (Hom (o, 7 @ 7})) = 1.

C’est la conjecture de Howe. Si cette assertion est vraie on note 6 () = 7}

et on dit que 0 (7) correspond a 7 (par la correspondance de Howe).
Comme on a vu dans 4.5, cette conjecture n’est pas toujours vraie si [

n’est pas banal. Pourtant, on verra en A.3.4 que méme pour [ non banal, il

existe beaucoup de représentations 7w pour lesquelles elle est bien vérifiée.

A.1 Quelques rappels

On va rappeler quelques définitions et propriétés classiques qui seront
utilisées au long de cet appendice. Soit toujours V un D-espace vectoriel (a
droite) de dimension finie n sur D.

Définition A.1.1. Un réseau L de V est un sous-O-module de V libre de
rang maximal.

Théoréme A.1.2. Soit L un réseau de V. Il existe une base {e1,...,e,} de
V telle que
L= @ 610.
1<i<n
Démonstration. Cf. |[Wel, 11.3. Theorem 1]. ]

En particulier, L est un sous-groupe compact ouvert de V et 'ensemble
des réseaux forme un systéme fondamental de voisinages ouverts de 0 dans

V.

Théoréme A.1.3. Soient Ly et Ly deux réseaux de V. Il existe une base
{e1,...,en} de V et des entiers {tq,...,t,} tels que

Ll == EB eiou
1<i<n
L2 = ) eiwti(’).
1<i<n
Démonstration. Cf. [Wel, 11.3. Theorem 2]. ]

Si L est un réseau, Lw est aussi un réseau et le quotient L/Lw est un
kp-espace vectoriel de dimension n.
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Proposition A.1.4. Soit L un réseau de V. Soient (e;);c; une famille d’élé-
ments de L et notons €; € L/ Lw leurs projections. Si les €; forment une base
de L/Lw alors les e; forment aussi une base de L et de V.

Démonstration. Voir, par exemple, [Ho5, Proposition 2.1]. O

Soient Ly et Ly deux réseaux de V' et V' respectivement. Soit T : L1 — Lo
un O-morphisme. Alors T'(Lyw) C Low et donc T passe au quotient et définit
un morphisme d’espaces vectoriels qui sera noté

T . Ll/Llw — L2/L2w.

L’action naturelle de G sur V nous permet d’introduire les sous-groupes
compacts de G en termes des réseaux de V.

Proposition A.1.5. Soit L un réseau de V. Le stabilisateur Ky, dans G de L
est un sous-groupe compact mazrimal de G. Tout sous-groupe compact maxi-
mal stabilise un réseau et tous les stabilisateurs des réseaur sont conjugués
entre eux.

Démonstration. Voir, par exemple, [Hob, proposition 2.2|. O

Proposition A.1.6. Soit L un réseau de V. Tout réseau L' stabilisé par K,
est de la forme L' = Lw®, pour un entier c.

Démonstration. Voir, par exemple, [Hob, lemma 2.1]. ]

Proposition A.1.7. Soient Ly C Ly deuz réseaux de V. Notons Jp, 1, le
sous-groupe de G défini par :

Jipr, = {9€ K, : (g—1)L1 C Ly}

Jry.1, est un sous-groupe de K, et l'ensemble des Jp, 1, lorsqu’on fait varier
Lo dans Ly est un systéme de voisinages de 1 dans G. De plus, si Ly C Lz C
Ly alors Jr, 1, C Jis1,-

Soient L et L' deux réseaux dans des espaces vectoriels V' et V' respecti-
vement. L’ensemble Home (L, L’) des D-morphismes f € Homp (V, V") tels
que f(L) C L' est un réseau de Homp (V, V’). En effet, on a une injection :

Home (L, L") — Homp (V, V")
f — f®D.
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A.2 La representation métaplectique o

A.2.1. Pour pouvoir montrer la conjecture de Howe il nous faut, d’abord,
des renseignements trés précis sur la représentation o. Ce travail sera réalisé
dans cette section. Précédemment, on avait cherché a trouver des suites de
composition de cette représentation ou de ses foncteurs de Jacquet. Ici on va
essayer de comprendre les sous-espaces o des vecteurs K-invariants, K étant
un sous-groupe compact de G. C’est un travail plus proche de la technique
des types et qui nous donne des renseignements différents : on utilise les
méthodes qui ont permis de montrer la conjecture en toute généralité (pour
les paires de type I).

Il s’agit, en bref, de trouver, pour des sous-groupes compacts quelconques
K et K' de G et G', un foncteur fx g exact de la catégorie de G x G'-
modules vers la catégorie des H (G, K) x H (G, K')-modules, ou H (G, K) et
H (G', K') sont les algébres de Hecke relatives a K et K’ respectivement, tel
que fx k(o) soit un H (G, K)-module cyclique non nul et aussi H (G', K')-
cyclique de méme générateur. Cela implique, comme dans [MVW, 5.1.9], la
conjecture de Howe.

A.2.2. Fixons Ly C V' et Ly C V deux réseaux. Posons

Ky = Ky,
! !
KO —_— Lé)‘

On commence par étudier les espaces o%°. On note aussi Ay = Home (Lj), Lgy) C
X : c’est le réseau de X des fonctions f telles que f(L{) C Ly. Il est inva-
riant par K et K. Notons Q° (V') Pensemble des réseaux de V7 et Q0 (X)*°
I’ensemble des réseaux de X invariants par K. Par A.1.2, G’ agit transiti-
vement sur QY (V') et donc le morphisme ¢’ +— ¢'Lj{, induit un isomorphisme
G'/K)~Q° (V).

Proposition. Le morphisme

Oy - o)
r — Home (L', Lo)

est une bijection.

Démonstration. Pour tout réseau L' € Q° (V'), Home (L', Ly) est un réseau
de QY (X) Ky-invariant.
Si Home (L7, Ly) ~ Home (LY, Ly), par A.1.3, on a que L} ~ Li. Si
A € Q0 (X)™°, notons L' le réseau L'y = () ¢ (Lo), alors ¢(L') C Ly pour
$eA
tout ¢ € A donc A C Homp (L, Ly).

]



A.2. LA REPRESENTATION METAPLECTIQUE o 153

A.2.3. Pour tout A C X on note 1, : X — R la fonction caractéristique de

I’ensemble A, i.e.,
1 sizeA,
].A(ZL') = .
0 sixé¢A.
L’application 1 définie par 1 (A) = 1, est donc une injection Q° (X)) —

Sk (X). Si 'on note Sg (X)™° le sous-espace de Sg(X) des fonctions K-
invariantes, alors évidemment

1 (QO (X)KO) C Sr (X)),

Théoréme. Limage de 1 : Q°(X)*° — Sp (X)™° engendre Sp (X)™ en
tant que R-espace vectoriel.

Le théoréme sera démontré dans les paragraphes A.2.5, A.2.6 et A.2.7.

A.2.4. On va reformuler ce théoréme pour mieux comprendre le role du
groupe G'. Rappelons le concept d’algébre de Hecke (c¢f. 2.1.13). Pour tout
groupe G défini sur F', notons Hg (G), lespace des fonctions f : G — R
localement constantes & support compact. Fixons une mesure de Haar p*
de G a valeurs dans R. Muni du produit de convolution, noté x, Hg (G),
est une algébre, appelée algébre de Hecke de GG, et on a un isomorphisme de
catégories entre :

1. La catégorie des représentations de G
2. La catégorie des modules sur Hg (G).

On passe de I'une a 'autre par la formule :

w<¢>w=/0¢<h>w<h>wduX<h>,

pour toute représentation (7w, W) de G et ou ¢ € Hg (G) et w € W.
D’aprés la proposition A.2.2 on a que Q0 (X)*® ~ Q° (V') ~ G'/K}, en
tant que G’-modules.
Notons indifféeremment o l'action de G, G’, ou des algébres de Hecke

Hr (G), Hr (G"). Notons

e: Hr(G) — Sg(X)
6 o)l = [y 6 () La, g

ot Ay = Homp (¢' 'L, Lo). La fonction 14, est invariante sous I'action de
K et donc e induit un G-morphisme e : Hg (G') — Sk (X)°.
Le théoréme A.2.3 s’écrit alors :
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Théoréme. Le morphisme e : Hg (G') — Sp (X)™ est surjectif, i.e. Sg (X)*°
est un Hr (G')-module cyclique de générateur 1y, .

Démonstration. On utilise que, si L} = ¢'~1 (L) alors
1Hom(L'1,LO) =0 (g') 1a,-
[l

A.2.5. Démonstration du théoréme A.2.3. Notons A,, = Home (L, Lyw") =
Home (Liww ™", Lo). Les A, forment une base des voisinages Ky-invariants de
0 dans X.

L’idée de la démonstration du théoréme A.2.3 est la suivante : de la méme
fagon que 'espace Sk (X) est engendré par les fonctions caractéristiques des
ensembles ouverts compacts de X, on va décrire un ensemble de fonctions
qui engendre 'espace Sgr (X)KO en tant que R-espace vectoriel. Il suffira de
montrer le théoréme pour une fonction dans cet ensemble, i.e. il suffira de
montrer que toute fonction dans cet ensemble est de la forme o (¢) 1,5, avec

6 € Hr(G).

Proposition. Soit K un sous-groupe compact de G. Pour tout f € Sg (X)K
il existe 01,...,0, des K-orbites dans X, et iy,...,i, € N tels que f =

T

> alg 4, , avec a; € R.
) J

Jj=1

Démonstration. Soit f € Sk (X)®. Comme f est localement constante et
K compact, pour toute K-orbite # dans X, il existe n € N tel que f est
constante sur 6 + A,,. Les ensembles de la forme 6; + A, et 65+ A,,, sont ou
bien disjoints ou bien I'un contient 'autre. Ainsi, pour tout o« € R, 'ensemble
des g € G tels que f(g) = « est une union finie et disjointe d’ensembles de
la forme 6; + A,,,, d’ou la proposition. n

Il suffit donc de montrer le théoréme pour une fonction de la forme 14, 5
avec A = Homp (L', Ly), L' € Q(V'), et  une Ky-orbite dans X.

A.2.6. Décrivons maintenant 'allure d’un ensemble de la forme 8 + A. Soit
Ty € 0 et posons B =T, ' (Ly) N L. Alors,

6 + A C Home (B, Ly) .

En effet, si 77 € 0, il existe k € K tel que kT) = Tj; ainsi 17 (B) C Ly et
donc Ty + A C Homp (B, Ly).
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D’aprés le théoréme A.1.3, il existe une décomposition V' = V/ @ Vi telle

que :
B=(BnV)®(BNV;) L'=(LNV))a (L NVy)
BnVic(L'nV))w BNV, =L nVj.

Pour tout 7' € Home (B, L), on note
T:B/Bw — Ly/Low

sa réduction et
E=BnV)/(BNnV)wm

vu comme sous-espace vectoriel de B/Bw.

Lemme.

0+ A= {T € Homo (B, Ly) : T injectif sur E} .

Démonstration. Soit T € 0 + A. Alors il existe A € A et k € K| tels que

(A + kTp) =

Alinsi, si

(A + kTp) (b) = low

oub € BNV etly € Ly, alors, puisque BNV} C (L'NV])w, il existe

I} € L' 0NV tel que b =Il{w et donc

et donc (A + kTp) (I}) = lo. Ainsi I} € T, (Lo) N L' NV} = BNV} et donc

be (BNV])w, et donc T est injectif.

Réciproquement, si Ty € Homp (B, Lg) et Ty est injective sur E, par

A.1.4, il existe k € K tel que k77 = T sur V/. Notons A = kT —

voyons que A € A = Homp (L', Ly). En effet,

AL = AL'nV]) & (L'nVy))
= ANL'nV))

A(BNVy)
C L.

T c A et
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A.2.7. En changeant f par f (¢'-), avec ¢’ bien choisi, on peut bien supposer
(¢f. A.1.5) B = Lj,. On garde les notations du paragraphe précédent.
Posons d’un autre coté :

By = {T € Homp (Lj N V{, Lo) : T injective }.

Ainsi
0+A:B1+H0mo<L6ﬂ‘/¥,Lo).

Or, par I'isomorphisme

SR(X> >~ SR(HOIHD(VY,V))®SR(H0mD(‘/¥,V)),

ou
.
lpypn s’envoiesur 1p ® 1Homo(Lng2’,Lo) et
o
15, s’envoie sur 1Homo(Lng{,Lo) ® 1Homo(Lng2/,Lo)=
on voit qu’il suffit de montrer le cas ot Vi = {0}; en effet, si 15, =

U(¢)1Homo(Lgmv1/,L0) avec ¢ € Sk (Homp (V{,V)), alors 1oy = 0(¢ @ 1)14,.
On doit donc juste exprimer la fonction caractéristique de

{T €Ny : T est injectif}

en fonction des 14, A € Q (X)".
Notons f; la fonction caractéristique de I’ensemble

suppfi = {T € Ay : T est de rang z} )

On s’intéresse a f,, ot m = dimp V’. On a

1,, = Zfi
=0
1, = fo

L’idée est la suivante : on va trouver d’autres équations reliant les f; pour
conclure que f,, est une combinaison linéaire des fonctions caractéristiques
de la forme 15, A € Q (X)".

Pour tout réseau L' C V' tel que L, C L' C Lyw ™!, d’apres le théoréme
A.1.3, L' est déterminé par son image dans V' = (Lyew™!) /L. Tl est clair
que

Home (L', L) Nsupp f; # {0} < codim (L'/Lj, V') > i (a)
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et, si T € A, alors T € Homp (L', L) si et seulement si L'/L{ C ker T.
Notons

C

g9 = g 1Homo(L/,L0)~
L'eC;

{L'eQ(V'): Ljc L' C Lyw ', codim (L'/Ly, V') =i},

Puisque chaque fonction lgomy(z/,1q), L' € C; peut étre écrite sous la

forme ‘7(9/)1Homo(L/0,Lo) avec ¢’ € G', on a que

gi €0 (Sr (G/)) 1,

Proposition. Il existe a;; € R tels que

9= fi+ Zaijfj-
i>j
Démonstration. En effet, la valeur de g; en T € Ay est, par définition, le
nombre (modulo 1) des L' € C; tel que T € Homp (L', Ly), i.e. c’est le
nombre de sous-espaces de (Lyww™) /Ly de codimension plus grande ou égale
a ¢ contenus dans ker 7'; ce qui ne dépend que du rang de T'
1. Sirang (T) =i alors il n’y a qu'un seul tel sous-espace, & savoir, ker 7.

(g7 -1) (qm =91 1) (g1 1)

2. ll'y a a;; = @G T DE-n) . Sous-espaces de dimension
m — ¢ dans un espace de dimension m — j défini sur kp.
Ainsi
gi(T) = [ (T) + > ai f;(T),
i>j
ou les a;; sont définis par la formule précédente. O

On inverse les équations de la proposition : il existe donc b;; € R tels que
fi=9i+ Zbijgj~
i>j

Comme g; € 0 (Sg(G")) 14,, on trouve finalement f; € o (Sg (G')) 1, ce qui
achéve la preuve du théoréme A.2.3.

A.2.8. On voudrait maintenant généraliser ce théoréme a tout sous-groupe
compact (non nécessairement maximal) de G.
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Soit L C Lg un sous-réseau. On rappelle (¢f. A.1.7) qu’on note
Jr = JL,LO = {g € KLO : (g— 1)L0 C L} C KLO N Ky,

On veut calculer, de méme, un systéme de générateurs de Sg(X)’F en tant
que G’-module. Or, Sr(X)’t est engendré en tant que R-espace vectoriel,
d’aprés la proposition A.2.5 appliquée & Jy, par les fonctions caractéristiques
des ensembles de la forme 6 + A,, ou 0 est une Jy-orbite dans X et A,, =
Homp (L{, Lw™) est un voisinage (aussi petit que l'on veut) de 0 dans X.
Le premier pas est donc de trouver une description explicite des Jp-orbites 0
comme dans les paragraphes précédents. On le fera dans A.2.9.

Aprés, dans A.2.10, on calculera un systéme de générateurs de Sz(X)’ en
tant que G’-module. L’espace Sg(X)’t est beaucoup plus grand que Sp( X)X
a cause de la redondance de vecteurs fixés par des sous-groupes compacts
contenus dans K et qui contiennent strictement J;, et on verra qu’il n’est pas
G'-cyclique (en général).

A.2.9. Soient T et T" deux éléments de X.

Lemme. T et T' appartiennent a la méme Jp-orbite si, et seulement si :
1. T (Ly) =T (Ly) et T-Y(L)=T"""(L).

2. T et T' induisent des morphismes égauz
T, T : T (Ly) /T (L) — Lo/L.

Démonstration. Supposons T" = jT avec j € Jy. Puisque Jy, laisse invariant
Ly et L, il est clair que

T (L) =T (L) T (L)y=T""(L).
Comme (j —1)Lo C L,on a (j —1)T € Hom (T ' (L), L), i.e.
T +Hom (T" (Lo), L) =T" + Hom (T""" (Lo) , L),
i.e. T et T" induisent des morphismes égaux
T, T : T (L) /T ' (L) — Lo/L.

Réciproquement, supposons que T, 7" € X satisfont & 1. et 2. et montrons
qu’ils sont dans la méme Jp-orbite. Puisque

ker T =T ({0}) =T! (ﬂ (Low”)> = () (77" (Lo) ="),

n>0 n>0
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la condition 1. implique que kerT" = ker 7" et donc les deux morphismes se
factorisent via ker T' dans Hom (V'/ker T, V') . La condition 7" = jT" dans X
équivaut a la condition 7" = 57" dans Hom (V' /ker T, V'), et ainsi, on peut se
ramener au cas ot T et T” sont injectifs. On peut donc supposer que T~ (Lg)
est un réseau. Notons

T : T7'(Lo) /T~ (Lo)w — Lo/Low,

T : T7'(Ly) /T (Ly)w — Lo/ Low.

les réductions respectives. Montrons que T et T sont aussi injectifs : si T (%) =

T (?), on reléve T et 2/ en z et 2/ respectivement et on a que T (z — 2’) €

Loyw et donc (v — ') w=! € T~ (Lg) Aot z—a2' € T~ (Ly) w et donc T = .
Soit {v1, ..., vy, } une base de 77 (L), {T(v1),...,T(vm)} sont donc in-

dépendants sur kp et on peut donc trouver une base de Ly/Low qui prolonge

ces éléments. On reléve et on trouve :

{T(v1),...,T(vm),u1,...,us}

une base de Lg et, en agissant de la méme facon avec T",
{T (v1),..., T (), w1, ..., ws},

une autre base de L.
Supposons T'=T". Ainsi, on peut supposer

{T(v1),...., T ()} ={T"(v1), ..., T (vm) },

on peut alors prendre u; = w; pour i = 1,...,s et, si 'on définit j : Ly — Lo
par

3 (T (vi)) = T'(vi) J(ui) = g,

la condition (2) implique que T'(v;) = T"(v;) mod L ,i.e. j est I'identité sur
Lo/ L, c’est-a-dire, j € Jp. Mais, jT = T' par construction; cela achéve la
preuve dans ce cas.

Ceci nous permet de travailler dans des espaces vectoriels ot on a toute
I’algébre linéaire a notre disposition. Il suffit juste de montrer maintenant,
d’aprés ce qui précede, qu’il existe 5 € Jp, tel que

JT=T.

La condition (2) veut dire que T et 7" coincident sur T~ (Lo) /T~ (L)
modulo L donc, si L C Lyw, on a bien que T'=T".
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Sinon, M = L/ (L N Lyw) s’identifie & un sous-espace non nul de Ly/ L.
Prenons une base z1,...,Z, de cet espace et relevons-la en z1,..., 2. en des
éléments de L. Soit aussi 271, ..., 2 s une base d’'un complémentaire M° de
M dans Ly/Low et relevons-la en des éléments 2/, ..., 2. de L.

Notons M le sous-module de L engendré par zi, ..., z. et P(M) le sous-
groupe de K qui agit trivialement sur Lq/M. Puisque M C L on a bien que
P(M) est un sous-groupe de Jr.

On note aussi P (M) limage du morphisme P(M) — GL (Ly/Low).
P (H) agit trivialement sur M et, par algébre linéaire de base, deux éléments
v,v" € Lo/ Low sont dans la méme P (M)—orbite ¢'ils coincident sur M". (En
fait P (M) cest le sous-groupe de GL (Lo/Loyw) qui agit trivialement sur
(Lo/Low) / (L) (LN Low)) ~ Lo/ (L + Low).) . B

Or, & nouveau, par la condition (2) T et T” coincident sur M et donc T
et 77 sont dans la méme P (H)—orbite, i.e. il existe p € P(M) C Jp, tel que
pT =T’ ce qui achéve finalement la preuve du lemme. O

A.2.10. On va appliquer ce lemme pour trouver des générateurs de I'espace
Sr(X)'r.

Proposition. Pour tout L C Ly, Sg (X)JL est engendré par les fonctions
caractéristiques des ensembles de la forme T+ Hom(L', L) avec L' C L{j un
réseau et T' € Hom(L', Ly).

Démonstration. D’aprés la proposition A.2.5, comme dans la preuve du théo-
réme A.2.3, il suffit de montrer que toute fonction de la forme 14, 5, avec 6 une
Jr-orbite dans X et A, de la forme A,, = Homp (Ly), Lww") = Home (Lyew ™™, L),
peut étre écrit sous la forme

Z ¢ (9) L7 Hom(L, L)

gleq! 1<i<r

ou L = Lyg'™" est un sous-réseau pour 1 < i < r et ¢(g)) € R. Puisque,

pour tout m > n, une fonction de la forme 1y, est une somme finie de

fonctions de la forme 14, ,,,, on peut supposer n aussi grand que 'on veut.
Fixons T € #. Montrons qu’on peut choisir V/ C V' tel que

VieTH(0)=V"et Ly = (LynT~'(0)) & (Lo N V).

En effet, considérons I'injection canonique (Lj NT~!(0)) — L;. Elle passe
au quotient donnant une injection

(L6 NT ! (O)) / (L6 NT ! (0)) w — Ly/Lyw.
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Soit {l1,...,l;} une base de (Ljy N T~' (0)) et notons {I1,...,%;} saréduction
dans (Lj N T7'(0)) / (Ly N T~ (0)) @. On prolonge I'ensemble {l;,...,1;} en
{E, AN ,Z} une base de L{,/ Lyww. On la reléve (cf. proposition A.1.4)
en une base {l,...,l;,],...,l}} de Ly. On peut prendre V{ le sous-espace de
V' engendré par {l},...,[}}.

Ainsi T est injectif dans V{ et 7' (L) N VY est un réseau de V.

On va choisir n suffisamment grand pour que

T ' (Lo)NV{ C Ly ™. (a)

On rappelle que l'on veut décrire la fonction 1y 4, .

Lemme. Avec ces conditions, si T € 0 + A,
T (Lo) NV =T (Lo) N V. (b)
En particulier, tout T" € 0 + A,, sera injectif dans V.

Démonstration. Six’ € T (Lo) N'V/ alors 2’ € Liww ™" et donc pour tout
ke Jp et tout A € A,,,

(KT 4+ \) (2') € Lo+ Lw C Ly.
Inversement, soit ' € V{ tel que

(KT + \) (') =1y € Ly.

Soit p=max{i € Z:2' € Lyw'} et lj € L, tel que ' = [{ww?. ainsi
(KT + \) (lyww®) = 1o

et donc il existe [y € Ly tel que

KT (i) = Iy + L™t
Supposons p + n < 0. Alors

¢ =lyw? € (T (Lo) N V) @™ C Ly,

par (a), ce qui est absurde.
On a alors p+n > 0 et kT (2') € Ly, donc T'(z') € Ly. O

On va décrire maintenant, & 'aide du lemme A.2.9, 'ensemble 6 4+ A,,.
Posons
A= (T (0)NLyw ™) & (T (Lo)NVY) .
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Lemme. Avec ces notations
0+ A, ={T"€T+Homp (A, L), T satisfait a (b)} . (c)
Démonstration. L’ensemble A est construit pour que
A, C Homp (A, L),
et, d’apres le lemme A.2.9, pour que
0 C T+ Homp (A, L),

et donc
0+ A, CT+Homp (A,L).

De plus, d’aprés le lemme précédent, tous les 77 € 6 + A,, vérifient I’équation
(b), d’on I'inclusion

0+ A, C{T' € T+ Homp (A, L),T" satisfait a (b)}.

Réciproquement, soit 77 € T + Homep (A, L) qui satisfait & (b). Puisque
Home (T71(0) N Lyew ™, L) C A,, il suffit de montrer que, si 7" € T +
Home (T~ (Ly) N'V{, L) satisfait a (b), alors T" € 6, i.e. T' satisfait aux
conditions 1. et 2. du lemme A.2.9.

La condition 1. est vérifiee grace par 1’équation (b). Puisque 77 € T +
Homep (T~ (Lo) N V{, L) on a que T et T" induisent des morphismes égaux

T, T : T (Ly) /T (L) — Lo/L.
O

Continuons avec la preuve de la proposition A.2.10. On veut montrer que
la fonction caractéristique d’un ensemble de la forme (¢) peut s’écrire comme
une combinaison linéaire des translatés par G’ des fonctions caractéristiques
des ensembles de la forme 7'+ Hom(L', L) avec L' C L{ un réseau et T' €
Hom(L', Ly). On a deux cas :

Premier cas L C Lyw.

Lemme. Sous cette hypothése

0+ A, =T+ Homp (A, L).
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Démonstration. Soit T" € T+ Homep (T~ (Lo) N'V{, L). Il suffit de voir que,
quand L C Lgw, T' et T sont alors dans la méme J; orbite. Mais quand
L C Lyw, les réductions

T
T

T ' (Lo) /JT7" (Ly) @ — Lo/ Low,
T ' (Lo) /T7" (Ly) @ — Lo/ Low,

coincident ce qui montre, comme dans la preuve du lemme A.2.9, que T” et
T sont dans la méme J;, orbite. O

Ceci achéve la preuve de la proposition dans ce cas.
Deuxiéme cas L ¢ Lyw.
On utilise alors & nouveau le théoréme A.1.3 pour trouver une décompo-
sition
Vi=V,oVy
telle que

T (L) NV =T (L) NVy T (Lo)N V3
T')nVi=T""(L)nVyeT  (L)nV;
T (L) NV =T~ (L) NV
T (Lo)NVy C (TH(L)NVy) w.
Avec cette décomposition 6 + A, devient 'ensemble des 77 € X satisfaisant
aux trois conditions suivantes :
1. T/‘Tfl(o) € Homp (T_l(O) NA, L) ,
2. T'ly; € T+ Homp (V3N A, L), d’apres le lemme précédent
3. T Y Lo)NVy=T""(L)NnV{=AnVj.
Notons T{ = T'|p-1) € Homp (I'(0),V), T3 = T'|y; € Homp (V5,V),
T3 =T'|y; € Homp (V5,V).
La fonction 77 = 1] & T & T;. Puisque 1] et T sont des ensembles
comme ceux de ’énoncé de la proposition, il ne nous reste a prouver que 1’on
peut aussi exprimer la fonction caractéristique de 'ensemble T3 comme une

combinaison linéaire des translatés par G’ des fonctions caractéristiques des
ensembles de cette forme. En effet, si

T;e T+ »  Hom(L', L),

L'crL),
on aurait que,

T' € T+ Homo (T7'(0) N A, L) + Homo (VN A, L)+ Hom(L',L).

L'cLy
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et donc
T'eT+ > Hom(L L)
L'cLy
Ainsi, on peut se ramener au cas ou V' = Vj, c’est-a-dire, on veut montrer
que la fonction caractéristique de I’ensemble

C = {T € Homo (A, L) : T : A/JAw — Lo/ Low soit injective}

est une combinaison linéaire des fonction du type de I’énoncé de la proposi-
tion.

Soit B C V' un réseau tel que wA C B C A. Alors B/wA est un
sous-espace de A/Aw. Pour tout 7' € Home (A, L), il est clair que T' €
Home (B, Low) si, et seulement si B/Aw C kerT.

Par la méme procédure que dans la démonstration des théorémes A.2.3 et
A.2.4, on trouve que la fonction caractéristique de C' peut étre écrite comme
la somme des fonctions caractéristiques des ensembles

Home (A, L) N Homp (B, Lyw) , (d)

avec des B tels que Aw C B C A.

Il nous reste donc a montrer que les fonctions caractéristiques de tels
ensembles (d) peuvent étre écrites sous la forme de I’énoncé de la proposition.
Remarquons que

Home (B, Lyw) = Home (Bwil, LO) )
Puisque L C Ly on a aussi
Home (Bw‘l, L) C Homp (Bw_l, LO)
et puisque A C Bw™!, on a aussi
Homp (Bw ™', L) C Homp (A, L).
Ainsi,
Home (Bw_l, L) C Homp (A, L) NHomp (B, Lyw) C Homp (Bw‘l, Lo) .

La premiére inclusion implique qu’un réseau de la forme (d) est une union
disjointe des ensembles de la forme T + Home (Bw ™!, L) et la deuxiéme
inclusion nous dit que de plus 7' € Home (Bw ™!, L) et donc ces ensembles
sont de la forme spécifiée dans I’énoncé de la proposition ce qui achéve sa
preuve. ]



A.2. LA REPRESENTATION METAPLECTIQUE o 165

A.2.11. Posons pour simplifier les notations S = Sk (X). Pour trouver
I’énoncé d’un théoréme similaire aux théorémes A.2.3 et A.2.4 pour les J;, il
faut tenir compte de deux faits :

1. Si Ly C Ly alors Jp, C Jp, et done S7t € S7ts,

2. Quand Jp, est trés petit, le module S7t2 devient trés compliqué parce
qu’il y a trop de redondance : en effet, le G-module engendré par les
Jr,-invariants contient des Jr,-invariants que 'on connait déja.

L’espace S7t est un G’ xHpg (G, Jr)-module. Notons °S”z le sous-Hg (G, Ji)-
module de S”% engendré par les sous-espaces S751 avec L C Ly C Lg. L’espace
0571 est aussi un G’ x Hpg (G, J)-module et on pose

F(X;L)= 857/,

Remarquons, d'un autre coté, que, si L’ est un réseau quelconque dans
V'et T € Home (L', Lo), T+ Home (L, L) est invariant par Jr. En effet, si
j€Jp,ona

J(T+Homep (L', L)) =T+ (j —1)T 4+ Home (L', L) = T + Home (L', L),
car (j—1)T € Home (L', L) .
Théoréme. Soit Ty € X tel que Ty (L) C Lo et

Ty (Ly) + L = Lo, (a)

et soit B est un réseau quelconque de V'. L’espace F (X; L) est un G'-module
cyclique de générateur la fonction caractéristique de Ty + Home (B', L).

Remarque. Quand L = Ly et Ty = 0, on retrouve le théoréme A.2.4.

Démonstration. Soit A C V' un réseau quelconque et T' € Homep (A, Ly).
Pour prouver le théoréme il suffit, d’aprés la proposition A.2.10, de montrer
deux choses :

1. SiT (A)+L = Ly, alors il existe ¢’ € G’ tel que (T + Homp(B', L)) ¢’ =
T+ HOHI()(A, L)
2. Si T(A)+ L # Ly, alors il existe g € G tel que g (T + Homp(A4, L))

soit invariant par Jr, avec L C Ly C Ly.

Prouvons d’abord 2. Soit g € G tel que g (L +T(A)) = Lo (cf. A.1.5).
Puisque on peut voir (L + T (A)) /L comme un sous-module et un quotient
de Ly/L, on peut s’arranger pour que g (L) D L.
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Or, g (T + Homp(A, L)) = g7 + Homp(A, g (L)) et puisque

# (g (L) /L) = #(Lo/ (L+T(A))) > 1,

on voit que g (L) 2 L et g7 + Homp(A, g (L)) est invariant par Jy) ce qui
achéve la démonstration de 2.

Pour montrer 1 prenons une O-base 1, ..., 4., de Ly tel que a;41 < a;,
{@“yi}ti_y._ sOit une base de L avec a; > 0 pour i < g et a; = 0 si i > g

Si T (A) + L = Ly, alors pour chaque i < ig on peut trouver x; € A tel
que T (z;) = y; + [; avec [; € L.

Puisque les réductions des y; pour ¢ < m forment une base de Lo/ (L + Lyw),
les réduites x; forment une base de A/ ((T'(L) N A) + Aw). On peut donc
prolonger les z; en une base z1,...,%;, Tig+1,---,Tn de A telle que pour
i >y x; € T~ (L). Cest alors clair que, si 'on pose

‘ 0 i>1,

on a que T € Homp(A, Ly) et T + Homp (A, L) = T + Homp (A, L).
De cette égalité on conclut que G’ agit transitivement sur les ensembles

de la forme
T 4+ Homp(A, L) avec T(A) + L = Ly.

En effet si 71 + Homep (A1, L) et T + Homp(As, L) sont deux tels en-
sembles et {z;1} et {x;2} sont les bases de A; et Ay construites ci-dessus,
I'élément ¢' € G’ qui envoie z;; vers x;5, envoie T3 + Homp (A, L) vers
Ty + Homp(As, L). Ceci achéve la démonstration du théoréme A.2.11.

[

A.2.12. Sil’on veut récrire le théoréme en termes du théoréme A.2.4, posons
L' =Ty (L)N L. (a)

[’équation A.2.11(a) équivaut simplement au fait que Tj induit un isomor-
phisme de O-modules de Lj/L" en Ly/L. En particulier, on a

[Lo, L] = [Lg, L] . (b)
Notons

fr.rr = 114 Homo (1,1 (c)

la fonction caractéristique de Ty + Homep (L', L).
Le théoréme A.2.11, pour B’ = L', devient alors :
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Théoréme. Soient Ty € Home (L, Lo) et L C Lo tel que
To(L') C L
et Ty induise un isomorphisme de O-modules
L)L ~ Lo/L.
(ce qui équivaut o To(L) + L = Lo.) Alors le morphisme naturel

errr: Hr(G) — F(X;L)
) — 0 (9) frr

ot fL,L/ = 17y 4Home (1/,L), €SI surjectif.
Démonstration. En effet, la condition
Ly/L ~ Lo/ L.
équivaut a To(L() + L = L. 0

A.2.13. Fixons maintenant L, Ty et L’ satisfaisant aux conditions du théo-
réme précédent et notons J;, le sous-groupe de K|, donné par

T, =Jp ={9 € Ky: (¢ —1)Li C L'} C K,

fr,1r est Jp-invariant; notons aussi F (X;L') le Hg (G, J;,) x G-module
défini de fagon naturelle. Les calculs dans la preuve du théoréme A.2.11
étant symétriques en G et G, il est évident que le théoréme A.2.12 pour L’
s’écrit :

Théoréme. Soit Ty € Home (L, Lo) tel que, si l'on pose
L=Ty(L),
Ty nduise un isomorphisme de O-modules
Ly/L ~ Lo/ L.
Alors le morphisme naturel

erry: Hr(G) — F(X;L)
¢ — 0 (9) frr

ol fr,r = 17,4 Home (1/,1), €St surjectif.
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A.3 Démonstration du théoréme de Howe

A.3.1. Supposons [ banal. Soit (7, W) une R-représentation irréductible de
G.

Théoréme. Si (', W’) est une représentation irréductible de G' tel que W ®
W' soit un quotient de o. Alors (', W') est unique & isomorphisme pres et,

on a de plus
dim (Homgxe (o, W @ W')) = 1.

Si 'on suppose dimV < dim V', Pexistence d’une telle représentation
(7', W') est donnée par les arguments de la section 5.7.

A.3.2. Pour 'unicité on a encore besoin d’'un dernier lemme.

Lemme. Soient (wy, W), (w2, Wa) deuz R-représentations admissibles non
nulles de G et G' telles qu’il existe p : Sr(X) — Wi @ Wy surjectif. Soit
L C Ly un réseau tel que W= # {0} et [Lo: L] soit minimal. Soit T €
Home (L, Lo) satisfaisant o A.2.12(a) et posons L' définie par A.2.12(a).

Alors W2JL' £ {0} et il existe e € W;" ® W2JL' tel que

Wie @ W = Hp (G, Jp) e = Hr (G, T, e.

Démonstration. Puisque [ est banal (c’est ici et juste ici ou on utilise 1’hy-
pothése de banalité) J, et J;, sont de pro-ordre inversible dans R. Ainsi p
induit un morphisme surjectif de Hg (G, J) x G'-modules

S S W@ Wy = (W) @ W)™

D’aprés la maximalité de L, six € S7f2 avec L € Ly C Loon aque p (z) =
0 et donc p passe au quotient, donnant un morphisme surjectif Hg (G, Jp) X
G'-modules :

Pk (X;L) — (W @ Wy

Ainsi (W, @ W3)”* contient B(f.), un vecteur J, X J} -invariant, d’on

J,
Wi £ (o)
Le morphisme de G x Hg (G', J},)-modules

P ST — (W @ Wa)'e
est donc non nul et surjectif.
/ J,
Montrons que °S71' appartient au noyau de p’. En effet, §'il existe z € S
avec L' C L C Lj avec p'(z) # 0 et [Ly, L] minimal, alors on aurait un mor-

phisme de G xHpg (G’, J’L,2>—modules non nul py : F (X; L) — (W1 ® WQ)J/L’Q
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et donc fL/2 e (W ® WQ)JL'z un vecteur .Jp, invariant ou Le C Ly est un ré-
seau, qui vérifie, par A.2.11(b),

[L0> L2] = [Lg; L/2] < [Li)vL/] = [L0> L]

ce qui est absurde par hypothése.
Ainsi p’ passe au quotient et donne un morphisme surjectif non nul de

G x Hg (G, J;,)-modules :

PiF (X L) — (W@ Ws)'e .
En prenant les J},-vecteurs fixes (resp. les Jp-vecteurs fixes) D (resp.
p') induit un morphisme surjectif de Hy (G’, J},)-modules (resp. Hr (G, Jp.)-
modules) :

p:F (X; L)Jif - (W ® WQ)JLJ/L’
(tesp D : F (X;L’)JL — (W ® Wg)J,L’JL ).

On rappelle (¢f. 2.1.13) que, si K et de pro-ordre inversible dans R alors
le foncteur V' +— V& envoie tout G-module cyclique en un Hp (G, K )-module
cyclique.

Ainsi £ (X; L)’ est un Hp (G, Ji )-module cyclique et f (X; L)’ est
un Hp (G, J)-module cyclique, les deux engendrés par la fonction f, 1.

Puisque p (resp. p’ est surjectif, on conclut que (W; ® WQ)JLJ/L/ est un
Hr (G, J},)-module cyclique et un Hg (G, J)-module cyclique engendré par

p(fri) 0

A.3.3. Le reste de la démonstration du théoréme A.3.1 est juste une adap-
tation du paragraphe 5.1.9 de [MVW]|. En effet, fixons L C Ly un réseau
tel que W7t # {0} et [Lo : L] soit minimal, et supposons qu’il existe deux
représentations irréductibles W7 et W, de G’ telles que

Hom (o, W @ W) # 0,

pour 2 =1,2.
Posons W = W{ & W3, et notons p la projection

p:Sr(X)—WeW,.
En particulier on a des projections

p1:SR(X) = WeW], pp:Sp(X)—>WaW,
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et W{JL' # {0} # WQ/JL' d’aprés le lemme précedent. On a
W@ W, =W oW, & W oW,

Soit P la projection sur le premier facteur. Alors P commute a l'action de

Sk (G") .

Lemme. Soit E un R-espace vectoriel, A et B deux sous-algebres de Endg(E),
et e € E. Supposons que A et B commutent et que E = Ae = Be. Alors A
est le commutant de B dans Endg(E), et vice-versa.

Démonstration. Soit g dans le commutant de B dans Endg(E). Soit a € A
tel que ae = ge. Alors gbe = bge = bae = abe pour tout b € B et donc
a=g. [

D’aprés ce lemme et le lemme A.3.2, avec A = Hg (G, J.), B = Hg (G', J}))
E=WIg W(;JL’ et e = p(fL), on trouve qu'il existe ¢ € Hg (G, Jy) tel
que P = m (¢). Alors P (WJL ® W(;JL') = (m (o) W) @ W(;JL' ne peut

J, .. . . , .
pas étre égal & W't @ Wll L. Contradiction, qui achéve la démonstration du
théoréme.

A.3.4. Finissons cet appendice par quelques remarques importantes :

Remarque. Supposons toujours n = dimV < dimV’ = m et soit m une
représentation irréductible de G. Soit Jy, le plus grand sous-groupe compact
de G, tel que 7 ait des vecteurs .Jy-invariants et supposons que Jy, ait un pro-
ordre inversible dans R. Supposons aussi que J;, ait un pro-ordre inversible
dans R. Alors, il existe une unique représentation irréductible 7’ de G,, telle
que

Hom (o, 7 @ 7") # 0

et, dans ce cas,
dim (Hom (o, 7 @ 7)) = 1.

En effet, dans la preuve précédente, on n’a utilisé 'hypothése de banalité que
pour s’assurer que Jy, et J;, soient de pro-ordre inversible dans R.

Remarque. Si Hom (0,7 ®@ 7’) # 0, et Jp, est le plus grand sous-groupe
compact de GG, tel que 7 ait des vecteurs Jy-invariants. Alors, si L’ est défini
par A.2.12(a), J}, est le plus grand sous-groupe compact de G, tel que 7’ ait
des vecteurs .J},-invariants. Ca nous donne des informations sur le transfert
du niveau par la correspondance théta.
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