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Introduction

Le travail réalisé dans cette thèse s'inscrit dans le cadre de la théorie des
représentations des groupes p-adiques. Nous proposons une nouvelle méthode
pour démontrer la bijectivité de la correspondance de Howe pour les paires
duales de type II. Cette preuve s'étend à des représentations l-modulaires
lorsque l est un entier dit banal. Elle nous permet d'expliciter la bijection
en termes des paramètres de Langlands, pour les représentations complexes
comme dans le cas banal.

Le cadre de la thèse est le suivant. Dans toute cette thèse la lettre F
désigne un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0,
D une algèbre à division de centre F de dimension �nie d2 sur F , O son an-
neau des entiers, P son idéal maximal, kD = O/P son corps résiduel et q le
cardinal de kD. La lettre R désignera un corps algébriquement clos de carac-
téristique l di�érente de p : nous allons considérer des R-représentations, i.e.
des représentations sur des R-espaces vectoriels. Fixons aussi ψ, un caractère
non trivial de F à valeurs dans R×.

Lorsque R = C, les notions de base de la correspondance de Howe sont
développées dans [MVW]. SiW est un espace symplectique sur F , on dispose
du groupe métaplectique S̃p(W ), extension du groupe symplectique Sp(W )
par C× et d'une représentation canoniquement attachée à ψ, dite de Weil ou
métaplectique, de dimension in�nie de S̃p(W ). Soit (U1, U2) une paire duale
réductive dans Sp(W ) : ou bien (U1, U2) est une paire de groupes classiques
-symplectique, orthogonal, unitaire- (paires duales de type I) ou bien une
paire de groupes linéaires (paires duales de type II). Notons Ũi, i = 1, 2

l'image réciproque de Ui dans S̃p(W ). La représentation de Weil de S̃p(W )

donne alors une représentation de Ũ1 × Ũ2, dont les quotients irréductibles
sont de la forme π1⊗ π2 où πi est une représentation lisse irréductible de Ũi,
i = 1, 2 ; on conjecture -et on sait, par [MVW] et [Wal], si la paire duale est
de type I et p est impair- que la correspondance π1 ↔ π2 est une bijection
entre un certain ensemble ξ1 de représentations lisses irréductibles de Ũ1 et un
ensemble ξ2 de représentations lisses irréductibles de Ũ2. Il est du plus haut
intérêt de connaître mieux -si possible explicitement- ξ1 et ξ2 et la bijection
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10 INTRODUCTION

de ξ1 vers ξ2.
Quand la paire duale est de type I, plusieurs résultats dans cette direction

ont déjà été obtenus. D'un côté, G. Muic (cf.[Mu1], [Mu2]), lorsque la paire
duale de sous-groupes est (O(V ), Sp(2n)), suite à des travaux de C. Moeglin
et M. Tadic sur la classi�cation des séries discrètes, a réussi à paramétrer
cette bijection en se restreignant au sous-ensemble de ξ1 des représentations
tempérées. D'un autre côté, avec des techniques très di�érentes, S.-H. Pan
(cf.[Pan]), a des résultats partiels pour la paire duale (U(n), U(m)) si les
entiers n et m sont assez petits.

Lorsque la paire duale est de type II, la situation est beaucoup moins
complexe. D'abord, on a une réalisation très simple de la restriction de la
représentation métaplectique à la paire duale. Pour n et m des entiers stric-
tement positifs, notonsMm,n (resp.Mn) l'ensemble de matrices n×m (resp.
n × n) à coe�cients dans D. Le groupe GLn(D) des matrices inversibles
dans Mn sera noté Gn et Sn,m = S (Mm,n) sera l'ensemble des fonctions
Φ : Mm,n → C localement constantes à support compact.

Posons σn,m : Gn ×Gm → GL (Sn,m) la représentation naturelle de Gn ×
Gm dé�nie par

σn,m (g, g′) Φ (x) = Φ
(
g−1xg′

)
,

pour g ∈ Gn, g
′ ∈ Gm, x ∈Mm,n, Φ ∈ Sn,m.

A un caractère près, c'est la représentation métaplectique restreinte à la
paire duale Gn×Gm. Toute paire duale de type II est de la forme précédente.

Supposons n ≤ m et soit π une représentation irréductible de Gn. La
conjecture de Howe, dans ce cas, prédit qu'il existe une unique représentation
irréductible de Gm notée θn,m(π), telle que π ⊗ θn,m(π) soit un quotient de
σn,m, et qu'alors

dim (HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ θn,m(π))) = 1.

Bien qu'admise, aucune preuve de cette conjecture n'a jamais été publiée.
Outre l'intérêt de calculer explicitement la correspondance, l'idée initiale
était de comprendre comment se généralise cette théorie à des R-représenta-
tions. Pour les paires duales de type II, c'est très simple d'étendre les dé-
�nitions précédentes à des R-représentations, il su�t juste de considérer
Sn,m = SR (Mm,n) comme l'ensemble des fonctions de Mm,n à valeurs dans
R localement constantes à support compact.

Cette thèse est composée de trois parties d'intérêts indépendants, à savoir

1. La théorie des R-représentations de GLn(D) (chapitres 2 et 3).

2. Fonctions zêta l-modulaires (chapitres 1 et 5).

3. La correspondance de Howe (chapitre 4 et annexe).
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Remarquons que bien qu'elle soit consacrée à plusieurs sujets, a priori re-
lativement indépendants, cette thèse présente néanmoins une unité. En e�et,
comme on le verra, la théorie des fonctions zêta l-modulaires, nous fournit
des entrelacements explicites entre π et θn,m(π) et leur équation fonction-
nelle peut être, à son tour, démontrée par la correspondance de Howe quand
n = m. Ensuite, la théorie des R-représentations de GLn(D), nous fournit,
d'abord, les arguments pour une nouvelle preuve de l'unicité de la correspon-
dance, puis les paramétrisations nécessaires pour pouvoir l'expliciter.

Avant de passer à une description plus détaillée de chacune de ces trois
parties, indiquons d'abord, en bref, les résultats les plus importants obtenus
dans cette thèse :

a. Nous étendons tous les résultats de [Ze1] sur la paramétrisation, en termes
de segments, de représentations irréductibles au cadre des R-représen-
tations de GLn(F ) quand la caractéristique de R est banale (voir ci-
dessous pour les dé�nitions) et aussi aux représentations complexes de
GLn(D).

b. Nous donnons des conditions su�santes pour que l'induite parabolique
de deux représentations irréductibles, notées ρ et π, n'ait qu'un seul
sous-module irréductible. Quand la représentation ρ est cuspidale, on
calcule, en termes de la classi�cation précédente, les paramètres de ce
sous-module en fonction de ceux de π, ce qui nous donne, en particulier,
des conditions nécessaires et su�santes pour qu'une telle induite soit
irréductible.

c. On étend la théorie des fonctions zêta de Godement-Jacquet à des R-
représentations quand R est de caractéristique banale et dans beaucoup
d'autres cas (voir ci-dessous).

d. La correspondance de Howe n'est pas bijective quand R est de caracté-
ristique non banale. Quand R est de caractéristique banale, on montre,
de deux façons di�érentes, la conjecture de Howe pour les paires duales
de type II. L'une des preuves, qui utilise des méthodes proches de celles
de [Ku1] [Mu1], [Mu2], nous fournit, en outre, les paramètres de θn,m(π)
en termes de ceux de π. L'autre démonstration, indépendante et écrite
dans une annexe à la thèse, est basée sur des idées non publiées de R.
Howe et contient plus de renseignements sur la correspondance quand
R est de caractéristique non banale.

Passons à une présentation plus détaillée de la thèse :
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R-Représentations de GLn

La théorie des R-représentations des groupes réductifs p-adiques est dé-
veloppée dans [Vi1] quand la caractéristique de R est un nombre premier
l 6= p. Lorsque le groupe en question est GL(n, F ), l'article [Vi2] établit une
paramétrisation des R-représentations irréductibles en termes des représen-
tations supercuspidales. Dans cette thèse nous nous contentons de travailler
en caractéristique banale, c'est-à-dire, nous supposons que le pro-ordre du
sous-groupe compact maximal de Gn est inversible dans R, ceci nous per-
mettant d'établir une classi�cation avec plus de bonnes propriétés que celle
de [Vi2].

Introduisons quelques autres notations : on note R l'algèbre graduée R =⊕
n≥0Rn oùRn est le groupe de Grothendieck de la catégorie des R-représen-

tations de longueur �nie de Gn (par convention G0 = {1}). La multiplication
sur R est dé�nie par

m(ρ1 ⊗ ρ2) = s. s. (ρ1 × ρ2) ,

où on note ρ1× ρ2 l'induite normalisée de ρ1⊗ ρ2 et s. s. (ρ1 × ρ2) est l'image
de ρ1 × ρ2 dans R.

On notera aussi Irr(Gn) l'ensemble des classes d'équivalence de représen-
tations irréductibles deGn. Avant de passer à nos résultats les plus importants
sur la classi�cation des R-représentations de GLn(D), signalons une première
petite contribution, qui est à la base de toute la construction qui suit. Étant
données deux représentations irréductibles π1, π2 en caractéristique banale
on montre que s. s. (π1 × π2) ' s. s. (π2 × π1). Sa démonstration (cf. 2.1.8)
est basée sur des idées de Bernstein (cf. [BDK] pour la preuve quand R = C)
et des récents résultats de J.F. Dat [Dat]. L'un des charmes de cette preuve
est l'utilisation d'un principe de densité : on montre que le théorème est vrai
pour un ensemble dense et que la propriété à prouver est régulière, d'où le
théorème pour toute l'algèbre R.

Plaçons-nous maintenant sous l'hypothèse (H) suivante :

1. Ou bien D = F et R est de caractéristique banale ;

2. ou bien R est de caractéristique 0.

Il nous a semblé intéressant de pro�ter de l'occasion de cette thèse, a�n
d'illustrer la nature purement combinatoire des idées mises en jeu, de dé-
montrer, par une méthode inspirée de [Ze1] et [Tad], la paramétrisation en
termes de segments comme dans [Ze1], des R-représentations irréductibles de
GLn(D) lorsque R, D et n satisfont à l'hypothèse (H). Cette hypothèse n'est
pas forcément nécessaire : probablement, une telle paramétrisation existe
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juste en supposant R de caractéristique banale mais il nous faudrait d'avan-
tage d'arguments.

Nous allons ci-dessous introduire et décrire plus en détail la nature de ces
résultats.

Sous l'hypothèse (H), on peut montrer qu'il existe une fonction qui, à
chaque représentation cuspidale ρ ∈ Irr(Gp) associe un caractère de Gp, noté
νρ, tel que, si ρ1 et ρ2 sont deux représentations cuspidales de GLi(D) et
GLj(D), alors ρ1 × ρ2 est réductible si, et seulement si

ρ1 = νρ1ρ2 ou ρ1 = ν−1
ρ1
ρ2.

Le caractère νρ est de la forme νsρ où sρ est un entier positif et ν : Gp → R
est déini� par ν(g) = |NrdMn(g)|F , où | |F est la valeur absolue normalisée
sur F et Nrd : Mn → F la norme réduite.

Soient ρ une représentation cuspidale et r ∈ N∗. On pose

∆ =
{
ρ, νρρ, . . . , ν

r−1
ρ ρ

}
.

On appelle ∆ un segment. On dit que les segments ∆ =
{
ρ, νρρ, . . . , ν

r−1
ρ ρ

}
,

∆′ =
{
ρ′, νρ′ρ

′, . . . , νn
′−1

ρ′ ρ′
}

sont liés si ∆ ∪ ∆′ est encore un segment et

∆ * ∆′ et ∆′ * ∆. On dit que ∆ précède ∆′ s'ils sont liés et il existe τ ∈ ∆
telle que ρ′ = τνρ.

A chaque segment ∆ =
{
ρ, νρρ, . . . , ν

n−1
ρ ρ

}
, ρ étant une représentation

cuspidale de Gp, on peut associer (cf. proposition 2.3.3) des représentations
irréductibles 〈∆〉 et 〈∆〉t telles que

1. 〈∆〉 (resp. 〈∆〉t) est l'unique sous-module (resp. quotient) irréductible
de ρ× νρρ× · · · × νn−1

ρ ρ.

2. r(p,...,p),np (〈∆〉) = ρ⊗νρρ⊗· · ·⊗νn−1
ρ ρ (resp. r(p,...,p),np

(
〈∆〉t

)
= νn−1

ρ ρ⊗
· · · ⊗ νρρ⊗ ρ).

Le théorème suivant est le résultat principal qui nous permet de classi�er
les représentations irréductibles dans notre cadre.

Théorème 1. (voir théorème 2.3.6).

1. Soient ∆1, . . . ,∆r des segments. Supposons que, si i < j, ∆i ne précède
pas ∆j. Alors la représentation 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 (resp. 〈∆1〉t × · · · ×
〈∆r〉t) admet une unique sous-représentation (resp. quotient) irréduc-
tible. On la note 〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp.〈∆1, . . . ,∆r〉t). La multiplicité de
〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp. 〈∆1, . . . ,∆r〉t) dans 〈∆1〉×〈∆2〉× · · ·×〈∆r〉 (resp.
〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t) est égale à 1.
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2. Les représentations 〈∆1, . . . ,∆r〉 et 〈∆′
1, . . . ,∆

′
r′〉 (resp. 〈∆1, . . . ,∆r〉t

et 〈∆′
1, . . . ,∆

′
r′〉

t) sont équivalentes si, et seulement si, les suites (∆1,. . .,
∆r) et (∆′

1, . . . ,∆
′
r′) sont égales à l'ordre près.

3. Toute représentation irréductible de Gn est de la forme 〈∆1, . . . ,∆r〉
(resp.〈∆1, . . . ,∆r〉t).

Ce théorème nous permet d'étendre tous les résultats de [Ze1] aux repré-
sentations véri�ant l'hypothèse (H).

En particulier, la �èche 〈∆〉 7→ 〈∆〉t s'étend, de façon unique, en un
endomorphisme involutif, appelé l'involution de Zelevinskii, π 7→ τ(π) de
l'algèbre R. Nous prouvons aussi la

Proposition 2. (voir théorème 3.2.12). L'involution de Zelevinskii véri�e
la description géométrique de [Ze2].

Ce résultat était déjà montré lorsque D = F et R = C dans [MW].
Quand D = F et R est de caractéristique banale, la plupart de ces résul-

tats sont des conséquences directes de [Vi1] et [Vi2] et [Vi4].
Lorsque D est de caractéristique 0 et R = C, le théorème 1 est une

conséquence assez directe des résultats de [Tad] comme nous le montrons
dans la section 2.2. La proposition 2 était conjecturée dans [Tad, Conjecture
3.6].

Si D est de caractéristique positive et R = C, ces résultats sont énoncés
dans [Ba2], mais sans démonstration.

Revenons à notre contribution et indiquons maintenant la proposition
suivante qui est la clé de plusieurs résultats intéressants par la suite.

Théorème 3. (voir théorème 3.1.1). Soient ∆1, . . . ,∆k des segments non
liés véri�ant la condition suivante

Si i 6= j, alors ou bien ∆i = ∆j ou bien ∆i ∩∆j = ∅. (a)

Soit ρ = 〈∆1, . . . ,∆k〉t (resp. 〈∆1, . . . ,∆k〉) et π ∈ Irr(Gn). Alors π× ρ a un
unique sous-module irréductible.

Cette proposition répond à la conjecture [MVW, Conjecture 3.III.6] et
ouvre une nouvelle approche à la compréhension de la conjecture (U0) de
[Tad] 1. Ce théorème n'est pas entièrement satisfaisant en ce sens qu'il ne
donne que des conditions su�santes (et non aussi nécessaires) pour que l'in-
duite de deux représentations irréductibles n'ait qu'un seul sous-module ir-
réductible mais il est naturel de se poser la question de savoir si la condition

1Elle a été récemment prouvée par V. Sécherre
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(a) est bien nécessaire. Si l'induite de deux représentations irréductibles n'a
qu'un seul sous-module irréductible, alors la conjecture (U0) de [Tad] est
vraie.

Ensuite, nous reprenons les idées de [MW] et décrivons (cf. théorème
3.2.7) les paramètres, en termes des classi�cations précédentes, de cet unique
sous-module irréductible lorsque ρ est une représentation cuspidale. Ce calcul,
de nature très technique sous de nombreux aspects, est fondamental pour
pouvoir expliciter ensuite la correspondance de Howe. Pour plus de détails,
notamment pour un énoncé précis de ce résultat, le lecteur pourra se reporter
au chapitre 3 où toutes les notations seront rappelées.

Fonctions zêta l-modulaires

Notre second apport concerne la généralisation, au contexte des R-repré-
sentations, des fonctions zêta de Godement-Jacquet.

Soit π ∈ Irr(Gn). Pour tout coe�cient f : Gn → R, toute fonction Φ ∈
SR (Mn) et tout N ∈ Z, l'intégrale∫

G,ν(x)=q−N

Φ (x) f (x) dµ×(x)

est bien dé�nie. En e�et
{
x ∈ Gn : ν(x) = q−N

}
∩ supp (Φ) est une partie

compacte de Gn et Φ et f sont localement constants sur cette partie.
On peut alors dé�nir la somme formelle (la fonction zêta) :

Z (Φ, T, f) =
∑
N∈Z

(∫
G,ν(x)=q−N

Φ (x) f (x) dµ×(x)

)
TN .

L'avantage principal à considérer les fonctions zêta en tant que des séries
formelles vient de ce que les di�cultés à montrer le prolongement analytique
et les problèmes de convergence sont, en partie, mis de côté.

Le théorème principal que l'on montre est le suivant :

Théorème 4. (voir théorème 5.1.5). Supposons R de caractéristique l
banale ou bien de caractéristique l 6= p quelconque mais D = F . Soit π une
représentation irréductible. On a :

1. Z (Φ, T, f) ∈ R (T ) . Il existe P0 (π, T ) ∈ R [T ] tel que pour tout coe�-
cient f : Gn → R, toute fonction Φ ∈ SR (Mn) on ait

Z (Φ, T, f)P0 (π, T ) ∈ R
[
T, T−1

]
.
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2. Notons Z (π) le sous-R-espace vectoriel de R (T ) engendré par les fonc-

tions Z
(
Φ, T q

1−n
2 , f

)
avec f coe�cient de π et Φ ∈ SR (Mn) . Alors :

Z (π) est un idéal fractionnaire de R [T, T−1] contenant les constantes.
Il admet un générateur de la forme L (T, π) = 1/P0 (T ) avec P0 ∈ R [T ]
et P0(0) = 1.

3. Il existe γ (T, π, ψ) ∈ R (T ) tel que

Z
(
Φ̂, q−

1
2
(n+1)T−1, f̌

)
= γ (T, π, ψ)Z

(
Φ, q−

1
2
(n−1)T, f

)
,

où Φ̂ est la transformée de Fourier de Φ par rapport à une mesure auto-
duale, ψ est le caractère non trivial de F �xé auparavant, et on note f̌
le coe�cient de π̃ dé�ni par f̌(g) = f(g−1).

Pour la preuve, on suit, en grandes lignes, les articles [Ja1] et [Ja2] mais
leur démarche n'est pas généralisable quand la caractéristique de R n'est
pas banale et il faut utiliser de nouveaux arguments (ici on va utiliser la
réduction modulo l). Il serait intéressant d'avoir une version du théorème
sans contraintes sur la caractéristique l 6= p.

On prouve aussi le théorème pour R de caractéristique l 6= p quelconque
si la représentation π est cuspidale. Dans ce cas, le fait que les coe�cients
soient à support compact modulo le centre, nous permet, en quelque sorte,
de nous ramener au cas où n = 1. Ainsi, on trouve (cf. théorème 5.2.3) que
le théorème précédent est vrai avec L(T, π) = 1.

Quand on est sous l'hypothèse (H), notre classi�cation ci-dessus nous
fournit le cadre pour pouvoir calculer les fonctions L(T, π) en termes des
paramètres de π. On trouve

Théorème 5. (voir théorème 5.6.1). Soit π = 〈∆1, . . . ,∆r〉t une repré-
sentation irréductible de Gn. Si l'on note pour tout i, 1 ≤ i ≤ r, ∆i ={
ρ

(1)
i , . . . , ρ

(ni)
i

}
alors

L (T, π) =
∏

1≤i≤r

L
(
T, ρ

(ni)
i

)
.

Ce théorème généralise le théorème [Ja2, 3.4.] à des représentations véri-
�ant l'hypothèse (H).

La correspondance de Howe

Soient n ≤ m deux entiers et π ∈ Irr(Gn). Dans cette thèse on propose
deux preuves di�érentes du
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Théorème 6. (voir théorèmes 4.1.2 et A.3.1). Supposons R de caracté-
ristique l banale. Il existe alors une unique représentation π′ ∈ Irr(Gm) telle
que

HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0.

De plus, dim (HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′)) = 1.

Avant d'expliquer la preuve, indiquons, en bref, les quelques résultats que
l'on obtient lorsque R est de caractéristique non banale :

1. Le théorème 6 est vrai si n = m et π est une représentation cuspidale
di�érente de la représentation triviale (voir 4.2.4).

2. Le théorème 6 est vrai si π et π′ ont des vecteurs �xes par des sous-
groupes ouverts compacts K et K ′ respectivement de pro-ordre inver-
sible dans R et n'ont pas de vecteurs �xes par des sous-groupes ouverts
compacts K1 ) K et K ′

1 ) K ′ respectivement (voir A.3.4).

3. On trouve des exemples (voir 4.5), pour lesquels, étant donné π irré-
ductible, on a plusieurs représentations irréductibles di�érentes π′ avec
HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0 et même

dim (HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′)) > 1.

Expliquons maintenant les principes des méthodes employées pour la
preuve du théorème 6 :

La première idée est la suivante : les fonctions zêta nous fournissent un
entrelacement entre π et un sous-quotient irréductible de l'induite ν

−n
2 ×

ν
m−n

2 π̃. Il faudra après montrer que cet entrelacement est unique. C'est ici
que l'hypothèse de banalité sera importante.

La preuve de l'unicité est faite de deux façons indépendantes :

Première preuve

La première méthode est inspirée des travaux [Ku1], [Mu1] et [Mu2] pour
les paires duales de type I, et on arrive ici à décrire toute la correspondance
grâce aux deux idées suivantes fondamentales pour nous :

1. On sait que la correspondance se réalise quand n = m, grâce aux fonc-
tions zêta.

2. Les résultats sur l'unicité du sous-module d'une induite parabolique et
son calcul explicite.

Plaçons nous sous l'hypothèse (H). Alors on dispose d'une paramétri-
sation des représentations irréductibles de Gn et Gm ce qui nous permet
d'expliciter, de plus, la correspondance. On trouve :
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Théorème 7. (voir théorèmes 4.1.2). Supposons

HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0.

Alors,

π′ =
〈
ν−

n
2
−m−n−1

2 , . . . , ν−
n
2
+m−n−1

2 , ν
m−n

2 ∆̃1, . . . , ν
m−n

2 ∆̃N

〉t
si π = 〈∆1, . . . ,∆N〉t.

Ce théorème est nouveau même quand R = C. Donnons maintenant les
grandes lignes de la preuve :

L'étude, comme dans [MVW, 3.III.], d'une suite de composition de la re-
présentation métaplectique n'est pas complètement satisfaisante en ce sens
qu'elle ne nous permet de montrer le théorème 6 que pour un certain nombre
de représentations et non pour toutes. Pour avoir des renseignements plus
précis, nous calculons, en suivant [Ku1], une suite de composition des fonc-
teurs de Jacquet de la représentation métaplectique. Ceci nous permettra de
montrer les théorèmes 6 et 7 par récurrence.

Soient alors π ∈ Irr(Gn) et π′ ∈ Irr(Gm) telles que π⊗π′ soit un quotient
de σn,m. Soit χ une représentation cuspidale de Gp telle qu'il existe ρ ∈
Irr(Gn−p) avec π sous-module de l'induite (normalisée) χ × ρ. Alors, par
l'exactitude du foncteur de Jacquet, χ ⊗ ρ ⊗ π′ est un quotient du foncteur
de Jacquet de σn,m.

L'idée, grosso modo2, est d'utiliser maintenant la suite de composition
calculée précédemment : si χ est distinct de deux caractères bien particuliers,
alors cette suite se réduit à un seul élément et on peut en déduire qu'il existe
ρ′ ∈ Irr(Gm−p) avec π′ sous-module de l'induite (normalisée) ρ′ × ν

m−n
2 χ̃ et

ρ⊗ ρ′ est quotient de σn−p,m−p (avec une bonne normalisation).
Par récurrence, on a les théorèmes 6 et 7 pour ρ et ρ′. De plus, grâce aux

résultats des chapitres précédents, on sait que les induites χ×ρ et ρ′×νm−n
2 χ̃

n'ont qu'un seul sous-module irréductible et on sait calculer les paramètres
de ce sous-module ce qui nous permettra de démontrer ces théorèmes sauf
quand les foncteurs de Jacquet font intervenir ces deux caractères particuliers
uniquement.

Dans ces cas on se sert de deux arguments :

1. Des propriétés particulières de la paramétrisation des représentations
irréductibles.

2. Le fait que l'unicité est montrée dans certains cas, grâce à la première
�ltration.

2Il y a des complications techniques que l'on évite dans cette introduction et qui seront
expliquées dans la preuve du théorème.
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Deuxième preuve

La deuxième preuve est basée sur un papier non publié de R. Howe. L'idée
de la démonstration est la même que celle qui apparaît dans [MVW, �5] et
dans [Wal], adaptée aux paires duales de type II.

Il s'agit, en bref, de trouver un foncteur fK,K′ exact de la catégorie de
Gn × Gm-modules vers la catégorie des H (Gn, K) × H (Gm, K

′)-modules,
où H (Gn, K) et H (Gm, K

′) sont les algèbres de Hecke relatives à deux
sous-groupes compacts K et K ′ respectivement, tel que fK,K′(σn,m) soit un
H (Gn, K)-module cyclique et aussiH (Gm, K

′)-cyclique de même générateur.
Si V ⊗ V ′ est un quotient de σn,m on déduit de l'exactitude de fK,K′ que,

fK,K′(V⊗V ′) est aussiH (Gn, K) etH (Gm, K
′)-cyclique de même générateur,

ce qui nous permet, comme dans [MVW, �5], de conclure que V ′ est unique
si V est �xé.

Pour montrer l'exactitude du foncteur fK,K′ , il faut supposer que le pro-
ordre de K et K ′ est inversible dans R, ce qui est automatique si R est de
caractéristique banale.

Questions ouvertes

Concluons par les perspectives qu'ouvrent les résultats de cette thèse :
a. Il serait très intéressant de savoir si la correspondance de Howe s'étend

à des R-représentations pour les paires duales de type I, même en ca-
ractéristique banale. En caractéristique non banale, il faudrait calculer
plus d'exemples pour savoir ce qui se passe exactement. Il est possible
que la conjecture de Howe soit vraie pour un grand nombre de repré-
sentations.

b. Pour les paires duales de type I, il est possible que certains des résultats
présentés aident à généraliser les articles de G. Muic [Mu1] et [Mu2] à
la recherche d'une correspondance explicite dans ce cas.

c. La suite logique du travail fait dans le troisième chapitre est d'essayer de
calculer les paramètres de tous les sous-quotients de l'induite parabo-
lique d'une représentation cuspidale et d'une irréductible. Ceci pour-
rait nous donner beaucoup d'informations sur les coe�cients m(b, a) de
[Ze1, �7].

d. On aimerait bien aussi simpli�er les hypothèses au long de la thèse : il
est fort probable que la paramétrisation du théorème 1 (on pourrait
peut être utiliser les derniers résultats de V. Sécherre) et la théorie des
fonctions zêta s'étendent en toute caractéristique l 6= p. On voudrait
aussi savoir si l'hypothèse (a) du théorème 3.1.1 est nécessaire.
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Chapitre 1

Premier exemple : Thèse de Tate

1.1 Le problème

1.1.1. Le problème le plus simple que nous pouvons nous poser est celui de
prouver la conjecture de Howe dans le cas où D = F et n = m = 1. Ici F
est un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0, O son
anneau des entiers, P = $O idéal maximal, $ une uniformisante, kF = O/P
son corps résiduel et q le cardinal de kF . Soit R un corps algébriquement clos
de caractéristique (éventuellement nulle) l 6= p. On �xe une racine carrée q1/2

de q dans R×, ceci permet de considérer |x|tF , où | | = | |F = q−vF est la
valeur absolue normalisée sur F , vF est la valuation et t est un demi-entier.

Pour tout anneau commutatif A, notons SA (F ) (resp. SA (F×)) l'en-
semble des fonctions Φ : F → A (resp. Φ : F× → A) localement constantes
à support compact.

On posera S(F ) = SR (F ) (resp. S(F×) = SR (F×)) s'il n'y a pas d'am-
biguïté.

Soit σ : F× × F× → GL (SR (F )) la représentation naturelle dé�nie par

σ (g, g′) Φ (x) = Φ
(
g−1xg′

)
,

pour g, g′ ∈ F×, x ∈ F,Φ ∈ SR (F ) .
Le corps F , étant commutatif, toute R-représentation irréductible de F×

est de dimension 1 et donc la conjecture de Howe (théorème 6) dans ce cas
particulier revient à prouver que pour tout caractère ω de F× (à valeurs dans
R×), si ω′ est un autre caractère de F× tel que ω ⊗ ω′ : F× × F× → R× soit
un quotient de σ, alors ω′ = ω−1 et

dim
(
HomF××F×

(
σ, ω ⊗ ω−1

))
= 1.

On verra que la première assertion est toujours vraie mais que la deuxième,

21
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i.e. dim (HomF××F× (σ, ω ⊗ ω−1)) = 1, sera vraie si l'on impose, de plus, au
corps R d'être de caractéristique banale, q 6≡1 mod l.

1.1.2. Pour H = F ou H = F×, une mesure de Haar sur H à valeurs dans
un anneau commutatif quelconque A sera une forme linéaire µH non nulle
sur SA (H) qui est invariante par translation par H. On note souvent :

µH (f) =

∫
H

f (h) dµH (h) .

Pour tout sous-groupe compact K de H de pro-ordre inversible dans A,
il existe toujours une mesure de Haar sur H telle que le volume de K soit 1
(cf. 2.1.2), et une telle mesure est unique.

Puisque l 6= p, il existe toujours dµ(x) une mesure de Haar sur F et
dµ×(x) une mesure de Haar sur F×, et elles sont uniques à une constante
près. Fixons les.

1.1.3. Notons S ′ = S ′ (F ) l'espace des distributions sur S (F ), i.e. l'espace
des formes R-linéaires λ : S (F ) → R. L'action de F× par multiplication sur
S (F ) induit par dualité une action r sur S ′ (F ) telle que

〈r(a)λ,Φ〉 = 〈λ,Φ (· a)〉 .

Pour tout caractère ω de F× à valeurs dans R×, notons S ′ (ω) l'ensemble
des distributions λ telles que r(a)λ = ω(a)λ. On dit que S ′ (ω) est la partie
ω-isotypique de S ′(F ).

On va étudier maintenant la géométrie de l'espace S(F ). Remarquons que
l'action par multiplication de F× sur F a deux orbites, 0 et F×, ce qui induit
par dualité une suite exacte (cf. [BZ1, 1.9]) :

0 → S ′ (F )0 → S ′ (F ) → S ′
(
F×)→ 0,

où S ′ (F )0 est l'espace des distributions à support dans {0} et S ′ (F×) est
l'espace des distributions sur S (F×). On prend les parties ω-isotypiques et
on en déduit une suite exacte courte :

0 → S ′ (ω)0 → S ′ (ω) → S ′
(
F×) (ω), (a)

où S ′ (ω)0 est l'espace des distributions à support dans {0} et S ′ (F×) (ω) est
l'espace des distributions sur S (F×) ω-invariants. Le lemme ci-dessous est
classique (cf [We3]) :

Lemme. 1. S ′ (F×) (ω) a dimension 1 sur R et est engendré par la dis-
tribution ω (x) dµ×(x), i.e. pour toute distribution λ ∈ S ′ (F×) (ω) il
existe c ∈ R tel que pour toute fonction Φ ∈ S (F×),

λ (Φ) = c

∫
F×

Φ (x)ω (x) dµ×(x).
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2. L'espace S ′ (ω)0 est nul sauf si ω = 1 auquel il est de dimension 1 sur
R engendré par la distribution δ0 dé�nie par δ0 (Φ) = Φ(0).

1.1.4. Pour montrer la conjecture de Howe dans ce premier cas, il nous reste
à voir deux choses :

1. Puisque si ω 6= 1, alors dim (S ′ (ω)0) = 0, il faut véri�er que la distribu-
tion ω (x) dµ×(x) se relève en une distribution dans S ′ (ω). Pour cela,
on introduira les fonctions zêta.

2. Si ω = 1, il faudra montrer, par contre, que la distribution dµ×(x) ne
se relève pas en une distribution dans S ′ (ω). On devra imposer ici la
banalité de l d'où les remarques faites précédemment.

1.2 Les fonctions zêta

1.2.1. Le but de cette section est d'associer à chaque caractère ω, deux
invariants L(T, ω), ε(T, ω, ψ), où T est une variable et ψ est un caractère
non trivial de F . La fonction L, L(T, ω), est une fonction de la forme 1

P (T )

avec P ∈ R [T ] un polynôme de degré au plus 1 tel que P (0) = 1. Le
facteur epsilon, ε(T, ω, ψ), est une autre fonction simple de la forme AT n,
avec A ∈ R× et n ∈ Z.

Les fonctions zêta, quand R = C, furent d'abord introduites par Tate
dans sa thèse [Tat]. Un très bon exposé sur ce sujet est l'article de Kudla
[Ku2] mais, pour montrer l'équation fonctionnelle, ses arguments ne sont
plus su�sants dans notre cadre, à cause du fait que la dimension de S ′ (ω)
est égale à 2 quand q ≡ 1 mod l et ω = 1. On va utiliser ici un argument
qui apparaît déjà dans [We3].

1.2.2. Fixons ψ : F → R× un caractère non trivial de F . Le niveau de ψ est
le plus petit entier k tel que ψ soit trivial sur Pk. Tout caractère de F peut
s'écrire alors sous la forme ψa, avec a ∈ F et ψa(x) = ψ(ax). On �xe aussi
une mesure de Haar µ (x) sur F . Pour toute fonction Φ ∈ SR (F ) on note
Φ̂ (x) =

∫
F

Φ (y)ψ (xy) dµ(y) sa transformée de Fourier.
La proposition suivante se montre comme dans le cas complexe :

Proposition. 1. Pour toute fonction Φ ∈ SR (F ), on a Φ̂ ∈ SR (F ).

2. Il existe c = c(µ, ψ) ∈ R× tel que pour toute fonction Φ ∈ SR (F ),

̂̂
Φ(x) = cΦ(−x).
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3. Pour ψ �xé, il existe une unique mesure de Haar µψ, qui véri�e µψ(O) =
qk/2, où k est le niveau de ψ. On a alors

c (µψ, ψ) = 1.

4. Pour tout a ∈ F×, µaψ = |a|1/2 µψ.

La mesure µψ est dite auto-duale par ψ.

Démonstration. Soit k le niveau de ψ et, pour tout entier j, soit Φj la fonction
caractéristique de Pj. Pour tout a ∈ F , le caractère ψa est trivial sur Pj si,
et seulement si, a ∈ Pk−j. Le support de Φ̂j est donc Pk−j et

Φ̂j = µ(O)q−j, x ∈ Pk−j,

d'où (1) et (2) pour les fonctions Φj avec c = µ(O)2q−k. Pour Φ ∈ SR (F ), et
a ∈ F , notons Ψ(x) = Φ(x− a) ∈ SR (F ). On a

Ψ̂(x) = ψ(ax)Φ̂(x),

et donc Ψ̂ ∈ SR (F ). De plus

̂̂
Ψ(x) =

̂̂
Φ(a+ x),

et donc si l'on a les relations (1) et (2) pour les fonctions Φ, elles sont aussi
véri�ées pour les fonctions Ψ avec la même valeur de c.

Puisque les fonctions x 7→ Φj(x−a) pour j ∈ Z, a ∈ F engendrent SR(F )
on a montré (1) et (2) pour toute fonction dans cet espace. Les relations (3)
et (4) sont maintenant immédiates.

1.2.3. Pour tout caractère ω : F× → R×, toute fonction Φ ∈ SR (F ), tout
entier N et toute mesure de Haar µ× (x) sur F× l'intégrale∫

F×,|x|=q−N

Φ (x)ω (x) dµ×(x)

est bien dé�nie. En e�et {x ∈ F : vF (x) = N} est une partie compacte de
F× et Φ et ω sont localement constants sur cet ensemble.

On peut alors dé�nir la somme formelle :

Z (Φ, T, ω) =
∑
N∈Z

(∫
F×,|x|=q−N

Φ (x)ω (x) dµ×(x)

)
TN .



1.2. LES FONCTIONS ZÊTA 25

Remarque. Comme Φ est à support compact, pour N assez petit on a :∫
F×,|x|=q−N

Φ (x)ω (x) dµ×(x) = 0.

Ainsi Z (Φ, T, ω) ∈ R [[T ]] [T−1]

On note Z(ω) l'image du morphisme

SR(F ) −→ R((T ))

Φ 7→ Z (Φ, T, ω) .

Si g, g′ ∈ F×. On a :

Z
(
Φ
(
g−1 · g′

)
, T, ω

)
= ω (g)Z (Φ, T, ω)T vF (g)−vF (g′)ω−1 (g′) .

Ainsi Z(ω) est un module sur l'anneau principal R [[T, T−1]] des séries de
Laurent.

Exemple. Soit ω un caractère. On dit qu'il est non rami�é si ω|O× ≡ 1, et
il est rami�é sinon. Dans ce dernier cas le niveau de ω est le plus petit entier
k ≥ 0 tel que ω soit trivial sur 1 + Pk.

Supposons qu'il est non rami�é : alors ω ($) ne dépend pas du choix de
$, et pour tout x ∈ F×, x = u$n avec u ∈ O×, on a ω (x) = ω ($)n. Soit
Φ = 1O la fonction caractéristique de O. Alors

Z (Φ, T, ω) =
∑
N≥0

(∫
F×,|x|=q−N

ω (x) dµ×(x)

)
TN

=
∑
N≥0

(ω ($)T )N
∫
F×,|x|=q−N

d×x

= µ
(
O×) 1

1− ω ($)T

=

{
0 si q ≡ 1 mod l

µ (O×) 1
1−ω($)T

si q 6≡1 mod l.

Proposition 1.2.4. Il existe des fonctions L, L (T, ω), i.e. des fonctions de
la forme 1

Pω(T )
avec Pω ∈ R [T ] un polynôme, Pω (0) = 1 telles que

Z (Φ, T, ω)

L (T, ω)
∈ R

[
T, T−1

]
.

De plus on a :
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1. Si ω est non rami�é,

L (T, ω) =

{
1 si q ≡ 1 mod l

1
1−ω($)T

si q 6≡1 mod l.

2. Si ω est rami�é,
L (T, ω) = 1.

Démonstration. Si vF (x) = N , alors pour N assez grand Φ (x) = Φ (0) car
Φ est localement constante. On a donc :

Z (Φ, T, ω) =
∑
N≤N1

(∫
F×,|x|=q−N

Φ (x)ω (x) dµ×(x)

)
TN +

+
∑
N≥N1

Φ (0)

(∫
F×,|x|=q−N

ω (x) dµ×(x)

)
TN .

Si ω est rami�é on a que∫
F×,|x|=q−N

ω (x) dµ×(x) = 0,

et donc Z (Φ, T, ω) ∈ R [T, T−1].
Si, par contre, ω est non rami�é, alors∑

N≥N1

Φ (0)

(∫
F×,|x|=q−N

ω (x) dµ×(x)

)
TN =

=
∑
N≥N1

Φ (0) (ω ($)T )N
(∫

F×,|x|=q−N

dµ×(x)

)
=
∑
N≥N1

Φ (0) (ω ($)T )N µ
(
O×)

est une série géométrique, de raison ω ($)T , d'où la proposition.

Lemme 1.2.5. Pour tout caractère ω : F× → R× il existe Φ0 ∈ SR (F ) telle
que

Z (Φ0, T, ω)

L (T, ω)
= 1.

Démonstration. Si L (T, ω) = 1
1−ω($)T

on pose Φ0 = µ× (O×)
−1

1O.

Si L (T, ω) = 1 on pose

Φ0 =

{
µ× (1 + P)−1 11+P si ω est non rami�é (et q ≡ 1 mod l)

µ×
(
1 + Pk

)−1
11+Pk si ω est rami�é de niveau k.
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Corollaire. L'idéal Z(ω) est égal à L(T, ω)R [T, T−1].

1.2.6. Notons Λω l'espace des applications R-linéaires λ : SR(F ) → R(T )
véri�ant :

λ
(
Φ(a−1 ·)

)
= ω(a)T vF (a)λ (Φ) . (a)

C'est un R(T )-espace vectoriel contenant le morphisme non nul Φ 7→
Z (Φ, T, ω) . Le lemme suivant va nous permettre de terminer la démonstra-
tion de la conjecture de Howe (théorème 6) dans ce premier cas précis et de
montrer l'équation fonctionnelle.

Lemme. L'espace Λω est de dimension 1 sur R(T ).

Démonstration. Soit n ≥ 1 tel que 1 + Pn ⊂ kerω. Notons Φk la fonction
caractéristique de 1 + Pk, k ≥ 1. On considère le morphisme

Λω −→ R (T )

λ 7→ λ (Φn) .

On va montrer qu'il est injectif ce qui achèvera la démonstration du lemme.
En e�et, supposons que λ (Φn) = 0. Par la dé�nition (a), λ (Φk(a ·)) =

λ (Φk), pour k ≥ n, a ∈ 1 + Pn et λ ∈ Λω. Comme

Φn =
∑

a∈(1+Pn)/(1+Pk)

Φk (a ·) ,

on a que
λ (Φk) = qn−kλ (Φn) = 0, pour k ≥ n.

Puisque toute fonction Φ ∈ SR(F×) est une combinaison linéaire de
translatés des Φk, k ≥ n, λ (Φ) = 0 pour toute fonction Φ ∈ SR(F×).
Ainsi λ (Φ) = 0 pour Φ ∈ SR(F ) ne dépend que de la valeur Φ(0). Donc
λ (Φ(a ·)) = λ (Φ), pour tout a ∈ F× et (a) implique alors que λ (Φ) = 0 et
donc que λ = 0.

1.2.7. Fixons un caractère ψ de F et notons dx la mesure auto-duale pour
ψ. On calculera à partir d'ici les transformées de Fourier par rapport à cette
mesure.

Théorème. Soit ω un caractère de F×. Il existe une unique fraction ration-
nelle γ(T, ω, ψ) ∈ R(T ) telle que

Z (Φ, T, ω) γ (T, ω, ψ) = Z
(
Φ̂, q−1T−1, ω−1

)
,

pour toute fonction Φ ∈ S(F ).
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Démonstration. D'après le lemme précédent il nous su�t de prouver que

λ0 : Φ 7→ Z (Φ, T, ω) et λ1 : Φ 7→ Z
(
Φ̂, q−1T−1, ω−1

)
appartiennent tous les

deux à Λω. On a déjà vu ça pour λ0 et pour λ1 il su�t de remarquer que :

Φ̂(a ·) = |a| Φ̂
(
a−1 ·

)
.

1.2.8. On termine maintenant la preuve du théorème 6, pour la paire duale
(GL1(F ), GL1(F )). D'abord, montrons que, pour tout caractère ω de F×,
ω ⊗ ω−1 : F× × F× → R× est un quotient de σ.

Supposons ω 6= 1, et montrons que la distribution ω (x) dµ×(x) se relève
en une distribution dans S ′ (ω). Si ω 6= 1, alors Pω (1) 6= 0, et donc la
distribution λ ∈ S ′ (ω), donnée par

λ (Φ) = Z (Φ, 1, ω) ,

pour Φ ∈ S, est bien dé�nie. On trouve ainsi que ω ⊗ ω−1, est un quotient
de σ.

Si ω = 1, et q 6 ≡1 mod l, on va montrer que le fait que Pω (1) = 0
implique que la distribution dµ×(x) ne se relève pas en une distribution dans
S ′ (ω). En e�et, la pré-image de dµ×(x) dans S ′(F ) n'est pas F×-invariant :
explicitement, la distribution λ0 ∈ S ′(F ), dé�nie par

λ0 (Φ) = Z (Φ− Φ(0)Φ0, 1, ω) ,

nous donne une pré-image de dµ×(x) dans S ′(F ). Or, les distributions r($)λ0

et λ0 coïncident dans S(F×) et donc di�èrent d'une distribution à support
dans {0}, i.e. il existe c ∈ R tel que r($)λ0 − λ0 = cδ0. Si λ0 était F×-
invariant, on aurait c = 0. Or :

c = 〈r($)λ0 − λ0,Φ0〉

=

∫
F×

Φ0($x)− Φ0(x)dµ
×(x)

= µ×(O×).

Donc, si q 6≡1 mod l, alors λ0 n'est pas F×-invariant, ce qui achève la preuve
du théorème.

Remarque. Si q ≡ 1 mod l, on trouve deux entrelacements non propor-
tionnels entre σ et 1⊗ 1, donnés par :

1. Φ 7→ Φ(0),

2. Φ 7→ Z (Φ, 1, 1).
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1.3 Calcul des facteurs gamma et epsilon

1.3.1. On dé�nit ε (T, ω, ψ) par l'équation

γ (T, ω, ψ) = ε (T, ω, ψ)
L (q−1T−1, ω−1)

L (T, ω)
. (a)

L'équation fonctionnelle 1.2.7 s'écrit alors sous la forme plus usuelle :

Z (Φ, T, ω)

L (T, ω)
ε (T, ω, ψ) =

Z
(
Φ̂, q−1T−1, ω−1

)
L (q−1T−1, ω−1)

. (b)

Lemme. 1. ε (T, ω, ψ) est indépendant de Φ.

2. ε (T, ω, ψa) = ω(a) |a|−1/2 T vF (a)ε (T, ω, ψ), pour tout a ∈ F×.

3. La fonction ε (T, ω, ψ) véri�e l'équation fonctionnelle

ε (T, ω, ψ) ε
(
q−1T−1, ω−1, ψ

)
= ω(−1).

4. ε (T, ω, ψ) = Z
(
Φ̂0, q

−1T−1, ω−1
)
/L (q−1T−1, ω−1) .

5. ε (T, ω, ψ) est de la forme A(ψ, ω)T n(ψ,ω), A(ψ, ω) ∈ R×, n(ψ, ω) ∈ Z.

Démonstration. (1) est une conséquence du fait que γ (T, ω, ψ) et L (T, ω)
sont indépendantes de Φ.

(2) est une conséquence directe de 1.2.2.(4).
Le théorème 1.2.7 nous dit que

Z (Φ, T, ω) γ (T, ω, ψ) = Z
(
Φ̂, q−1T−1, ω−1

)
.

On applique cette formule deux fois et on trouve

Z (Φ, T, ω) γ (T, ω, ψ) γ
(
q−1T−1, ω−1, ψ

)
= Z

(̂̂
Φ, T, ω

)
.

Alors, puisque la mesure est auto-duale, Z

(̂̂
Φ, T, ω

)
= ω(−1)Z (Φ, T, ω) et

donc

γ (T, ω, ψ) γ
(
q−1T−1, ω−1, ψ

)
= ε (T, ω, ψ) ε

(
q−1T−1, ω−1, ψ

)
= ω(−1).

(4) est une conséquence de l'équation fonctionnelle 1.3.1(b) et du lemme
1.2.5. Ainsi ε (T, ω, ψ) et ε (T, ω, ψ)−1 sont des polynômes en T et T−1 et
l'équation fonctionnelle de (3) nous donne alors (5).
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1.3.2. Le but de cette section est d'expliciter les constantes A(ψ, ω) et
n(ψ, ω). Le lemme précédent nous dit qu'il su�t de les calculer pour un
choix quelconque de ψ et nous donne une méthode pour y parvenir. Dans la
section prochaine on verra une autre façon de faire ce calcul pour R = Fl, par
réduction modulo l, une fois que l'on connaît le résultat en caractéristique 0
(cf. [Ku2], par exemple).

On va �xer donc le caractère ψ en le supposant de niveau 0. On considère
dx la mesure de Haar sur F auto-duale pour ce choix, i.e. telle que le volume
de O soit 1. Posons d×x = q dx|x| . C'est la mesure de Haar sur F× telle que le
volume de 1 + P est 1. On dé�nit la fonction Φ0 par :

1. Si L (T, ω) = 1
1−ω($)T

, alors Φ0 = 1/(q − 1)1O.

2. Si L (T, ω) = 1, alors

Φ0 =

{
11+P si ω est non rami�é (et q ≡ 1 mod l)

qk−111+Pk si ω est rami�é de niveau k.

Proposition. Soit ω un caractère non rami�é

ε (T, ω, ψ) =

{
1 si q 6≡1 mod l

−ω−1($)T si q ≡ 1 mod l.

En particulier n (ψ, ω) = 1.

Démonstration. Avec notre choix de Φ0,

Φ̂0(x) =

{
Φ0(x) si q 6≡1 mod l

ψ(x)1P−1 si q ≡ 1 mod l.

Si q 6≡1 mod l le résultat est maintenant immédiat. Sinon, on calcule :

Z
(
Φ̂0, T

−1, ω−1
)

=
∑
N≥−1

∫
|x|=q−N

ψ(x)ω−1(x)d×xT−N

=

∫
|x|=q

ψ(x)ω−1(x)d×xT

= −ψ(0)ω−1($)T

= −ω−1($)T.
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Proposition. Soit ω un caractère rami�é de niveau k

ε (T, ω, ψ) = q
∑

x∈O×/(1+Pk)

ω
(
$kx

)−1
ψ
(
$kx

)
T k.

En particulier n (ψ, ω) = k.

Démonstration. Avec notre choix de Φ0,

Φ̂0(x) = ψ(x)1P−k ,

et donc

Z
(
Φ̂0, q

−1T−1, ω−1
)

=
∑
N≥−k

∫
|x|=q−N

ψ(x)ω−1(x)d×xq−NT−N

=

∫
|x|=qk

ψ(x)ω−1(x)d×xqkT k

=

∫
O×

ψ($kx)ω−1($kx)d×xqkT k

= q
∑

x∈O×/(1+Pk)

ω
(
$kx

)−1
ψ
(
$kx

)
T k.

1.4 Réduction modulo l

1.4.1. Dans ce paragraphe on calcule les facteurs epsilon et gamma quand R
est de caractéristique positive, d'une façon di�érente, par réduction modulo
l. Supposons R = Ql un clôture algébrique de Ql ; son anneau des entiers sera
noté Zl et Fl son corps résiduel qui est isomorphe à une clôture algébrique
de Fl. Notons SZl

(F ) le sous-module de SQl
(F ) des fonctions à valeurs dans

Zl. Notons aussi µ, µ× des mesures de Haar sur F et F× respectivement à
valeurs dans Zl et µ, µ× des mesures de Haar sur F et F× respectivement à
valeurs dans Fl telles que, si l'on note rl : Zl → Fl, la réduction modulo l (cf.
2.1.10), on ait

rl (µ (O)) = µ (O) ,

rl
(
µ× (1 + P)

)
= µ× (1 + P) .
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Ainsi, pour toute fonction Φ ∈ SZl
(F ) et toute fonction Ψ ∈ SZl

(F×)

rl

(∫
F

Φ (x) dµ(x)

)
=

∫
F

rl (Φ (x)) dµ(x)

rl

(∫
F×

Ψ (x) dµ×(x)

)
=

∫
F×

rl (Ψ (x)) dµ×(x).

On déduit que, si ω est un caractère à valeurs dans Zl
×
, pour toute

fonction Φ ∈ SZl
(F )

rl (Z (Φ, T, ω)) = Z (rl (Φ) , T, rl (ω)) . (a)

Lemme. Le polynôme L (T, rl (ω))−1 divise rl
(
L (T, ω)−1) dans l'anneau

Fl [T, T−1].

On n'a pas toujours un égalité.

Démonstration. Puisque ω est un caractère à valeurs dans Zl
×
, la fonction

L(T, ω) ∈ Zl (T ). Il su�t donc de montrer que, pour toute Φ ∈ SFl
(F )

Z (Φ, T, rl (ω)) rl (L (T, ω))−1 ∈ Fl
[
T, T−1

]
.

Relevons Φ en Φ̃ ∈ SZl
(F ) . On a bien

rl

(
Z
(
Φ̃, T, ω

))
= Z (rl (Φ) , T, rl (ω)) .

Ainsi, puisque

Z
(
Φ̃, T, ω

)
L (T, ω)−1 ∈ Zl

[
T, T−1

]
,

par réduction modulo l, on trouve que

rl

(
Z
(
Φ̃, T, ω

))
rl
(
L (T, ω)−1) ∈ Fl

[
T, T−1

]
,

et donc
Z (Φ, T, rl (ω)) rl (L (T, ω))−1 ∈ Fl

[
T, T−1

]
.

1.4.2. On véri�e que la proposition 1.2.2 est toujours correcte pour R = Zl

et que, si Φ ∈ SZl
(F ), alors Φ̂ ∈ SZl

(F ) si l'on calcule la transformée de
Fourier en utilisant la mesure auto-duale par rapport à ψ, un caractère de F
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à valeurs dans Zl
×
. Remarquons qu'alors rl(ψ) est un caractère non trivial

de Fl tel que
rl

(
Φ̂
)

= r̂l (Φ).

L'équation 1.4.1(a) nous montre que

γ (T, rl (ω) , rl (ψ)) = rl (γ (T, ω, ψ)) .

Quant à la réduction modulo l du facteur epsilon, l'équation 1.3.1(a) et
les calculs précédents nous donnent

Proposition. 1. Si q 6≡1 mod l ou si ω est rami�é,

ε (T, rl (ω) , rl (ψ)) = rl (ε (T, ω, ψ)) .

2. Si q ≡ 1 mod l et que ω est non rami�é

ε (T, rl (ω) , rl (ψ)) = (−ω ($)T ) rl (ε (T, ω, ψ)) .

Démonstration. En e�et, si q ≡ 1 mod l et que ω est non rami�é, on a

rl

(
L (q−1T−1, ω−1)

L (T, ω)

)
= −ω ($)T.

On retrouve ainsi les résultats de la section précédente.
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Chapitre 2

Représentations de GLn

2.1 Théorie générale

2.1.1. Soient F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle
p > 0, D une algèbre à division de centre F de dimension �nie d2 sur F , O
son anneau des entiers, P = $O un idéal maximal, $ une uniformisante,
kD = O/P son corps résiduel et q le cardinal de kD. Soient aussi R un corps
algébriquement clos de caractéristique l 6= p (éventuellement nulle) et n et
m des entiers strictement positifs.

On note Mm,n (resp. Mn) l'ensemble de matrices n × m (resp. n × n)
à coe�cients dans D et NrdMn : Mn → F la norme réduite. Le groupe
GLn(D) des matrices inversibles dans Mn sera noté Gn. Le groupe trivial
sera noté G0. Les sous-groupes

Ki =

{
GLn (O) si i = 0

1 +$iGLn (O) si i ≥ 1

forment un système fondamental de voisinages de l'identité dans Gn.

On dit que l est banal si l ne divise pas l'ordre du groupe �ni GLn(kD).
Notons que cette dé�nition dépend de l'entier n.

A toute partition (ordonnée) α = (n1, . . . , nr) de l'entier n, correspond
une décomposition en blocs de matrices carrées d'ordre ni. On notera Gα le
sous-groupe de Gn formé des matrices inversibles diagonales par blocs, Pα
(resp. Pα) le sous-groupe formé des matrices triangulaires supérieures (resp.
inférieures) par blocs, et Uα le sous-groupe de Pα formé des éléments dont
les blocs diagonaux sont des matrices unité. Alors Pα est conjugué à Pα dans

35
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Gn avec α = (nr, . . . , n1). On écrira les matrices p ∈ Pα sous la forme

p =


m1

m2 uij
·
·
·

0 mr

 , (a)

où mi ∈ Gni
.

2.1.2. Mesure de Haar. Pour tout groupe localement pro�ni H, on note
SR (H) le R-espace vectoriel des fonctions Φ : H → R localement constantes
à support compact.

Une mesure de Haar sur H à valeurs dans R est une forme linéaire µH
non nulle sur SR (H) qui est invariante par translation à gauche par H. On
note souvent :

µH (Φ) =

∫
H

Φ (h) dµH (h) .

S'il existe un sous-groupe compact K de H de pro-ordre inversible dans
R, il existe toujours une mesure de Haar sur H telle que le volume de K soit
1 (cf. [Vi1, I.2]) et une telle mesure est unique.

De la même façon on peut dé�nir une mesure de Haar à droite νH . On
dé�nit le module de H comme l'unique caractère δH : H → R× tel que δHµH
soit une mesure à droite sur H.

Exemple. a) Si H = Gn alors δGn = 1.

b) Si H est groupe pro�ni alors δH = 1.

c) Si H = Pα de type (n1, . . . , nr) alors δP (p) = qd(p)

d (m) =
r∑
i=1

(∑
j<i

nj −
∑
j>i

nj

)
vF (Nrdmi) ,

avec les notations de 2.1.1(a) et où Nrd est la norme réduite.

2.1.3. Mesure semi-invariante. Soit H un sous-groupe fermé de Gn. Il existe
alors (cf. [Vi1, I.2.8]) une forme linéaire non nulle ν̇, unique à une constante
près, Gn invariant à droite sur l'espace SR (H\G, δH) des fonction f : Gn →
R localement constantes à support compact modulo H telles que f(hg) =
δH(h)f(g) pour tout h ∈ H et tout g ∈ Gn.

Si H = P , par la décomposition de Iwasawa, G = PK0, la restriction à
K0 nous donne un isomorphisme

SR (P\G, δP ) → SR ((P ∩K0) \K0, 1) .
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La mesure semi-invariante ν̇ induit, par restriction, une mesure semi-inva-
riante sur SR ((P ∩K0) \K0, 1). Ainsi, si l est banal, la restriction de la me-
sure de Haar sur K0 à SR ((P ∩K0) \K0, 1) est aussi une forme linéaire non
nulle et donc elles sont égales à une constante près.

Remarquons que, si l est non banal, la restriction de la mesure de Haar
sur K0 à SR ((P ∩K0) \K0, 1) peut être la forme linéaire nulle et donc, dans
ce cas, avec les notations habituelles, la formule∫

G

f(g)dg =

∫
P

∫
K

f(pk)dpdk

n'est plus valable.

2.1.4. Dé�nissons ν : Gn → R par ν(g) = |NrdMn(g)|F , où | |F est la valeur
absolue normalisée sur F (par abus de notation on ne fera pas de distinction
entre ν agissant sur Gn pour di�érents n). On �xe une racine carrée q1/2 de
q dans R×, ceci permet de considérer de puissances demi-entières de ν.

Dans cette thèse on ne considérera que des représentations lisses et le mot
représentation voudra toujours dire représentation lisse. On notera Alg (G)
la catégorie des représentations de G.

On note r(n1,...,nr),n (resp. r(n1,...,nr),n) le foncteur de Jacquet normalisé (cf.
[Vi1, II.2.1]) associé au parabolique standard Pα (resp. Pα).

Etant donnée une représentation ρi de chaque Gni
, on note aussi

ρ1 × · · · × ρr

la représentation indGn
Pα

(ρ1,⊗ · · · ⊗ ρr ⊗ 1Uα), où l'induite est normalisée. Puis-
que l 6= p, le foncteur de Jacquet et le foncteur d'induction sont exacts (cf.
[Vi1, II.2.1]).

On a une réciprocité de Frobenius. Soient (n1, . . . , nr) une partition de n,
ρi des représentations de chaque Gni

et π une représentation de Gn ; on a un
isomorphisme canonique :

Hom (π, ρ1 × · · · × ρr) ' Hom
(
r(n1,...,nr),n(π), ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr

)
. (a)

Si π est admissible (en particulier, si elle est irréductible) on a aussi (cf.
[Vi1, II.3.8]) un isomorphisme de réciprocité à la Casselman :

Hom (ρ1 × · · · × ρr, π) ' Hom
(
ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr, r(n1,...,nr),n(π)

)
. (b)

Remarquons que l'on ne suppose pas que les ρi soient admissibles. Cet iso-
morphisme est également vrai pour π une représentation quelconque si l'on
suppose R = C (cf. [Ber, Theorem 20]).
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2.1.5. On notera Irr(Gn) l'ensemble des classes d'équivalence de représenta-
tions irréductibles de Gn, Rn le groupe de Grothendieck de la catégorie des
Gn-modules de longueur �nie identi�é au Z-module libre de base (π)π∈Irr(Gn) :
remarquons que pour n = 0, G0 = {0} et donc le groupe de Grothen-
dieck R0 ' Z. Le sous-semigroupe de Rn qui consiste en des sommes �nies
π1 + · · ·+ πk où πi ∈ Irr(Gn), k ≥ 0 sera noté R+

n . Posons

R =
⊕
n≥0

Rn,

R+ =
⊕
n≥0

R+
n .

Si π1, π2 ∈ R on note π1 ≤ π2 si π2 − π1 ∈ R+.
On note s. s.(τ) (ou JH(τ)) l'image de τ dans R pour toute représentation

de longueur �nie τ . On dé�nit sur R une multiplication

m(ρ1 ⊗ ρ2) = s. s. (ρ1 × ρ2) .

Si π est une représentation de Gn on notera gr(π) = n et π̃ la contragré-
diente de π.

Si τ est une représentation de longueur �nie, alors

s. s.(τ) =
⊕

πi∈Irr,1≤i≤r

miπi.

On dit que les πi forment une suite de composition de τ ou bien que τ est
composée des représentations irréductibles πi. On dit que mi est la multipli-
cité de πi dans τ .

2.1.6. On note Irr l'union disjointe

Irr =
⋃
n≥0

Irr(Gn),

C le sous-ensemble de Irr formé de représentations cuspidales, i.e. les repré-
sentations irréductibles ρ telles que r(n1,...,nr),n(ρ) = 0 pour toute partition
non triviale (n1, . . . , nr) de n, avec gr(ρ) = n.

On pose aussi Cs le sous-ensemble de Irr formé de représentations su-
percuspidales, i.e. les représentations irréductibles ρ telles que ρ n'est pas
sous-quotient d'une induite ρ1 × · · · × ρr avec r ≥ 2. Toute représentation
supercuspidale est cuspidale et la réciproque est vraie si l est banal (cf. [Vi1,
II.3.9]).

Toute représentation irréductible π est sous-module d'une représentation
de la forme ρ1 × · · · × ρr avec les ρi ∈ C. De plus, l'ensemble {ρ1, . . . , ρr} est
uniquement déterminé à l'ordre près (cf. [Vi1, II.2.20.]) et sera noté supp(π).
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2.1.7. Pour toute représentation π admissible de G dans un R-espace vec-
toriel V , un coe�cient de π est une fonction f : G → R de la forme
f(x) = 〈π (x) v, ṽ〉 où v ∈ V, ṽ ∈ Ṽ sont �xés, ou une combinaison linéaire
de telles fonctions. Si π est irréductible, on peut identi�er canoniquement
l'espace des coe�cients à la G × G-représentation π ⊗ π̃ où G × G agit par
translation à gauche et à droite.

Tout coe�cient f d'une représentation cuspidale π est à support com-
pact modulo le centre (cf. [Vi1, II.2.7.] ). D'ailleurs, il existe un sous-groupe
compact H de G, de pro-ordre inversible dans R (H étant un sous-groupe
du sous-groupe unipotent U de G qui est de pro-ordre inversible dans R) tel
que ∫

H

f (gh) dµ(h) = 0 pour tout g ∈ G. (a)

2.1.8. Lemme géométrique combinatoire (cf. [Ze1, 1.6.]). Soient β, γ deux
partitions de n, β = (n1, . . . , nr), γ = (m1, . . . ,ms) et pour i ∈ {1, . . . r} soit
ρi une représentation de Gni

. On veut calculer la suite de composition de
r(m1,...,ms),n (ρ1 × · · · × ρr).

Notons Mβ,γ l'ensemble des matrices b = (bi,j) telles que

1. Les bi,j sont des entiers positifs,

2.
∑

j bi,j = ni pour tout i = 1, . . . , r ;
∑

i bi,j = mj pour tout i = 1, . . . , s.

Fixons b ∈ Mβ,γ et notons βi la partition (bi1, . . . , bis) de ni et γj la
partition (b1j, . . . , brj) de mj.

D'après [Vi1, II.2.1], les rβi,ni
(ρi) sont de longueur �nie. Supposons alors

JH (rβi,ni
(ρi)) =

{
σ

(1)
i , σ

(2)
i , . . . σ

(ri)
i

}
où

σ
(k)
i = σ

(k)
i1 ⊗ · · · ⊗ σ

(k)
is , σ

(k)
ij ∈ Irr

(
Gbij

)
, k = 1, . . . , ri.

Pour tous k1, . . . , kr on pose

σj = σ
(k1)
1j × σ

(k2)
2j × · · · × σ

(kr)
rj , 1 ≤ kj ≤ rj,

représentation de Gmj
, et

σ(k1, . . . , kr) = σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · · ⊗ σs,

représentation de Gγ.
Alors, d'après [Ze1, 1.6.], les σ(k1, . . . , kr) quand on fait varier (k1, . . . , kr)

et b ∈Mβ,γ forment une suite de composition de r(m1,...,ms),n

(
ρ1 × · · · × ρr

)
.

2.1.9. Une conséquence immédiate est le lemme ci-dessous :
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Lemme 2.1.9.1. Avec les notations précédentes, supposons que pour tout i,
1 ≤ i ≤ r, toute partition (non nécessairement propre) βi = (bi1, bi2) de ni et

tout σ
(k)
i = σ

(k)
i1 ⊗ σ

(k)
i2 ∈ JH (rβi,ni

(ρi)) on ait

1. Ou bien supp
(
σ

(k)
i1

)
*

⋃
1≤j≤i−1

supp (ρj) ;

2. Ou bien supp
(
σ

(k)
i2

)
*

⋃
i+1≤j≤r

supp (ρj).

Alors ρ1⊗ · · ·⊗ ρr apparaît avec multiplicité 1 dans JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr)).

Démonstration. D'après ce qui précède rβ,n (ρ1 × · · · × ρr) est composé des
σ(k1, . . . , kr) quand on fait varier (k1, . . . , kr) et b ∈Mβ,β.

Si b =


n1

n2

. . .
nr

 ∈ Mβ,β, alors σ(k1, . . . , kr) = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr

et ki = 1 pour tout i.
Il su�t donc de montrer que pour tout b ∈Mβ,β, b non diagonale, et tout

(k1, . . . , kr), ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr n'est pas un sous-quotient de σ(k1, . . . , kr). Or, si
b 6= Idn, il existe j < i et j′ > i′ tels que bij et bi′j′ soient non nuls. Soient

i0 = min {i : ∃j < i, bij 6= 0} j0 = min {j : bi0j 6= 0} ,
i′0 = max {i′ : ∃j′ > i′, bi′j′ 6= 0} j′0 = max

{
j′ : bi′0j′ 6= 0

}
.

Par l'hypothèse (1), puisque j0 < i0, pour tout ki0 , σ
(ki0

)

i0j0
* supp ρj0 et

donc, ρj0 ne peut pas être un sous-quotient de σj0 . Ainsi, ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr n'est
pas un sous-quotient de σ(k1, . . . , kr).

Par l'hypothèse (2), puisque j′0 > i′0, pour tout ki′0 , σ
(ki′0

)

i′0j
′
0

* supp ρj′0 et
donc, ρj′0 ne peut pas être un sous-quotient de σj′0 . Ainsi, ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr n'est
pas un sous-quotient de σ(k1, . . . , kr).

Corollaire 2.1.9.2. Avec les notations précédentes, supposons que pour tout
i, 1 ≤ i ≤ r, toute partition βi = (bi1, bi2) de ni et tout σ

(k)
i = σ

(k)
i1 ⊗ σ

(k)
i2 ∈

JH (rβi,ni
(ρi)) (resp. ∈ JH (rβi,ni

(ρi))) on ait

1. Ou bien supp
(
σ

(k)
i1

)
*

⋃
1≤j≤i−1

supp (ρj) ;

2. Ou bien supp
(
σ

(k)
i2

)
*

⋃
i+1≤j≤r

supp (ρj).

Alors ρ1 × · · · × ρr a un seul sous-module (resp. quotient) irréductible et sa
multiplicité dans l'induite est égale à 1.
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Démonstration. C'est une conséquence du lemme qui suit et du précédent.

Lemme 2.1.9.3. Supposons que ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr apparaît avec multiplicité 1
dans

JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr))

(resp. JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr)) .)

Alors ρ1 × · · · × ρr a un seul sous-module (resp. quotient) irréductible et sa
multiplicité dans l'induite est égale à 1.

Démonstration. Supposons qu'il existe π1 et π2 deux sous-modules irréduc-
tibles de ρ1 × · · · × ρr et posons π = π1 ⊕ π2. Ainsi

dim (Hom (π, ρ1 × · · · × ρr)) ≥ 2.

Par 2.1.4(a), on trouve

dim (Hom (rβ,n (π) , ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρr)) ≥ 2.

Or, par l'exactitude du foncteur de Jacquet,

JH (rβ,n (π)) ≤ JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr)) .

On trouve donc que ρ1⊗ · · · ⊗ ρr apparaît avec multiplicité au moins 2 dans
JH (rβ,n (ρ1 × · · · × ρr)) ce qui est absurde, par hypothèse.

Le même argument en utilisant 2.1.4(b) au lieu de 2.1.4(a), nous montre
l'autre assertion.

2.1.10. Réduction modulo l. Supposons que R est égal à Ql. Soit E un corps
tel que Ql ⊂ E ⊂ Ql. Une représentation (π, V ) est réalisable sur E s'il
existe une E-représentation (πE, VE) telle que (π, V ) se déduise de (πE, VE)
par extension des scalaires, i.e. est isomorphe à l'espace Ql ⊗ VE muni de
l'action id⊗ πE.

Toute Ql-représentation irréductible est réalisable sur une extension �nie
de Ql (cf. [Vi1, II.4.7]) et la propriété d'être réalisable sur une extension �nie
de Ql est stable par induction, par l'action du foncteur de Jacquet et par
sous-quotient (cf. [Vi1, II.4.10]).

Une représentation (π, V ) de G est dite l-entière si elle est admissible et
V contient un sous-Zl-module libre L ⊂ V qui engendre V (i.e. un réseau)
et qui est stable par π.

On dit que le réseau L provient d'une extension �nie E de Ql s'il existe
un OE-réseau LE de V (OE étant l'anneau des entiers de E), libre sur OE et
de type �ni comme GOE-module tel que L ' LE ⊗OE

Zl. On note Λ l'idéal
maximal de Zl.
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Proposition. Soit (π, V ) une représentation l-entière et soit L un réseau de
V . Si la Fl-représentation L/ΛL est de longueur �nie alors la semisimpli�ée
s. s. (L/ΛL) est indépendante du choix de L et sera notée rl (π).

Démonstration. Cf. [Vi1, I.9.6].

Proposition. Soit (π, V ) une représentation irréductible, l-entière et soit L
un réseau de V . Alors L/ΛL est de longueur �nie et donc rl (π) est bien
dé�ni.

Démonstration. D'après [Vi1, II.5.10], (π, V ) a un réseau L provenant d'une
extension �nie E de Ql. D'après [Vi1, II.5.11.b], L/ΛL est alors de longueur
�nie.

Corollaire. Soit (π, V ) une représentation de longueur �nie, l-entière et soit
L un réseau de V . Alors L/ΛL est de longueur �nie et donc rl (π) est bien
dé�ni.

Proposition. Soient (ρi, Vi), 1 ≤ i ≤ r, des représentations irréductibles,
l-entières. Alors la représentation ρ1×· · ·×ρr est l-entière, rl (ρ1 × · · · × ρr)
est bien dé�ni et on a

rl (ρ1 × . . . ρr) ' rl (ρ1)× · · · × rl (ρr) .

Démonstration. Puisque les (ρi, Vi), 1 ≤ i ≤ r, sont des représentations
irréductibles, l-entières, alors, si l'on note Li des réseaux de Vi, 1 ≤ i ≤ r, les
Li proviennent tous d'une extension �nie E de Ql. Ainsi, le réseau L1×· · ·×Lr
(cf. [Vi1, II.4.14c]) de ρ1 × · · · × ρr provient aussi de E et clairement on a :

rl (ρ1 × · · · × ρr) ' rl (ρ1)× · · · × rl (ρr) .

Proposition. Soit (π, V ) une représentation l-entière et soit L un réseau de
V . On suppose que le réseau L provient d'une extension �nie E de Ql. Alors
pour toute partition α de n la représentation rα (π) est aussi l-entière et on
a :

rl (rα (π)) = rα (rl (π)) .

Démonstration. Le réseau rα (L) (cf. [Vi1, II.4.14d]) provient aussi de E d'où
la proposition.
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On dit que π est l-irréductible si rl (π) est irréductible (cf. [Vi3, I3.4.(c)]).
On dit qu'une Fl-représentation π se relève s'il existe π une Ql-représen-

tation l-entière telle que
rl (π) = π.

Quand D = F (cf. [Vi1, III.5.10]), toute représentation cuspidale σi se relève
en une représentation cuspidale σi. il serait intéressant de savoir si cette
propriété est vraie pour D quelconque.

2.1.11. Pour un ensemble X,M(X) sera l'ensemble de tous les multi-ensem-
bles dans X, i.e, des fonctionsm : X → N à support �ni. On dé�nit la somme
de multi-ensembles de façon naturelle.

Si Ω ∈M (C), on notera

|Ω| =
∑
ρ∈C

Ω (ρ) gr (ρ) .

2.1.12. On sait (cf. [Vi1, II.2.8]) que toute représentation irréductible de G
est admissible et a un caractère central. Soit ω un caractère de F×, la catégo-
rie des ω-représentations, i.e. des représentations de caractère central ω, est
une catégorie abélienne. Lorsque l est banal, toute représentation cuspidale
est projective dans cette catégorie (cf. [Vi1, II.3.9]).

On suppose dans le reste de ce paragraphe que R est de caractéristique
l banale.

Soit Ω un multi-ensemble de représentations cuspidales, avec |Ω| = n.
On note Fin(Gn) la sous-catégorie pleine de Alg (Gn) des représentations de
longueur �nie et Finn (Ω) la sous-catégorie pleine de Fin(Gn) telle que pour
tout sous-quotient irréductible π de tout élément dans Finn (Ω), supp(π) =
Ω.

Alors (cf. [Cas, Theorem 7.3.2], sa démonstration marche bien en carac-
téristique banale, parce que les représentations cuspidales sont projectives
quand on �xe le caractère central) la catégorie Fin(Gn) est produit direct
des blocs Finn (Ω) quand Ω parcourt tous les multi-ensembles de représen-
tations cuspidales de Gn avec |Ω| = n.

On veut dire par cela,

1. Tout π ∈ Fin (Gn) est une somme directe de représentations πi ∈
Finn (Ωi), où Ωi 6= Ωj si i 6= j.

2. Hom (πi, πj) = 0 si πi ∈ Finn (Ωi) et Ωi 6= Ωj.

Soient n,m deux entiers positifs, n < m, π est une représentation de
longueur �nie de Gm. Il existe Ωi,Ω

′
j ∈ M (C), |Ωi| = n,

∣∣Ω′
j

∣∣ = m − n,
1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, Ωi 6= Ωi′ si i 6= i′ et Ω′

j 6= Ω′
j′ si j 6= j′ tels que
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la représentation r(n,m−n),m(π) de Gn × Gm−n (étant de longueur �nie) se
décompose :

r(n,m−n),m(π) =
r⊕
i=1

s⊕
j=1

Πi,j

avec tout sous-quotient irréducitble de Πi,j de la forme πi ⊗ π′j où πi ∈ Ωi et
π′j ∈ Ω′

j.
Ainsi, si ρ une représentation irréductible de Gn, avec supp (ρ) = Ωi, on

pose
Jacρ(π) =

⊕
1≤j≤s

Πi,j,

et si ρ′ une représentation irréductible de Gm−n avec supp (ρ′) = Ω′
j, on pose

Jacρ′(π) =
⊕

1≤i≤r

Πi,j.

Remarquons que Jacρ(π) et Jacρ′(π) ne dépendent que du support cuspi-
dal de ρ et ρ′.

Proposition 2.1.12.1. Supposons qu'il existe ρ ∈ Irr(Gn), V ∈ Irr(Gm−n)
telles que ρ⊗ V soit un sous-quotient de r(n,m−n),m(π). Il existe alors ρ′ une
représentation irréductible avec supp (ρ′) = supp (ρ) et une représentation
V ′ ∈ Irr(Gm−n) telles que π soit un sous-module de ρ′ × V ′.

Démonstration. Soit ρ′⊗V ′ un quotient irréductible de Jacρ(π). Alors ρ′ est
une représentation irréductible avec supp (ρ′) = supp (ρ) et, puisque

Hom
(
r(n,m−n),m(π), Jacρ(π)

)
6= 0

et
Hom (Jacρ(π), ρ′ ⊗ V ′) 6= 0,

alors
Hom

(
r(n,m−n),m(π), ρ′ ⊗ V ′) 6= 0,

et, par réciprocité de Frobenius on trouve l'énoncé de la proposition.

Dans le cas particulier où ρ ∈ Irr(Gn) est une représentation induite par
une seule cuspidale1, i.e ρ = α× · · · × α, avec α ∈ C, la proposition 2.1.12.1
devient :

Corollaire 2.1.12.2. Si Jacρ(π) 6= ∅ (resp. Jacρ(π) 6= ∅), il existe V ′ ∈
Irr(Gm−n) telle que π soit un sous-module de ρ× V ′ (resp. V ′ × ρ).

1On verra (cf. 2.3.1) qu'une telle représentation est toujours irréductible si l est banal
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Démonstration. Toute représentation irréductible ρ′ avec supp (ρ′) = {α, . . . α}
est, par hypothèse, de la forme ρ′ = ρ.

2.1.13. L'algèbre de Hecke. Soit G un groupe dé�ni sur F , dµ× une mesure
de Haar sur G et notons HR (G) , l'algèbre des fonctions f : G → R locale-
ment constantes à support compact munie du produit de convolution, noté
∗. HR (G) , est appelée algèbre de Hecke de G, et on a (cf. [Vi1, I.4.4]) un
isomorphisme de catégories entre :

1. La catégorie de représentations G.

2. La catégorie de modules sur HR (G).

On passe de l'une à l'autre par la formule :

π (φ) v =

∫
G

φ (h)π (h) v dµ×(h),

pour toute représentation (π, V ) de G et où φ ∈ HR (G), v ∈ V .
Pour tout sous-groupe compact K de G de mesure non nulle, posons

eK(x) =

{
µ×(K)−1 si x ∈ K
0 si x /∈ K.

La sous-algèbre HR (G,K) de HR (G) dé�nie par

HR (G,K) = eK ∗ HR (G) ∗ eK

est appelée l'algèbre de Hecke relative à K et, si K = Ki, i ≥ 1 et l est banal,
on a (cf. [Vi1, II.3.12]) un isomorphisme de catégories entre :

1. La catégorie de représentations V de G engendrées par V K

2. La catégorie de modules sur HR (G,K).

On passe de l'une à l'autre par les formules :

fK : V 7→ V K

gK : M 7→ HR (G)⊗HR(G,K) M.

pour toute représentation V de G et tout HR (G,K)-module M . Le foncteur
fK est exact et, si V est une représentation de G cyclique engendrée par
un vecteur K-invariant v, alors le HR (G,K)-module V K est aussi cyclique
engendré par v (cf., par exemple, [Laz]).

LorsqueK est de mesure non inversible, on peut encore dé�nir les algèbres
de Hecke relatives (cf. [Vi1, I.3.3]) HR (G,K) mais le foncteur fK , bien qu'il
soit dé�ni, n'est plus exact.
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2.1.14. Commutativité de l'algèbre R. Soient π1 ∈ Irr(Gn1), π2 ∈ Irr(Gn2).
Dans ce paragraphe on va montrer que, si l est banal,

s. s. (π1 × π2) ' s. s. (π2 × π1) .

Dans le cas où la caractéristique de R est nulle on pourrait utiliser l'ar-
gument classique, à savoir, on montre que les caractères traces des représen-
tations irréductibles de Gn sont des fonctions localement intégrables [Lem]
et on véri�e comme dans [Dij] que les caractères traces des représentations
π1 × π2 et π2 × π1 sont égaux.

Ici on va utiliser un autre argument classique d'irréductibilité générique
et appliquer les résultats de [Dat].

Notons Ψ l'ensemble

Ψ = {(ξ1, ξ2) : ξi caractère non rami�é de Gni
} .

Les caractères non rami�és de Gi sont de la forme (cf. [Vi1, I.3.8.3]) ψ ◦Nrd
où ψ est un caractère non rami�é de F×.

Ainsi Ψ ' R×2 et donc Ψ a une structure de variété algébrique dé�nie
sur R. Pour chaque (ξ1, ξ2) ∈ Ψ, (ξ1, ξ2) correspond à un couple (s, u) ∈ R×2

et on notera
(π1(s), π2(u)) = (π1ξ1, π2ξ2) .

On va montrer que

s. s. (π1(s)× π2(u)) ' s. s. (π2(u)× π1(s)) ,

pour tout (u, s) ∈ R×2.
D'après [Dat, Theorem 5.1], π1(s)× π2(u) et π2(u)× π1(s) sont irréduc-

tibles pour (u, s) générique. Par le lemme géométrique, π2(u)⊗ π1(s) est un
sous-quotient de

r(n2,n1),n1+n2 (π1(s)× π2(u)) .

On voit que, pour (u, s) générique, tous les sous-quotients de la représen-
tation r(n2,n1),n1+n2 (π1(s)× π2(u)) sauf π2(u) ⊗ π1(s), par le lemme géomé-
trique, ont des caractères centraux di�érents du caractère central de π2(u)⊗
π1(s). Ainsi, pour (u, s) générique, π2(u) ⊗ π1(s) est un facteur direct de
r(n2,n1),n1+n2 (π1(s)× π2(u)) et donc

Hom
(
r(n2,n1),n1+n2 (π1(s)× π2(u)) , π2(u)⊗ π1(s)

)
6= 0

⇔ Hom (π1(s)× π2(u), π2(u)× π1(s)) 6= 0.

Puisque π1(s)× π2(u) et π2(u)× π1(s) sont irréductibles, on a donc que

π1(s)× π2(u) ' π2(u)× π1(s),
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pour (u, s) générique.
Pour tout n ≥ 0 et tout (u, s) ∈ R×2, notons Vn(u, s) (resp. Wn(u, s)) le

sous-espace de π1(s)×π2(u) (resp. π2(u)×π1(s)) des vecteurs Kn-invariants.
C'est un espace de dimension �nie sur R.

D'après 2.1.13, Vn(u, s) (resp. Wn(u, s)) est un H(G,Kn)-module. On va
montrer que

s. s. (Vn(u, s)) ' s. s. (Wn(u, s)) . (a)

en tant que H(G,Kn)-modules, pour tout (u, s) ∈ R×2.
D'après ce qui précède et 2.1.13, pour (u, s) générique et tout n ∈ N on a

Vn(u, s) ' Wn(u, s).

en tant que H(G,Kn)-modules.
On a donc que pour (u, s) générique, tout n ∈ N et tout h ∈ H(G,Kn) on

a une égalité des polynômes caractéristiques de h sur Vn(u, s) et Wn(u, s) :

Pcar,Vn(u,s)(h) = Pcar,Wn(u,s)(h). (b)

La fonction qui à chaque (u, s) ∈ Ψ associe les coe�cients des polynômes
caractéristiques d'un élément h ∈ H(G,Kn) dans Vn(u, s) (resp. Wn(u, s))
est une fonction régulière de la variété Ψ car ces coe�cients dépendent po-
lynomialement des coe�cients de la matrice de h. L'identité (b), vraie pour
un ensemble dense, est donc vraie pour tout (u, s) ∈ Ψ, tout n ∈ N et tout
h ∈ H(G,Kn).

Lemme. Soient A et B deux H(G,Kn)-modules de dimension �nie sur R
telles que tout h ∈ H(G,Kn) on a une égalité des polynômes caractéristiques
de h sur A et B :

Pcar,A(h) = Pcar,B(h).

Alors
s. s.A ' s. s.B.

en tant que H(G,Kn)-modules.

Démonstration. En e�et, si

s. s. (A) = ⊕
i∈I
diMi, s. s. (B) = ⊕

i∈I
eiMi,

et, di0 6= ei0 , d'après [Bou, �2, n
o2, cor 2 du Th. 1], il existe h0 ∈ H(G,Kn)

tel que

h|Mi0
= 1Mi0

h|Mj
= 0 ∀j 6= i0.
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Ainsi, puisque
Pcar,A(h0) = Pcar,B(h0),

on a que
(λ− 1)di0 = (λ− 1)ei0

et donc
di0 = ei0 .

Ainsi, pour tout entier n et tout (u, s) ∈ R×2, on a :

s. s. (Vn(u, s)) ' s. s. (Wn(u, s)) . (c)

en tant que H(G,Kn)-modules.

Lemme. Pour toute représentation de longueur �nie τ , il existe n ≥ 1 tel
que τ soit engendrée par ses vecteurs Kn-invariants.

Démonstration. Par récurrence sur la longueur de τ . Si τ est irréductible,
c'est une conséquence immédiate du lemme de Schur. Sinon τ est composée
de τ1 irréductible et τ2 de longueur strictement inférieure à la longueur de τ .
Par hypothèse de récurrence il existe n ≥ 1 tel que τ1 et τ2 soient engendrées
par ses vecteurs Kn-invariants d'où le lemme.

Ainsi pour tout (u, s) ∈ R×2, il existe n ∈ N tel que Vn(u, s) = π1(s) ×
π2(u) (resp. Wn(u, s) = π2(u)× π1(s)). Or,

s. s. (Vn(u, s)) ' s. s. (Wn(u, s)) .

en tant que H(G,Kn)-modules. La semisimpli�cation commute au passage
aux vecteurs Kn invariants et on a donc, d'après l'équivalence de catégories
2.1.13, que

s. s. (π1(s)× π2(u)) ' s. s. (π2(u)× π1(s)) ,

en tant que G-modules.

Dans le cas où D = F et l 6= 2 on peut aussi utiliser l'argument suivant :
Soient n un entier strictement positif quelconque et w l'élément de Gn

0 . . . 0 1
... 1 0

0 1
...

1 0 . . . 0


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On dé�nit un automorphisme involutif i de Gn par

i(g) = wtg−1w,

pour tout g ∈ Gn. On en déduit une involution, encore notée i, de la catégorie
des R-représentations lisses de Gn. Il est clair que :

� si π est une représentation irréductible de Gn, i(π) est encore irréduc-
tible ;

� i est un foncteur covariant exact. En particulier, pour toute représen-
tation π de Gn, les sous-représentations irréductibles de i(π) sont les
images par i des sous-représentations irréductibles de π ;

� soient (n1, . . . , nr) une partition de n et ρi des représentations de chaque
Gni

i (ρ1 × · · · × ρr) ' i (ρr)× · · · × (ρ1) ;

� d'après [GK] si π ∈ Irr, alors2 i(π) ' π̃.
Ainsi, par exactitude du foncteur i, pour toutes π1 ∈ Irr(Gn1), π2 ∈

Irr(Gn2), si {τi} forment une suite de composition de π1 × π2 alors {τ̃i}
forment une suite de composition de π̃2 × π̃1 et donc {τi}, par passage à la
contragrédiente, forment une suite de composition de π2 × π1 ce qui montre
que l'algèbre R est commutative, dans ce cas.

Remarque. Si D 6= F la transposée d'une matrice inversible n'est pas for-
cément inversible et donc cette dualité n'est pas bien dé�nie.

2.2 Représentations complexes de GLn

On suppose dans cette section que R = C et on �xera la racine de q telle
que

√
q > 0. On va rappeler ici quelques résultats de [Tad]3.

2.2.1. Dans [Tad, �2], on montre qu'il existe une fonction qui, à chaque
représentation cuspidale ρ associe un entier strictement positif sρ tel que,
si ρ1 et ρ2 sont deux représentations cuspidales de GLn1(D) et GLn2(D),
n1, n2 ≥ 1 alors ρ1 × ρ2 est réductible si, et seulement si

ρ1 = νsρ1ρ2 ou ρ1 = ν−sρ1ρ2.

Pour toute représentation ρ cuspidale on notera νρ = νsρ .

2Leurs arguments sont valables en toute caractéristique l 6= 2. En e�et, le seul problème
de leur preuve, pour l'étendre aux caractéristiques positives se trouve dans la démonstra-
tion du théorème 6.10 de [BZ1], laquelle, a priori, n'est pas valable en caractéristique
l = 2.

3Les preuves dans [Tad] sont écrites pour F un corps de caractéristique nulle mais ces
résultats sont aussi vrais (cf. 2.4.1) pour F de caractéristique quelconque d'après [Ba2].
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2.2.2. Soit ρ ∈ C, n ∈ N∗. On pose

∆ =
{
ρ, νρρ, . . . , ν

n−1
ρ ρ

}
.

On appelle ∆ un segment et l'ensemble de tous les segments sera noté S.

On dit que ∆ =
{
ρ, νρρ, . . . , ν

n−1
ρ ρ

}
, ∆′ =

{
ρ′, νρ′ρ

′, . . . , νn
′−1

ρ′ ρ′
}
sont liés

si ∆ ∪∆′ est encore un segment et ∆ * ∆′ et ∆′ * ∆.
On dit que ∆ précède ∆′ s'ils sont liés et il existe τ ∈ ∆ tel que ρ′ = τντ .

On dit que ∆ ≥ ∆′ s'il existe r ∈ N∗ tel que

ρ = νrρρ
′, ou bien ρ = ρ′ et n ≥ n′.

L'ordre ainsi dé�ni n'est total que si l'on se restreint à des segments inclus
dans l'ensemble

{
ρνtρ : t ∈ Z

}
.

Un multisegment est un multi-ensemble de segments de la forme ci-dessus.
On dira qu'un multisegment est rangé si l'on peut l'identi�er à l'ensemble
indicé (∆1, . . . ,∆r) où

∆r ≮ ∆r−1 ≮ · · · ≮ ∆2 ≮ ∆1.

Tout multisegment peut se ranger d'une telle façon. On dé�nit le support
d'un multisegment (∆1, . . . ,∆r) comme⋃

1≤i≤r

∆i.

L'ensemble des multi-segments dont le support est inclus dans l'ensemble{
ρνtρ : t ∈ Z

}
est noté M(S)ρ et est muni d'un ordre total grâce à l'ordre

précédent dé�ni sur les segments prolongé lexicographiquement, i.e. soient
m = (∆1, . . . ,∆r), m′ = (∆′

1, . . . ,∆
′
r′) deux multisegments rangés, on a

m ≥ m′ si :

∆1 > ∆′
1

ou ∆1 = ∆′
1 et ∆2 > ∆′

2

ou
...

ou ∆1 = ∆′
1 . . . ∆r′ = ∆′

r′ , et r ≥ r′.

2.2.3. Soit ρ une représentation cuspidale de Gp ; puisque ρ⊗νρρ 6= νρρ⊗ρ, la
représentation ρ×νρρ, par Frobenius (2.1.4(a)), ne peut pas être semi-simple.
En e�et,

Hom (ρ× νρρ, ρ× νρρ) = Hom
(
r(p,p)2p (ρ× νρρ) , ρ⊗ νρρ

)
.
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Par le lemme géométrique, r(p,p)2p (ρ× νρρ) est composé de ρ⊗νρρ et νρρ⊗ρ
et donc, puisque ces deux représentations sont di�érentes, la dimension de
Hom (ρ× νρρ, νρρ× ρ) vaut 1, et donc la représentation ρ× νρρ ne peut pas
être semi-simple (car elle est de longueur 2).

Ainsi les résultats de [Ze1, �2] sont vrais et on a :

Proposition. A chaque segment ∆ =
{
ρ, νρρ, . . . , ν

n−1
ρ ρ

}
, ρ étant une repré-

sentation cuspidale de Gp, on peut associer des représentations irréductibles
〈∆〉 et 〈∆〉t telles que

1. 〈∆〉 (resp. 〈∆〉t) est l'unique sous-module (resp. quotient) irréductible
de ρ× νρρ× · · · × νn−1

ρ ρ.

2. r(p,...,p),np (〈∆〉) = ρ⊗νρρ⊗· · ·⊗νn−1
ρ ρ (resp. r(p,...,p),np

(
〈∆〉t

)
= νn−1

ρ ρ⊗
· · · ⊗ νρρ⊗ ρ).

Les représentations 〈∆〉 et 〈∆〉t sont aussi caractérisées par la propriété (2).
L'ensemble de représentations de la forme 〈∆〉t est l'ensemble des représen-
tations essentiellement de carré intégrable (cf. [Aue]).

Démonstration. Cf. [Tad, 2.7.]

2.2.4. A partir d'un argument d'unitarité on montre le théorème suivant, clé
dans toute la construction qui suit :

Théorème. Si la représentation 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t est réductible, alors il
existe des segments ∆i et ∆j qui sont liés.

Démonstration. Cf. [Tad, 2.5.]

2.2.5. Avec ces notations le théorème du quotient de Langlands implique :

Théorème. 1. Soient ∆1, . . . ,∆r des segments. Supposons que, si i <
j, ∆i ne précède pas ∆j. Alors la représentation 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t
admet un unique quotient irréductible. On le note 〈∆1, . . . ,∆r〉t. La
multiplicité de 〈∆1, . . . ,∆r〉t dans JH

(
〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t

)
est égale à

1.

2. Les représentations 〈∆1, . . . ,∆r〉t et 〈∆′
1, . . . ,∆

′
r′〉

t sont équivalentes si,
et seulement si, les suites (∆1, . . . ,∆r) et (∆′

1, . . . ,∆
′
r′) sont égales à

l'ordre près.

3. Toute représentation irréductible de Gn est de la forme 〈∆1, . . . ,∆r〉t.

Démonstration. En e�et, les arguments sont les mêmes que dans [Rod] :
d'après [Tad, �2], l'application ∆ 7→ 〈∆〉t est une bijection entre S et l'en-
semble de représentations essentiellement de carré intégrable. Le théorème dé-
coule du fait que, par la proposition 2.2.4, la représentation 〈∆1〉t×· · ·×〈∆r〉t
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est isomorphe à la représentation
〈
∆σ(1)

〉t×· · ·×〈∆σ(r)

〉t
, où σ est une permu-

tation telle que l'ensemble (∆σ(1), . . . ,∆σ(r)) soit ordonné selon les conditions
du théorème du quotient de Langlands.

Remarque. On verra que la preuve du théorème 2.3.6 donne une autre
démonstration (purement combinatoire et bien détaillée) du théorème précé-
dent.

Remarque 2.2.5.1. 〈∆1, . . . ,∆r〉t est aussi l'unique sous-module irréduc-
tible de 〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t. En e�et, par le théorème du quotient de Lan-
glands, 〈∆1, . . . ,∆r〉t est aussi l'unique sous-module irréductible de〈

∆σ(r)

〉t × · · · × 〈∆σ(1)

〉t
,

σ étant dé�nie comme dans la preuve de 2.2.5. Ce sous-module, par 2.2.4,
est isomorphe à 〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t.

Remarque 2.2.5.2. Si {∆1, . . . ,∆r} est un multi-segment rangé, avec ∆1 ={
ρ, νρρ, . . . , ν

n−1
ρ ρ

}
, alors

Jacρ
(
〈∆1, . . . ,∆r〉t

)
6= ∅.

En e�et, 〈∆1, . . . ,∆r〉t étant un quotient de 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t , 〈∆1〉t ⊗
· · · ⊗ 〈∆r〉t ∈ r

(
〈∆1, . . . ,∆r〉t

)
.

2.2.6. Les trois propositions ci-dessous seront très pratiques par la suite :

Proposition 2.2.6.1. Soient a1, . . . , ar des multi-segments et supposons que,
si i 6= j, aucun segment ∆ de ai ne soit lié à un segment ∆′ de aj. Alors (cf.
2.1.11)

〈a1 + · · ·+ ar〉t = 〈a1〉t × · · · × 〈ar〉t .

Démonstration. Cf. [Tad, Proposition 2.2] et le théorème 2.2.4.

Proposition 2.2.6.2. Soient ∆1 et ∆2 deux segments liés. Alors

s. s.
(
〈∆1〉t × 〈∆2〉t

)
= 〈∆1,∆2〉t +

(
〈∆1 ∪∆2〉t × 〈∆1 ∩∆2〉t

)
.

Démonstration. Cf. [Tad, Proposition 4.3]

Proposition 2.2.6.3. Pour qu'une représentation 〈∆′
1, . . . ,∆

′
s〉
t soit iso-

morphe à un sous-quotient irréductible de 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t, il faut et il
su�t que le multisegment (∆′

1, . . . ,∆
′
s) se déduise de (∆1, . . . ,∆r) par une

suite d'"opérations élémentaires" consistant à remplacer deux segments liés
∆ et ∆′ par ∆ ∪∆′ et ∆ ∩∆′.
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Démonstration. Cf. [Tad, Theorem 5.3]

2.2.7. Z agit sur C par

Z× C → C
(k, ρ) 7→ νkρρ.

Soit X un ensemble de représentants des orbites et, pour ρ ∈ C notons R(ρ)
son orbite. La proposition précédente implique, comme dans [Ze1, 7.5], que

Corollaire. 1. R =
⊗

ρ∈X R(ρ)

2. L'algèbre R est une algèbre de polynômes sur Z en les indéterminées
〈∆〉 (resp. 〈∆〉t) où ∆ décrit l'ensemble des segments.

La �èche 〈∆〉 7→ 〈∆〉t s'étend de façon unique, en un endomorphisme
involutif (cf. [Tad, �3]), que l'on appellera l'involution de Zelevinskii, π 7→
τ(π) de l'algèbre R.

2.3 Représentations en caractéristique banale

Maintenant on va étudier les R-représentations de GLn(F ) où F est un
corps local non-archimédien de corps résiduel à q éléments et R est un corps
algébriquement clos de caractéristique l 6= p banale. On verra que l'on trouve
les mêmes paramétrisations que dans la section précédente. On a déjà vu
plusieurs propriétés (2.1.12) des représentations en caractéristique banale.
Voyons quelques autres.

2.3.1. Lorsque D = F , i.e. D est un corps commutatif, on a les propriétés
suivantes :

R1. Soient ρ1, . . . ρr des représentations cuspidales. Si ρ1 × · · · × ρr est ré-
ductible, il existe 1 ≤ i < j ≤ r tels que

ρi = νρj ou ρi = ν−1ρj.

Elle est montrée dans [Vi1, �III.1.15]. Cette propriété est vraie même
si l est non banal.

R2. Si ρ1 et ρ2 sont deux représentations cuspidales de Gn1 et Gn2 , et ρ1×ρ2

est irréductible, alors

ρ1 6= νρ2 et ρ1 6= ν−1ρ2.

De plus ρ× νρ est toujours de longueur 2 indécomposable.
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Démonstration de R2. La propriété R2 est vraie si R est de caractéristique 0
d'après [Ze1, 1.11.] Si R est de caractéristique l banale on utilise l'argument
suivant :

Soient ρ une R-représentation cuspidale de Gr et ρ une représentation
cuspidale de Gr dont la réduction modulo l soit ρ (elle existe d'après 2.1.10).
La représentation r(r,r),2r (ρ× νρ) est composée, d'après 2.1.8, des représen-
tations irréductibles {ρ⊗ νρ, νρ⊗ ρ}. On a, par [Ze1, 1.11], que ρ × νρ
est de longueur 2, composée de représentations notées ω et ω0 telles que
r(r,r),2r (ω) = ρ ⊗ νρ et r(r,r),2r (ω0) = νρ ⊗ ρ. Par 2.1.10, la longueur de
ρ× νρ est donc supérieure ou égale à 2. Si, l est banal, elle ne peut pas être
strictement supérieure car, dans ce cas, elle contiendrait une représentation
cuspidale non supercuspidale, ce qui est absurde puisque l'on est dans le cas
banal (cf. [Vi1, II.3.9]).

Puisque ρ ⊗ νρ 6= νρ ⊗ ρ (l étant banal) , la représentation ρ × νρ, par
Frobenius (2.1.4(a)), ne peut pas être semi-simple. En e�et,

Hom (ρ× νρ, ρ× νρ) = Hom
(
r(r,r)2rr (ρ× νρ) , ρ⊗ νρ

)
.

Par le lemme géométrique, r(r,r)2r (ρ× νρ) est composé de ρ⊗νρ et νρ⊗ρ et
donc, puisque ce deux modules sont di�érents, la dimension de Hom (ρ× νρ, νρ× ρ)
vaut 1, et donc la représentation ρ× νρ ne peut pas être semi-simple.

Pour ρ ∈ C posons Irr(ρ) l'ensemble de toutes les π ∈ Irr telles que
supp(π) ∈ {νnρ : n ∈ Z}. Notons aussi

fρ =

{
min {n > 0 : ρ = νnρ} si {n > 0 : ρ = νnρ} 6= ∅
∞ sinon.

(fρ est la longueur de la ν-orbite de ρ).

R3. Pour toute π ∈ Irr(ρ), gr(π) = n, il existe 0 ≤ t < fρ tel que νtρ /∈
supp(π).

La propriété R3 est élémentaire : on peut trouver une preuve dans [Vi1,
�III.5]

2.3.2. Ces propriétés nous permettent d'utiliser les arguments de Zelevinskii
et classi�er toutes les R-représentations irréductibles de GLn(F ) en termes
des représentations cuspidales. Rappelons ces arguments :

Soit ρ ∈ C, n ∈ N∗. On pose

∆ =
{
ρ, νρ, . . . , νn−1ρ

}
.

On appelle ∆ un segment et l'ensemble de tous les segments sera noté S.
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On dit que ∆ = {ρ, νρ, . . . , νn−1ρ}, ∆′ =
{
ρ′, νρ′, . . . , νn

′−1ρ′
}
sont liés si

∆ ∪∆′ est encore un segment et ∆ * ∆′ et ∆′ * ∆.
La propriété R3 va nous permettre de considérer des segments ∆ qui ne

contiennent pas la représentation ρνt. Ça nous permet d'ordonner la ν-orbite
de ρ, dans le cas où la caractéristique l de R est di�érente de 0, pour toute
représentation cuspidale ρ. Dans ce cas, on dé�nit un ordre sur la ν-orbite
de ρ, {ρνt+i : i = 1, . . . , fρ}, par :

ρνt+1 < ρνt+2 < · · · < ρνt+fρ−1 < ρνt+fρ .

On dit que ∆ précède ∆′ s'ils sont liés et il existe τ ∈ ∆ telle que ρ′ = τν.
On dit que ∆ ≥ ∆′ si

ρ > ρ′, ou bien ρ = ρ′ et n ≥ n′,

(avec l'ordre naturel si la caractéristique de R est 0 et l'ordre choisi pré-
cédemment sinon). Remarquons que cette dé�nition dépend du choix de t
et que l'ordre ainsi dé�ni n'est total que si l'on se restreint à des segments
inclus dans l'ensemble

{
ρνt+1, . . . , ρνt+fρ−1

}
(resp. dans {νtρ : t ∈ Z}, si la

caractéristique de R est 0).
Un multisegment est un multi-ensemble de segments de la forme ci-dessus.

On dira qu'un multisegment est rangé si l'on identi�e le multisegment à
l'ensemble indicé (∆1, . . . ,∆N) où

∆r ≮ ∆r−1 ≮ · · · ≮ ∆2 ≮ ∆1.

Tout multisegment peut se ranger d'une telle façon. On dé�nit le support
d'un multisegment (∆1, . . . ,∆r) comme⋃

1≤i≤r

∆i.

L'ensemble des multi-segments dont le support est inclus dans l'ensemble{
ρνt+1, . . . , ρνt+fρ−1

}
(resp. dans {νtρ : t ∈ Z}, si la caractéristique de R et

0) est notéM(S)ρ et est muni d'un ordre total grâce à l'ordre précédent dé�ni
sur les segments prolongé lexicographiquement, i.e. soient m = (∆1, . . . ,∆r),
m′ = (∆′

1, . . . ,∆
′
r′) deux multisegments rangés, on a m ≥ m′ si :

∆1 > ∆′
1

ou ∆1 = ∆′
1 et ∆2 > ∆′

2

ou
...

ou ∆1 = ∆′
1 . . . ∆r′ = ∆′

r′ , et r ≥ r′.
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2.3.3. Ainsi les résultats de [Ze1, �2], sont vrais et donc on a :

Proposition. Soit ρ une représentation cuspidale de Gp. A chaque segment
∆ = {ρ, νρ, . . . , νn−1ρ}, ρ étant une représentation cuspidale de Gp, on peut
associer des représentations irréductibles 〈∆〉 et 〈∆〉t telles que

1. 〈∆〉 (resp. 〈∆〉t) est l'unique sous-module (resp. quotient) irréductible
de ρ× νρ× · · · × νn−1ρ.

2. r(p,...,p),np (〈∆〉) = ρ⊗νρ⊗· · ·⊗νn−1ρ (resp. r(p,...,p),np
(
〈∆〉t

)
= νn−1ρ⊗

· · · ⊗ νρ⊗ ρ).

Les représentations 〈∆〉 et 〈∆〉t sont aussi caractérisées par la propriété (2).

Si ∆ = {ρ, νρ, . . . , νn−1ρ} est un segment, on note ∆̃ le segment{
ν1−nρ̃, . . . ρ̃

}
.

Ainsi, 〈
∆̃
〉

= 〈̃∆〉,〈
∆̃
〉t

= 〈̃∆〉t.

2.3.4. Les démonstrations des théorèmes 4.2 et 9.7 de [Ze1] utilisent seule-
ment la théorie de dérivées, qui est valable en toute caractéristique l 6= p (cf.
[Vi1, �III.1]), et les dé�nitions précédentes. Elles sont donc sont vraies pour
l banal. Ainsi :

Théorème. 1. Les conditions suivantes sont équivalentes

(a) Pour tous 1 ≤ i, j ≤ r, les segments ∆i et ∆j ne sont pas liés.

(b) 〈∆1〉 × · · · × 〈∆n〉 est irréductible.
(c) 〈∆1〉t × · · · × 〈∆n〉t est irréductible.

2. Si ∆ précède ∆′ alors

(a) JH (〈∆〉 × 〈∆′〉) = {ω, ω′} avec ω = 〈∆∪〉 × 〈∆∩〉 et ω′ l'unique
sous-module irréductible de 〈∆′〉 × 〈∆〉.

(b) JH
(
〈∆〉t × 〈∆′〉t

)
= {ω, ω′} avec ω = 〈∆∪〉t×〈∆∩〉t et ω′ l'unique

quotient irréductible de 〈∆′〉t × 〈∆〉t.

2.3.5. Le lemme suivant est une conséquence du théorème précédent et du
lemme 2.1.9.1.
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Lemme. Soit
(
∆ρ1

1 , . . . ,∆
ρ1
nρ1
,∆ρ2

1 , . . . ,∆
ρ2
nρ2
, . . . ,∆ρm

1 , . . . ,∆ρm
nρm

)
un multi-

ensemble de segments ordonné tel que pour tout k, ∆ρi

k �nisse par ρi et ρj ≮ ρi
et ρj 6= ρi si j < i. Alors

π∗ = 〈∆ρ1
1 〉×· · ·×

〈
∆ρ1
nρ1

〉
⊗〈∆ρ2

1 〉×· · ·×
〈
∆ρ2
nρ2

〉
⊗· · ·⊗〈∆ρm

1 〉×· · ·×
〈
∆ρm
nρm

〉
(resp. π∗t =

〈∆ρ1
1 〉

t×· · ·×
〈
∆ρ1
nρ1

〉t
⊗ 〈∆ρ2

1 〉
t×· · ·×

〈
∆ρ2
nρ2

〉t
⊗· · ·⊗〈∆ρm

1 〉t×· · ·×
〈
∆ρm
nρm

〉t
)

apparaît avec multiplicité 1 dans JH (r(π)) , π = 〈∆ρ1
1 〉× · · · ×

〈
∆ρm
nρm

〉
(resp.

JH (r(πt)) , πt = 〈∆ρ1
1 〉

t × · · · ×
〈
∆ρm
nρm

〉t
), où r est le foncteur de Jacquet

associé à la partition (n1, . . . , nm), avec ni =
∑

1≤j≤nρj
dim

(
∆ρ1
nρ1

)
.

Démonstration. Les représentations 〈∆ρi
1 〉 × · · · ×

〈
∆ρi
nρi

〉
et
〈
∆ρ1
j

〉
× · · · ×〈

∆
ρj
nρj

〉
(resp. 〈∆ρi

1 〉
t×· · ·×

〈
∆ρi
nρi

〉t
et
〈
∆ρ1
j

〉t×· · ·×〈∆
ρj
nρj

〉t
) sont irréduc-

tibles par 2.3.4 et, par construction et le lemme géométrique, satisfont aux
hypothèses du lemme 2.1.9.1, ce qui implique le lemme.

2.3.6. Les théorèmes ci-dessous, similaires au théorème 2.2.5, classi�ent toutes
les représentations irréductibles de Gn en fonction des représentations cuspi-
dales de Gi, i ≤ n.

Théorème. 1. Soient ∆1, . . . ,∆r des segments. Supposons que, si i < j,
∆i ne précède pas ∆j. Alors la représentation 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 admet
une unique sous-représentation irréductible. On la note 〈∆1, . . . ,∆r〉.
La multiplicité de 〈∆1, . . . ,∆r〉 dans JH

(
〈∆1〉×〈∆2〉× · · ·×〈∆r〉

)
est

égale à 1.

2. Les représentations 〈∆1, . . . ,∆r〉 et 〈∆′
1, . . . ,∆

′
r′〉 sont équivalentes si,

et seulement si, les suites (∆1, . . . , ∆r) et (∆′
1, . . . ,∆

′
r′) sont égales à

l'ordre près.

3. Toute représentation irréductible de Gn est de la forme 〈∆1, . . . ,∆r〉.

De même, on trouve un théorème similaire quand on change le mot "sous-
représentation" par "quotient" :

Théorème. 1. Soient ∆1, . . . ,∆r des segments. Supposons que, si i <
j, ∆i ne précède pas ∆j. Alors la représentation 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t
admet un unique quotient irréductible. On le note 〈∆1, . . . ,∆r〉t. La
multiplicité de 〈∆1, . . . ,∆r〉t dans JH

(
〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t

)
est égale à

1.
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2. Les représentations 〈∆1, . . . ,∆r〉t et 〈∆′
1, . . . ,∆

′
r′〉

t sont équivalentes si,
et seulement si, les suites (∆1, . . . , ∆r) et (∆′

1, . . . ,∆
′
r′) sont égales à

l'ordre près.

3. Toute représentation irréductible de Gn est de la forme 〈∆1, . . . ,∆r〉t.

On dira que les représentations écrites sous la forme 〈∆1, . . . ,∆r〉 sont
paramétrées à la Zelevinskii et les représentations 〈∆1, . . . ,∆r〉t à la Lan-
glands.

Démonstration. La démonstration de [Ze1, �6] marche très bien pour des
représentations à la Zelevinskii sur un corps de caractéristique banale. Ici on
donne une nouvelle démonstration purement combinatoire qui marche pour
les deux classi�cations.

1. D'après 2.3.4 on peut supposer que le multiensemble {∆1, . . . ,∆r} est
ordonné comme dans le lemme 2.3.5. La partie 1 est donc une consé-
quence de ce lemme et du lemme 2.1.9.3.

2. Soient m = {∆1, . . . ,∆r}, m′ = {∆′
1, . . . ,∆

′
r′} deux multi-segments,

On pose m = m1 + · · · + mt et m′ = m′
1 + · · · + m′

t où mi,m
′
i ∈

M(S)ρi
sont des multisegments (éventuellement vides) et {ρi}i=1,...,t

est un ensemble �ni de représentations cuspidales tel que, pour tout
i 6= j ρi /∈ Irr(ρj).
Le raisonnement qui suit, par récurrence sur t, nous permet de nous
ramener au cas où t = 1. On va supposer que 〈m′〉 = 〈m〉 (resp. 〈m′〉t =
〈m〉t) et on va montrer qu'alors m = m′.
Notons

m1 =
{

∆
(1)
1 , . . . ,∆(1)

r1

}
,

m′
1 =

{
∆
′(1)
1 , . . . ,∆

′(1)
r′1

}
.

supposés rangés, avec

∆
(1)
k =

{
ρ

(k)
1 , . . . , ρ

(k)
tk

}
, 1 ≤ k ≤ r1

∆
′(1)
k =

{
ρ
′(k)
1 , . . . , ρ

′(k)
t′k

}
1 ≤ k ≤ r′1.

On note aussi : π(m1) =
〈
∆

(1)
1

〉
× · · · ×

〈
∆

(1)
r1

〉
, πt(m1) =

〈
∆

(1)
1

〉t
×

· · · ×
〈
∆

(1)
r1

〉t
.

D'abord, supp(m) = supp(m′) et donc supp(m1) = supp(m′
1). Suppo-

sons m1 > m′
1 (dans M(S)ρ1 l'ordre > est total).
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On note r (resp. r) le foncteur de Jacquet (resp. foncteur de Jacquet
opossé) associé à la partition (p, . . . , p), où p = gr(ρ1). On a, d'après la
partie 1, que la représentation

τ = ρ
(1)
1 ⊗ · · · ⊗ ρ

(1)
t1 ⊗ ρ

(2)
1 ⊗ · · · ⊗ ρ

(2)
t2 ⊗ · · · ⊗ ρ

(r1)
1 ⊗ · · · ⊗ ρ

(r1)
tr1

appartient à JH (r (〈m1〉)) (resp. JH
(
r
(
〈m1〉t

))
).

Puisquem>m′, cette représentation, par le lemme géométrique comme
dans [Ze1, 6.9.] (cf. 2.3.7 ci dessous), n'appartient pas à JH (r (π (m′

1)))
(resp. JH (r (πt (m′

1)))). Ainsi,

Jacτ (〈m〉)) 6= ∅ Jacτ (π(m′)) = ∅
(resp. Jacτ

(
〈m〉t)

)
6= ∅ Jacτ

(
πt(m′)

)
= ∅ ),

d'où

Jacτ (〈m〉)) 6= ∅ Jacτ (〈m′〉) = ∅
(resp. Jacτ

(
〈m〉t)

)
6= ∅ Jacτ (〈m′〉) = ∅ ),

et donc 〈m′〉 6= 〈m〉 (resp. 〈m′〉t 6= 〈m〉t).
3. La démonstration de [Ze1, 6.7.] marche aussi bien pour les représenta-

tions à la Zelevinskii que pour celles à la Langlands. On récrit ici la
preuve pour ces dernières.

Soit π ∈ Irr(Gn). Considérons l'ensemble
−→
O (π) des séquences ordon-

nées −→a = {∆1, . . . ,∆r} de segments tels que π soit un quotient de
〈∆1〉t× · · · × 〈∆r〉t. L'ensemble

−→
O (π) est non vide et �ni par 2.1.6. On

appelle une inversion de −→a = {∆1, . . . ,∆r} une paire d'indices (i, j)
tels que i < j et ∆i précède ∆j. On va prouver qu'il existe un élément
−→a ∈

−→
O (π) avec aucune inversion.

Supposons que −→a ait des inversions. Par le théorème 2.3.4.1, on peut
bien supposer que cette inversion soit de la forme (i, i + 1), i.e. ∆i

précède ∆i+1.
D'après 2.3.4.2, l'induite 〈∆i〉t × 〈∆i+1〉t est composée de la repré-
sentation 〈∆i ∩∆i+1〉t × 〈∆i ∪∆i+1〉t et d'un quotient irréducitble de
〈∆i+1〉t × 〈∆i〉t. Ainsi :
(a) ou bien π est un quotient de σ0 = 〈∆1〉t × · · · × 〈∆i+1〉t × 〈∆i〉t ×

· · · × 〈∆r〉t,
(b) ou bien π est un quotient de σ1 = 〈∆1〉t × · · · × 〈∆i ∩∆i+1〉t ×

〈∆i ∪∆i+1〉t × · · · × 〈∆r〉t,
et σ0 et σ1, par [Ze1, Lemma.6.7.], ont moins d'inversions que −→a .
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2.3.7. Pour toute représentation π, notons Ω(π) (resp. Ωt(π)) l'ensemble des
suites (ρ1, . . . , ρs) d'éléments de C telles que ρ1⊗· · ·⊗ρs ∈ JH

(
r(m1,...,ms),n (π)

)
(resp. JH

(
r(m1,...,ms),n (π)

)
) avec (m1, . . . ,ms) une partition de n et gr(ρi) =

mi. Ordonnons cet ensemble lexicographiquement.
Si (∆1, . . . ,∆r) est un multi-segment rangé, ∆i =

{
ρ(i), . . . , νni−1ρ(i)

}
,

alors la représentation

ρ(1) ⊗ · · · ⊗ νn1−1ρ(1) ⊗ ρ(2) ⊗ · · · ⊗ νn2−1ρ(2) ⊗ · · · ⊗ ρ(r) · · · ⊗ νnr−1ρ(r) (a)

appartient à Ω (〈∆1, . . . ,∆r〉) (resp. Ωt
(
〈∆1, . . . ,∆r〉t

)
). En e�et, la repré-

sentation 〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp. 〈∆1, . . . ,∆r〉t) étant un sous-module (resp. quo-
tient) irréductible de 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 (resp. 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t), on a
〈∆1〉 ⊗ · · · ⊗ 〈∆r〉 ∈ r(m1,...,ms),n (〈∆1, . . . ,∆r〉) (resp. 〈∆1〉t ⊗ · · · ⊗ 〈∆r〉t ∈
r(m1,...,ms),n

(
〈∆1, . . . ,∆r〉t

)
).

En fait, on peut caractériser 〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp. 〈∆1, . . . ,∆r〉t) comme la
représentation telle que la représentation (a) appartient à Ω (〈∆1, . . . ,∆r〉)
(resp. Ωt

(
〈∆1, . . . ,∆r〉t

)
) et tous les éléments de Ω (〈∆1, . . . ,∆r〉) (resp.

Ωt
(
〈∆1, . . . ,∆r〉t

)
) ne sont plus grands que (a).

Remarque 2.3.7.1. Ainsi 〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp. 〈∆1, . . . ,∆r〉t) est aussi le seul
quotient (resp. sous-module) irréductible de 〈∆r〉 × · · · × 〈∆1〉 (resp.〈∆r〉t ×
· · · × 〈∆1〉t).

2.3.8. Si a = (∆1, . . . ,∆r) est un multi-segment, on pose ã =
(
∆̃1, . . . , ∆̃r

)
.

Ainsi,

〈ã〉 = 〈̃a〉,

〈ã〉t = 〈̃a〉t.

En e�et, d'après la remarque précédente, on a :

〈∆r〉 × · · · × 〈∆1〉 � 〈∆1, . . . ,∆r〉 ↪→ 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉
〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t � 〈∆1, . . . ,∆r〉 ↪→ 〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t .

Par passage à la contragrédiente on trouve〈
∆̃1

〉
× · · · ×

〈
∆̃r

〉
�
〈
∆̃1, . . . , ∆̃r

〉
↪→

〈
∆̃r

〉
× · · · ×

〈
∆̃1

〉
〈
∆̃r

〉t
× · · · ×

〈
∆̃1

〉t
�
〈
∆̃1, . . . , ∆̃r

〉
↪→

〈
∆̃1

〉t
× · · · ×

〈
∆̃r

〉t
.

Par 2.3.3 le multi-segment
(
∆̃r, . . . , ∆̃1

)
est rangé comme dans 2.3.6. L'uni-

cité dans ce théorème implique l'assertion.
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Proposition. Soient a1, . . . , ar des multi-segments et supposons que, si i 6=
j, aucun segment ∆ de ai ne soit lié à un segment ∆′ de aj. Alors (cf. 2.1.11)

〈a1〉 × · · · × 〈ar〉 = 〈a1 + · · ·+ ar〉 ,

〈a1〉t × · · · × 〈ar〉t = 〈a1 + · · ·+ ar〉t .

Démonstration. Par récurrence on se ramène immédiatement au cas où r = 2.
Soient a1 = (∆1, . . . ,∆r) , a2 = (∆′

1, . . . ,∆
′
s) ∈ M(S). Alors, puisqu'aucun

segment ∆ de a1 n'est pas lié à un segment ∆′ de a2, les représentations

π(a1)× π(a2) = 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 × 〈∆′
1〉 × · · · × 〈∆′

s〉
πt(a1)× πt(a2) = 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t × 〈∆′

1〉
t × · · · × 〈∆′

s〉
t

sont isomorphes, respectivement à

〈∆′′
1〉 × · · · ×

〈
∆′′
r+s

〉
,

〈∆′′
1〉
t × · · · ×

〈
∆′′
r+s

〉t
,

où
(
∆′′

1, . . . ,∆
′′
r+s

)
est un réarrangement de a1 + a2 tel que, si i < j, ∆′′

i ne
précède pas ∆′′

j .
Ainsi π(a1)×π(a2) (resp. πt(a1)×πt(a2)) a un unique sous-module (resp.

quotient) irréductible isomorphe à 〈a1 + a2〉 (resp. 〈a1 + a2〉t). De même,
π(ã1)×π(ã2) (resp. πt(ã1)×πt(ã2)) a un unique sous-module (resp. quotient)

irréductible isomorphe à
〈
ã1 + a2

〉
(resp.

〈
ã1 + a2

〉t
), et donc, par passage à

la contragrédiente, π(a1)×π(a2) (resp. πt(a1)×πt(a2)) a un unique quotient
(resp. sous-module) irréductible isomorphe à 〈a1 + a2〉 (resp. 〈a1 + a2〉t).

Or, d'après 2.3.6, 〈a1 + a2〉 (resp. 〈a1 + a2〉t) apparaît avec multiplicité 1
dans JH (π(a1)× π(a2)) (resp. JH (πt(a1)× πt(a2))) et donc

π(a1)× π(a2) = 〈a1 + a2〉 ,
πt(a1)× πt(a2) = 〈a1 + a2〉t .

2.3.9. On aura besoin aussi de savoir quand une représentation irréductible
est sous-quotient d'une représentation induite, comme dans 2.2.6.3.

Proposition. Pour qu'une représentation 〈∆′
1, . . . ,∆

′
s〉 (resp. 〈∆′

1, . . . ,∆
′
s〉
t)

soit isomorphe à un sous-quotient irréductible de 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 (resp.
〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t), il faut et il su�t que le multisegment (∆′

1, . . . ,∆
′
s) se

déduise de (∆1, . . . ,∆r) par une suite d'"opérations élémentaires" consistant
à remplacer deux segments liés ∆ et ∆′ par ∆ ∪∆′ et ∆ ∩∆′.
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Démonstration. La preuve sera faite en 2.3.11

2.3.10. Soit X un sous-ensemble maximal de C véri�ant la propriété sui-
vante : si ρ1, ρ2 ∈ X, n ∈ Z et ρ1 = νnρ2 et n < fρ1 alors n = 0. Notons R(ρ)
le sous-ensemble de R formé des représentations dont le support est inclus
dans l'ensemble

{
ρνtρ : t ∈ Z

}
. On a Irr(ρ) = R(ρ) ∩ Irr.

La proposition précédente implique, comme dans [Ze1, 7.5], que

Corollaire. 1. R =
⊗

ρ∈X R(ρ)

2. L'algèbre R est une algèbre de polynômes sur Z en les indéterminées
〈∆〉 (resp. 〈∆〉t) où ∆ décrit l'ensemble des segments.

La �èche 〈∆〉 7→ 〈∆〉t s'étend de façon unique, en un endomorphisme
involutif, que l'on appellera l'involution de Zelevinskii, π 7→ τ(π) de l'algèbre
R.

2.3.11. Ce paragraphe est consacré à la preuve de 2.3.9 : La démonstration
de [Ze1, �7] marche très bien pour des représentations à la Zelevinskii sur
un corps de caractéristique banale. Ici on donne une démonstration qui est
valable pour les deux classi�cations qui n'est autre qu'une adaptation de la
preuve de [Tad, Theorem 5.3].

L'implication : si le multisegment (∆′
1, . . . ,∆

′
s) se déduit de (∆1, . . . ,∆r)

par une suite d'opérations élémentaires, alors la représentation 〈∆′
1, . . . ,∆

′
s〉

(resp. 〈∆′
1, . . . ,∆

′
s〉
t) est isomorphe à un sous-quotient irréductible de 〈∆1〉×

· · ·×〈∆r〉 (resp. 〈∆1〉t×· · ·×〈∆r〉t) se montre (cf. [Ze1, 7.1]), par récurrence
sur le nombre d'"opérations élémentaires", en utilisant le théorème 2.3.4.

Prouvons l'autre implication. Pour simpli�er les notations, on introduit
un nouvel ordre partiel (cf. [Ze1, 7.1]) sur M(S) (à ne pas confondre avec
le précédent) que l'on utilisera seulement dans ce paragraphe. On dira que
b < a si b se déduit de a par une suite non vide d'"opérations élémentaires".

On introduit certains opérateurs d'entrelacement.
Soient ∆1, . . . ,∆r des segments. Supposons que, si i < j, ∆i ne pré-

cède pas ∆j. Alors, d'après 2.3.6.1 la représentation 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 (resp.
〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t) admet une unique sous-représentation (resp. quotient)
irréductible, notée 〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp.〈∆1, . . . ,∆r〉t). Par 2.3.7.1, on sait que
〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp.〈∆1, . . . ,∆r〉t) est l'unique quotient (resp. sous-représen-
tation) irréductible de 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 (resp. 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t).

On dé�nit les opérateurs J et J t par :

J : 〈∆r〉 × · · · × 〈∆1〉 −→ 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 ,
J t : 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t −→ 〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t ,
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où J (resp. J t) est la projection de 〈∆r〉 × · · · × 〈∆1〉 (resp. 〈∆1〉t × · · · ×
〈∆r〉t) vers 〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp.〈∆1, . . . ,∆r〉t) composée avec l'inclusion vers
〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 (resp. 〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t).

Lemme 2.3.11.1. Soit ψ : 〈∆r〉 × · · · × 〈∆1〉 −→ 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 (resp.
ψt : 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t −→ 〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t) un entrelacement non
trivial. Alors im(ψ) = im(J) et ker(ψ) = ker(J) (resp. im(ψt) = im(J t) et
ker(ψt) = ker(J t)) dans R.

Démonstration. 〈∆r〉×· · ·×〈∆1〉 (resp. 〈∆1〉t×· · ·×〈∆r〉t) a un unique quo-
tient qui est 〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp.〈∆1, . . . ,∆r〉t). Si im(ψ) (resp. im(ψt)) n'était
pas irréductible, puisque 〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp.〈∆1, . . . ,∆r〉t) est l'unique sous-
module irréductible de 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 (resp. 〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t), la mul-
tiplicité de 〈∆1, . . . ,∆r〉 (resp.〈∆1, . . . ,∆r〉t) dans 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉 (resp.
〈∆r〉t×· · ·×〈∆1〉t) serait au moins 2, ce qui est absurde. D'où im(ψ) = im(J)
(resp. im(ψt) = im(J t)). On a donc que

(〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉) / ker(ψ) = (〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉) / ker(J)(
〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t

)
/ ker(ψt) =

(
〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t

)
/ ker(J t).

D'où ker(ψ) = ker(J) (resp. ker(ψt) = ker(J t)) dans R.

Soient ∆1,∆2 deux segments tels que ∆1 ne précède pas ∆2. On note
J∆1,∆2 (resp. J

t
∆1,∆2

) l'opérateur dé�ni précédemment

J∆1,∆2 : 〈∆2〉 × 〈∆1〉 −→ 〈∆1〉 × 〈∆2〉
J t∆1,∆2

: 〈∆1〉t × 〈∆2〉t −→ 〈∆2〉t × 〈∆1〉t .

Si ∆1,∆2 sont liés alors

ker (J∆1,∆2) = 〈∆1 ∪∆2〉 × 〈∆1 ∩∆2〉
ker
(
J t∆1,∆2

)
= 〈∆1 ∪∆2〉t × 〈∆1 ∩∆2〉t .

Sinon ker (J∆1,∆2) = 0 et ker
(
J t∆1,∆2

)
= 0.

On dé�nit ψ : 〈∆r〉× · · · × 〈∆1〉 −→ 〈∆1〉× · · · × 〈∆r〉 (resp. ψt : 〈∆1〉t×
· · · × 〈∆r〉t −→ 〈∆r〉t × · · · × 〈∆1〉t) comme la composée

〈∆r〉 × · · · × 〈∆2〉 × 〈∆1〉
1×···×1×J∆1,∆2// 〈∆r〉 × · · · × 〈∆1〉 × 〈∆2〉

1×···×J∆1,∆3
×1

// 〈∆r〉 × · · · × 〈∆1〉 × 〈∆3〉 × 〈∆2〉 → . . .

→ 〈∆1〉 × 〈∆r〉 × · · · × 〈∆3〉 × 〈∆2〉 → 〈∆1〉 × 〈∆r〉 × · · · ×
· · · × 〈∆2〉 × 〈∆3〉 → · · · → 〈∆1〉 × 〈∆2〉 × · · · × 〈∆r〉 (a)
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(resp.

〈∆1〉t × 〈∆2〉t × · · · × 〈∆r〉t
Jt
∆1,∆2

1×···×1
// 〈∆2〉t × 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t

1×Jt
∆1,∆3

×···×1
// 〈∆2〉t × 〈∆3〉t × 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t → . . .

→ 〈∆2〉t × 〈∆3〉t × · · · × 〈∆r〉t × 〈∆1〉t → 〈∆3〉t × 〈∆2〉t × · · · ×
· · · × 〈∆r〉t × 〈∆1〉t → · · · → 〈∆r〉t × 〈∆r−1〉t × · · · × 〈∆1〉t). (b)

Puisque le foncteur induction est exact on a

ker (1× · · · × 1× J∆1,∆2) = 1× · · · × 1× ker (J∆1,∆2)

ker
(
J t∆1,∆2

× 1 · · · × 1
)

= ker
(
J t∆1,∆2

)
× 1 · · · × 1,

et donc, si π est un sous-quotient irréductible de ker (ψ) (resp. de ker (ψt)),
il existe deux segments ∆i,∆j liés tels que π soit un sous-quotient de

〈∆1〉× · · · ×〈∆i−1〉 × 〈∆i ∪∆j〉 × 〈∆i+1〉 × · · · × 〈∆i ∩∆j〉 × · · · × 〈∆r〉

(resp. 〈∆1〉t × · · · × 〈∆i−1〉t × 〈∆i ∪∆j〉t × 〈∆i+1〉t

× · · · × 〈∆i ∩∆j〉t × · · · × 〈∆r〉t).

Ainsi, si π est un sous-quotient irréductible de ker (ψ) (resp. de ker (ψt)) de
la forme π = 〈∆′

1, . . . ,∆
′
r′〉 (resp. π = 〈∆′

1, . . . ,∆
′
r′〉

t) on a {∆′
1, . . . ,∆

′
r′} <

{∆1, . . . ,∆r} et donc ψ 6= 0 (resp. ψt 6= 0) puisque π = 〈∆1, . . . ,∆r〉 /∈
ker (ψ) (resp. π = 〈∆1, . . . ,∆r〉t /∈ ker (ψt)).

Lemme 2.3.11.2. Soit a ∈ M(S). Supposons que ρ ∈ Irr est un sous-
quotient de π(a) (resp. πt(a)) di�érent de 〈a〉 (resp. 〈a〉t). Alors il existe
a′ ∈M(S), a′ < a tel que ρ soit un sous-quotient de π(a′) (resp. πt(a′)).

Démonstration. Une telle représentation ρ, d'après le lemme 2.3.11.1, véri�-
rait ρ ∈ ker (ψ) (resp. de ρ ∈ ker (ψt)) et donc, par ce qui précède, il existe
a′ ∈M(S), a′ < a tel que ρ soit un sous-quotient de π(a′) (resp. πt(a′)).

Ce lemme permet de �nir la preuve de 2.3.9 par récurrence. En e�et, si a
est minimal en M(S) (avec l'ordre qu'on a dé�nit dans ce paragraphe), on a
〈a〉 = π(a) (resp. 〈a〉t = πt(a)). Ainsi si 〈b〉 (resp. 〈b〉t) est un sous-quotient
de π(a) (resp. πt(a)) on a a = b.

Supposons donc, a non minimal et la proposition montrée pour tout a′ <
a. Soit 〈b〉 (resp. 〈b〉t) un sous-quotient de π(a) (resp. πt(a)). Si 〈b〉 = 〈a〉
(resp. 〈b〉t = 〈a〉t) alors, par 2.3.6, a = b. Supposons alors 〈b〉 6= 〈a〉 (resp.
〈b〉t 6= 〈a〉t). Par le lemme 2.3.11.2, il existe a′ < a tel que 〈b〉 (resp. 〈b〉t)
soit un sous-quotient de π(a′) (resp. πt(a′)). Par hypothèse de récurrence on
trouve alors b ≤ a′ < a.
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2.3.12. Réduction modulo l. Le but de ce paragraphe est de regarder, pour
toute représentation irréductible π de Gn sur Ql, l-entière, sa réduction (cf.
2.1.10) modulo l notée π. De même, on aimerait bien savoir si toute repré-
sentation irréductible π sur Fl se relève. On rappelle qu'on note Λ l'idéal
maximal de Zl.

On va relever les ν-orbites de toute représentation cuspidale ρ de Gp sur
Fl de la façon suivante :

On rappelle que la propriété R3 a�rme que, dans le cas banal, il existe
toujours un entier t tel que la représentation ρνt n'appartient pas à supp (π) et
ça nous permettait d'ordonner la ν-orbite de ρ, {ρνt+1, ρνt+2, . . . , ρνt−1, ρνt},
par

ρνt+1 < ρνt+2 < · · · < ρνt−1 < ρνt.

On relève maintenant ρνt en une représentation cuspidale (cf. [Vi3, 3.4.])
ρνt, et pour i = t + 1, t + 2, . . . , t − 1 on relève maintenant ρνi en ρνi.
Si ∆ = {ρ1, . . . , ρr} est un segment on note ∆ = {ρ1, . . . , ρr} ; puisque la
réduction modulo l commute bien avec le foncteur de Jacquet (2.1.10), il est
clair que la réduction modulo l de 〈∆〉 (resp. 〈∆〉t) est irréductible est égale
à
〈
∆
〉
(resp.

〈
∆
〉t
). En e�et, on a r(p,...,p),rp (rl (〈∆〉)) = ρ⊗ νρ⊗ · · · ⊗ νn−1ρ

(resp. r(p,...,p),rp
(
rl
(
〈∆〉t

))
= νn−1ρ⊗ · · · ⊗ νρ⊗ ρ).

On a relevé la ν-orbite de ρ pour pouvoir a�rmer que

∆ précède ∆′ ⇔ ∆ précède ∆′. (a)

Nous pensons que cette propriété peut nous permettre de trouver un relè-
vement de π l-irréductible. Pourtant, on ne peut a�rmer que la proposition
suivante :

Soit a ∈M(S), a =
(
∆1, . . . ,∆r

)
et posons a le multisegment(∆1, . . . ,∆r).

Proposition. La représentation 〈a〉 (resp. 〈a〉t) est un sous-quotient de rl (〈a〉)
(resp. rl

(
〈a〉t

)
pour tout a ∈M(S) ;

Démonstration. Soient Li (resp. Lti) des réseaux des 〈∆i〉 (resp. 〈∆i〉t). No-
tons L (resp. Lt) le réseau 〈a〉∩ (L1 × · · · × Lr) (resp. 〈a〉t∩ (Lt1 × · · · × Ltr))
de 〈a〉 (resp. 〈a〉t).

Alors l'inclusion (resp. le quotient)

〈a〉 ↪→ 〈∆1〉 × · · · × 〈∆r〉
(resp. 〈∆1〉t × · · · × 〈∆r〉t � 〈a〉t )

induit une inlcusion (resp. quotient)

L/ΛL ↪→ (L1 × · · · × Lr) /Λ (L1 × · · · × Lr)

(resp.
(
Lt1 × · · · × Ltr

)
/Λ
(
Lt1 × · · · × Ltr

)
� Lt/ΛLt ),
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d'où

L/ΛL ↪→
〈
∆1

〉
× · · · ×

〈
∆r

〉
(resp.

〈
∆1

〉t × · · · × 〈∆r

〉t
� Lt/ΛLt ).

Puisque 〈a〉 (resp. 〈a〉t) est l'unique sous-module (resp. quotient) irréductible
de
〈
∆1

〉
× · · ·×

〈
∆r

〉
(resp.

〈
∆1

〉t× · · ·× 〈∆r

〉t
) on a que 〈a〉 (resp. 〈a〉t) est

un sous-quotient de L/ΛL (resp. Lt/ΛLt) d'où la proposition.

En général la réduction modulo l de 〈a〉 n'est pas irréductible. En e�et,
pour tout l > 0 il existe toujours une Ql-représentation irréductible qui se
réduit en une représentation réductible. Par exemple, si qe ≡ 1 mod l et
e > 1 alors la réduction de la représentation irréductible 1 × νe+1 est 1 × ν
qui -elle- est bien réductible.

2.4 Quelques remarques

2.4.1. Paramétrisation de Zelevinskii des représentations de GLr(D). Toutes
les preuves et remarques du chapitre précédent, à partir du théorème 2.3.4
sont vraies pour les représentations complexes de GLr(D). En e�et, le théo-
rème 2.3.4 est vrai pour de telles représentations par 2.2.4, 2.2.7 et [Au1],
où l'auteur montre que l'involution de Zelevinskii envoie toute représentation
irréductible en une représentation irréductible. Le reste du chapitre, étant de
nature purement combinatoire, reste donc aussi valable. Ainsi on a de même,
dans ce cas, une paramétrisation de Zelevinskii.

On peut maintenant aussi comprendre les raisons pour lesquelles l'article
[Ba2] su�t pour étendre tous les résultats de [Tad], quand D est de caracté-
ristique positive.

Dans [Ba2], on démontre que l'induite d'une représentation de carré inté-
grable est irréductible et dans [Ba, 2.3], on a�rme que toute toute représen-
tation de carré intégrable est une représentation de la forme 〈∆〉t avec, ∆ un
segment centré. Ainsi, on peut utiliser les arguments de [Tad, �2], de nature
purement combinatoire, pour montrer le théorème 2.3.4 dans le cas où D est
de caractéristique positive.

2.4.2. l-représentations de GLr(D), avec l banal. Pourquoi n'a-t-on pas de
telles classi�cations pour les l-représentations de GLr(D) quand l est banal ?

Dans ce cas on a deux problèmes :

1. D'abord, le point de départ. On ne sait pas montrer R1.
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2. Après, on se sait pas montrer un théorème comme 2.2.4 ou 2.3.4. Re-
marquons que pour prouver le premier, Tadic utilise la formule des
traces (via [DKV]), qui n'est pas utilisable si la caractéristique de R
est positive, et pour prouver le deuxième, on a besoin de la théorie des
dérivées qui -elle- n'est pas vraie pour des représentations d'une algèbre
centrale simple et donc on ne peut pas, non plus, utiliser les arguments
de [Vi2] ou de [Ze1].

Pourtant, on croit que ces théorèmes ainsi que le théorème de classi�cation
2.3.6 restent vrais pour des l-représentations de GLr(D), avec l banal.

Une idée pour pouvoir les montrer serait d'étendre les résultats de Sé-
cherre [Se1], [Se2], [Se3] en caractéristique banale, ce qui nous permettrait
de prouver un théorème similaire à 2.2.4 qui, comme on a vu, est su�sant
pour avoir une paramétrisation à la Zelevinskii.

2.4.3. l non-banal. Quand l est non banal on a plusieurs problèmes :

1. Les foncteurs de Jacquet ne déterminent pas les représentations ir-
réductibles. On peut avoir des représentations di�érentes qui ont les
mêmes foncteurs de Jacquet. Par exemple, la représentation triviale et
la représentation de Steinberg de GL2(F ) ont les mêmes foncteurs de
Jacquet si q ≡ 1 mod l (cf. [Vi5]).

2. Même si on pouvait bien dé�nir des représentations associées à des
segments en utilisant les modèles de Whittaker, le problème que l'on
trouve alors est que l'ensemble des segments n'est pas ordonné. Ça
implique, entre autres, que l'on ne peut pas utiliser le lemme 2.3.5 et
que ∆1×∆2 peut avoir une longueur strictement plus grande que 2 (cf.
[Vi5]).

3. Pour montrer 2.3.6, on utilise le fait que toute représentation cuspidale
est supercuspidale et le fait que ρ× νρ est de longueur deux.

4. La représentation ρ × νρ peut être semi-simple et donc on a des di�-
cultés pour di�érencier les sous-modules des quotients (cf. [Vi5]). Ainsi
les résultats de [Ze1, �2], ne sont plus vrais.
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Chapitre 3

Irréductibilité d'une induite

parabolique

Dans tout ce chapitre, on ne considère que des R-représentations, avec l
banal et D = F ou bien on supposera1 R = C.

Le but de ce chapitre est de donner des conditions su�santes sur deux
représentations irréductibles π et ρ pour que leur induite parabolique π × ρ
n'ait qu'un seul sous-module irréductible. C'est un problème très intéressant :
si c'était toujours le cas, i.e. si l'induite parabolique de deux représentations
irréductible, avait toujours un seul sous-module irréductible alors cela mon-
trerait la conjecture (U0) de [Tad], i.e. le fait que l'induite π × ρ de deux
représentations irréductibles unitaires de GLi(D) et GLj(D) respectivement
reste toujours irréductible. Cette conjecture vient d'être prouvée par V. Sé-
cherre.

Dans la deuxième partie, étant données deux représentations π et ρ telles
que π soit irréductible et ρ cuspidale, on calcule les paramètres de Langlands
de l'unique sous-module irréductible de π× ρ en fonction de ceux de π. Cela
va nous permettre de calculer explicitement la correspondance de Howe dans
le chapitre suivant.

De plus, ces calculs vont impliquer aussi que l'involution de Zelevinskii τ
véri�e la description géométrique de [Ze2] dans les cas où R est égal C ou
bien D = F et R de caractéristique banale.

1On a vu dans le chapitre 2 que la théorie des représentations dans ces deux cas est
grosso modo la même. Ainsi dans le reste de la thèse, quand on fera référence aux théorèmes
2.2.4, 2.2.5, aux remarques 2.2.5.1, 2.2.5.2, ou aux propositions 2.2.6.1, 2.2.6.3, on sous-
entendra que l'on fait référence aussi aux théorèmes 2.3.4, 2.3.6, aux remarques 2.3.7.1,
2.3.7, ou aux propositions 2.3.8, 2.3.9 respectivement, ce qui nous permet de bien simpli�er
la lecture.
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3.1 Unicité

3.1.1. La clé de ce chapitre est le théorème suivant

Théorème. Soient ∆1, . . . ,∆k des segments non liés véri�ant la condition
suivante

Si i 6= j, alors ou bien ∆i = ∆j ou bien ∆i ∩∆j = ∅. (a)

Soit ρ = 〈∆1, . . . ,∆k〉t (resp. 〈∆1, . . . ,∆k〉) et π ∈ Irr(Gn). Alors π × ρ
a un seul sous-module irréductible et il apparaît avec multiplicité 1 dans
JH (π × ρ).

Dé�nition. Soient π ∈ Irr(Gn) et ρ ∈ Irr(Gp), p ≤ n. On dé�nit un entier
l
supp(ρ)
π par

lsupp(ρ)
π = max {i : ∃τ1 ∈ Irr(Gn−i), τ2 ∈ Irr(Gi)

avec Hom(π, τ1 × τ2) 6= 0, et supp(τ2) ⊂ supp(ρ)}.

Remarque. On a aussi

lsupp(ρ)
π = max {i : ∃τ ′1 ∈ Irr(Gn−i), τ

′
2 ∈ Irr(Gi)

avec τ ′1 ⊗ τ ′2 ∈ JH
(
r(n−i,i),n (π)

)
, et supp(τ ′2) ⊂ supp(ρ)}.

En e�et, si τ ′1 ∈ Irr(Gn−i) et τ ′2 ∈ Irr(Gi), avec

supp (τ ′2) ⊂ supp (ρ) ,

d'après la proposition 2.1.12.1, il existerait τ1 ∈ Irr(Gn−i) et τ2 ∈ Irr(Gi),
avec

supp (τ2) = supp (τ ′2) ⊂ supp (ρ)

et Hom(π, τ1 × τ2) 6= 0.
Cette remarque nous permet de dé�nir l'entier lsupp(ρ)

π pour π une repré-
sentation de longueur �nie (non nécessairement irréductible).

Démonstration. Posons pour simpli�er l = l
supp(ρ)
π . Soient τ1 ∈ Irr(Gn−l), τ2 ∈

Irr(Gl), avec Hom(π, τ1 × τ2) 6= 0, et supp(τ2) ⊂ supp(ρ). Alors,

1. La condition (a) nous dit que les segments de ρ ne sont pas liés avec ceux
de τ2 dans la paramétrisation à la Langlands (resp. à la Zelevinskii).
La représentation τ = τ2 × ρ est donc irréductible d'après 2.2.6.1.
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2. Par maximalité de lsupp(ρ)
π et la remarque précédente, pour tout i ≥ 1

et tous
ρ1 ⊗ ρ2 ∈ JH

(
r(n−l−i,i),n−l (τ1)

)
,

ρ1 ∈ Irr(Gn−l−i) et ρ2 ∈ Irr(Gi), on a

supp (ρ2) * supp (τ) .

Le théorème découle du fait que τ et τ1 sont alors deux représentations
irréductibles qui satisfont aux conditions du corollaire 2.1.9.2. Leur induite
n'a alors qu'un seul sous-module irréductible et donc, π×ρ, sous-module non
nul de τ1 × τ , n'a, lui aussi, qu'un seul sous-module irréductible.

3.1.2. Si V est l'unique sous-module irréductible de π × ρ, alors lsupp(ρ)
V =

l
supp(ρ)
π + t, où t = gr(ρ). En e�et, l'inégalité lsupp(ρ)

V ≥ l
supp(ρ)
π + t est claire.

Pour l'autre, on remarque que, puisque le foncteur de Jacquet est exact, pour
tout ρ′ ∈ Irr, si Jacρ′(V ) 6= 0 (cf. 2.1.12.2) alors Jacρ′(π × ρ) 6= 0 et donc
l
supp(ρ)
V ≤ l

supp(ρ)
π×ρ . Ce dernier entier, par le lemme géométrique, vaut lsupp(ρ)

π +t.

3.1.3. En passant à la contragrédiente on trouve :

Corollaire. Avec les mêmes hypothèses, π× ρ a un unique quotient irréduc-
tible et il apparaît avec multiplicité 1.

Démonstration. On a que ρ satisfait à la condition 3.1.1(a) si, et seulement
si, ρ̃ satisfait à la condition 3.1.1(a). Ainsi, par le théorème 3.1.1, π̃ × ρ̃ a
un unique sous-module irréductible et il apparaît avec multiplicité 1 d'où, en
passant à la contragrédiente, le corollaire.

3.1.4. De la même façon, en utilisant le foncteur de Jacquet opposé et en
redé�nissant de façon appropriée l'entier l, on va montrer le théorème ci-
dessous.

Théorème. Avec les hypothèses de 3.1.1, ρ×π a un seul sous-module (resp.
quotient) irréductible et il apparaît avec multiplicité 1.

Démonstration. On ne montrera que l'assertion ρ×π a un seul sous-module.
Pour le quotient il faut juste passer à la contragrédiente comme dans 3.1.3.

On dé�nit maintenant l'entier 0l
supp(ρ)
π par

0lsupp(ρ)
π = max {i : ∃τ1 ∈ Irr(Gi), τ2 ∈ Irr(Gn−i)

avec Hom(π, τ1 × τ2) 6= 0, et supp(τ1) ⊂ supp(ρ)}.
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On a aussi

0lsupp(ρ)
π = max {i : ∃τ ′1 ∈ Irr(Gi), τ

′
2 ∈ Irr(Gn−i)

avec τ ′1 ⊗ τ ′2 ∈ JH
(
r(i,n−i),n (π)

)
, et supp(τ ′1) ⊂ supp(ρ)}.

En e�et, si τ ′1 ∈ Irr(Gi) et τ ′2 ∈ Irr(Gn−i), avec

supp (τ ′1) ⊂ supp (ρ) ,

d'après la proposition 2.1.12.1, il existerait τ1 ∈ Irr(Gi) et τ2 ∈ Irr(Gn−i),
avec

supp (τ1) = supp (τ ′1) ⊂ supp (ρ)

et Hom(π, τ1 × τ2) 6= 0.
Posons pour simpli�er l =0 l

supp(ρ)
π . Soient τ1 ∈ Irr(Gl), τ2 ∈ Irr(Gn−l),

avec Hom(π, τ1 × τ2) 6= 0, et supp(τ1) ⊂ supp(ρ). Alors,

1. La condition (a) nous dit que les segments de ρ ne sont pas liés avec
ceux de τ1 dans la paramétrisation à la Langlands si ρ = 〈∆1, . . . ,∆k〉t
(ou à la Zelevinskii si ρ = 〈∆1, . . . ,∆k〉). La représentation τ = ρ× τ1
est donc irréductible d'après 2.2.6.1.

2. Par maximalité de 0l
supp(ρ)
π et ce qui précède, pour tout i ≥ 1 et tous

ρ1 ⊗ ρ2 ∈ JH
(
r(i,n−l−i),n−l (τ2)

)
,

ρ1 ∈ Irr(Gi) et ρ2 ∈ Irr(Gn−l−i), on a

supp (ρ1) * supp (τ) .

Le théorème découle du fait que τ et τ2 sont alors deux représentations
irréductibles qui satisfont aux conditions du corollaire 2.1.9.2. Leur induite
n'a alors qu'un seul sous-module irréductible et donc, ρ×π, sous-module non
nul de τ × τ2, n'a, lui aussi, qu'un seul sous-module irréductible.

Remarque. On montre aussi comme dans 3.1.2 que, si V est l'unique quo-
tient de ρ× π, alors lρV = lρπ + t, où t = gr(ρ).

On considère pourtant que les conditions ne sont pas nécessaires et on se
pose la :

Question. Est-ce que l'induite parabolique de deux représentations irréduc-
tibles a toujours un seul sous-module irréductible ?

Remarquons que l'induite de trois représentations irréductibles peut avoir
deux sous-modules irréductibles (Par exemple la représentation 1×| |× 1 de
GL3(F ).)
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3.2 Calcul explicite

Dans cette section on se propose de calculer les paramètres de Langlands
de l'unique sous-module irréductible de π×ρ. Les deux premiers lemmes sont
une transcription des lemmes II.8. et II.9. de [MW] dans nos notations ; on
les inclut ici pour faciliter la lecture.

3.2.1. Nous introduisons quelques notations dont nous aurons besoin. On �xe
une représentation cuspidale α de GLn(D). D'après le corollaire 2.2.7, il su�t
de calculer les paramètres de Langlands de l'unique sous-module de π×α pour
π ∈ Irr(α). Ainsi on peut identi�er un segment ∆ = {νtαα, νt+1

α α, . . . , νrαα}
à une suite {t, t+ 1, . . . , r}. Dorénavant, s'il n'y pas d'ambiguïté, quand on
a �xé une représentation cuspidale, on utilisera indi�éremment les deux no-
tations. On notera aussi b (∆) = t (ou b (∆) = νtαα), e (∆) = r (ou e (∆) =
νrαα) et ∆+ (resp. +∆, ∆−, −∆) le segment ∆+ = {νtαα, . . . , νr+1

α α} (resp.
+∆ = {νt−1

α α, . . . , νrαα}, ∆− = {νtαα, . . . , νr−1
α α}, −∆ = {νt+1

α α, . . . , νrαα}).
On notera aussi 〈∅〉t la représentation triviale de G0 et pour toute repré-

sentation V , V̂ = 〈∅〉t (ce qui signi�e, en pratique, qu'on ôte la présence de
V dans la notation).

Lemme. Soient ∆,∆′,∆′′, les segments

∆ = {b, . . . , e} , ∆′ = {b, . . . , e′} , ∆′′ = {b′′, . . . , e′′} ,
avec e′ ≤ e, b < b′′, e < e′′. Alors 〈∆′〉t × 〈∆,∆′′〉t est une représentation

de
G (= GL ((e+ e′ + e′′ − 2b− b′′ + 3)n,D))

isomorphe à la représentation irréductible 〈∆,∆′,∆′′〉t. Il en est de même de

〈∆,∆′′〉t × 〈∆′〉t .

Démonstration. Nous supposons ∆′′ lié à ∆ et ∆′, i. e. b′′ ≤ e′ + 1 (sinon
les trois segments ne sont pas liés et donc le résultat découle trivialement de
2.2.4). D'après 2.2.6.3, les sous-quotients irréductibles de 〈∆〉t×〈∆′〉t×〈∆′′〉t
sont de l'une des formes suivantes :

V1 = 〈∆,∆′,∆′′〉t ,
V2 = 〈∆ ∪∆′′,∆ ∩∆′′,∆′〉t = 〈{b, . . . , e′′} , {b′′, . . . , e} , {b, . . . , e′}〉t ,
V3 = 〈∆,∆′ ∪∆′′,∆′ ∩∆′′〉t = 〈{b, . . . , e} , {b, . . . , e′′} , {b′′, . . . , e′}〉t .

Remarque. Si e′ < e, on a aussi
V3 = 〈∆ ∪∆′′, (∆ ∩∆′′) ∪∆′,∆ ∩∆′′ ∩∆′〉t. En outre si e′ est égal à e,

alors V3 et V2 sont isomorphes.
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On sait d'après 2.2.4, que V3 est isomorphe au produit 〈∆〉t×〈∆′ ∪∆′′〉t×
〈∆′ ∩∆′′〉t, et on a une suite exacte courte :

0 −→ 〈∆′〉t ×〈∆ ∩∆′′〉t × 〈∆ ∪∆′′〉t −→
−→ 〈∆′〉t × 〈∆′′〉t × 〈∆〉t −→ 〈∆′〉t × 〈∆′,∆′′〉t −→ 0. (a)

Or la représentation

νbρ⊗ . . .⊗ νb
′′−1ρ⊗ νbρ⊗ . . .⊗ νb

′′−1ρ⊗ νb
′′
ρ⊗ . . .⊗ νe

′′ ⊗
⊗νb′′ρ⊗ . . .⊗ νeρ⊗ νb

′′
ρ⊗ . . .⊗ νe

′
ρ,

intervient (d'après le lemme géométrique et la dé�nition de segment dans la
deuxième partie de la proposition 2.2.3)

2 fois dans r
(
〈∆〉t × 〈∆〉t × 〈∆′′〉t

)
si e 6= e′, et 4 fois si e = e′.

2 fois dans r
(
〈∆′〉t × 〈∆ ∪∆′′〉t × 〈∆ ∩∆′′〉t

)
si e 6= e′, et 4 fois si

e = e′.

2 fois dans r
(
〈∆′〉t × 〈∆′ ∪∆′′〉t × 〈∆′ ∩∆′′〉t

)
si e 6= e′, et 4 fois si

e = e′,

où on note ici r le foncteur de Jacquet relatif à la partition (n, . . . , n). L'exac-
titude du foncteur de Jacquet, appliqué à (a), et ce qui précède prouvent que
la représentation 〈∆′〉t × 〈∆,∆′′〉t contient au plus comme sous-quotients ir-
réductibles V1 (avec multiplicité 1) et V2 avec multiplicité à préciser si e′ est
strictement inférieur à e, et nulle si e est égal à e′. Supposons donc que e est
di�érent de e′. Dans ce cas, on véri�e que la représentation :

νb
′′
ρ⊗ . . .⊗ νeρ⊗ νbρ⊗ . . .⊗ νe

′′
ρ⊗ νbρ⊗ . . .⊗ νe

′
ρ

intervient au moins une fois dans r(V2) (par 2.2.5), et exactement une fois
dans r

(
〈∆〉t × 〈∆′〉t × 〈∆′′〉t

)
. Comme précédemment, l'exactitude du fonc-

teur de Jacquet et le fait que V2 intervient dans 〈∆′〉t×〈∆ ∩∆′′〉t×〈∆ ∪∆′′〉t,
prouvent que V2 n'intervient pas dans 〈∆′〉t × 〈∆,∆′′〉t. Cela prouve la pre-
mière partie du lemme. La seconde se prouve est une conséquence de ce qui
précède et 2.1.14.

3.2.2. Le lemme ci-dessous est une adaptation du lemme II.9. de [MW]. On
rappelle qu'on a �xé une représentation cuspidale α. Illustrons les notations
du lemme par un exemple, qui, on l'espère, permet de mieux comprendre la
situation combinatoire.
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c-2 c c+2 c+4 c+6 c+8 c+10

� �����������������∆i(1)−1

� �����������������������∆i(1) = ∆h(1)

� ���������������∆l(1)

	 	
�
�
�
�
�
�
�∆l(2)

� �
�
�
�
�
�
�
�∆l(3)

� ���������������∆i(5) = ∆h(3)

������������∆i(4) = ∆h(2)

������∆l(4)

��∆i(6) = ∆h(4)

� ���������������������∆j(1) = ∆k(1)

� ���������������������∆j(2) = ∆s(1)

  !"!"!"!"!"!"!"!"!"∆j(3) = ∆s(2)

##$%$%$%$%$%∆j(4) = ∆k(2)

&&'('('('(∆j(5) = ∆k(3)

)*∆j(6) = ∆k(4)

++,-,-,-,-,-∆j(6)+1

Exemple

Lemme. Soient c un entier, ρ = νcα la représentation associée de GL (n,D) ,
et π une représentation irréductible de GL (N − n,D) paramétrée, à la Lan-
glands, par le multisegment rangé, noté m = {∆1 . . .∆r}. Alors l'ensemble
des représentations irréductibles de GL (N,D) qui sont isomorphes à des
sous-représentations de π × ρ (resp. à des quotients de ρ × π) est inclus
dans l'ensemble des représentations irréductibles suivantes :

〈{c} ,∆1, . . . ,∆t〉t
〈∆1, . . . ,

+ ∆s, . . . ,∆t〉t où ∆s est un segment de m débutant à c+1, et où
s parcourt les entiers véri�ant la propriété suivante : notons ∆j(1), . . . ,∆j(r)

les segments de m (dans l'ordre décroissant) commençant par c ; pour tout
entier v compris entre 1 et r, on dé�nit, inductivement sur v, l'entier i (v)
comme étant soit le plus grand entier di�érent de i (1) , . . . , i (v − 1), tel que
∆i(v) commence par c+ 1 et soit précédé par ∆j(v), soit i(v) = t+ 1 si un tel
entier n'existe pas ; alors s ne doit pas être l'un des entiers i(v) qui viennent
d'être dé�nis.
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Démonstration. On note k(1), . . . , k(wπ), ceux des entiers j(v), pour v ∈
{1, . . . , rπ}, pour lesquels i(v) est inférieur ou égal à t, k(1), . . . , k(wπ) étant
écrits dans l'ordre croissant. Remarquons qu'on a wπ ≤ rπ. On note aussi
h(1), . . . , h(wπ) les i(v) correspondants ; l(1), . . . , l(uπ) les i(v) di�érents de
ceux qui viennent d'être dé�nis. On pose l′π = (rπ − wπ) et s(1), . . . , s(l′π) les
i(v) di�érents de ceux qui viennent d'être dé�nis. Remarquons que les entiers
rπ, wπ, uπ, l

′
π ne dépendent que des segments {∆1 . . .∆t}. On garde pourtant

les sous-indices π pour simpli�er la notation.
Pour tout entier i compris entre 1 et t, on pose

Vi =


∆i, si i /∈ {h (v) : 1 ≤ v ≤ wπ} ∪ {k (v) : 1 ≤ v ≤ wπ}〈
∆h(v),∆k(v)

〉t
, si i = h (v) , 1 ≤ v ≤ wπ,

〈∅〉t , si i = k (v) , 1 ≤ v ≤ wπ

Calculons d'abord les possibles sous-modules irréductibles de π×ρ (on verra
que les quotients se calculent mutatis mutandis de la même façon). On note j
le plus grand entier tel que b(∆j) ≥ c+1 (on suppose qu'un tel entier existe.
Sinon, le lemme est trivial : en e�et π × ρ est une sous-représentation de
〈∆t〉t×· · ·×〈∆1〉t×ρ qui, par 2.2.5.1 n'a qu'un seul sous-module irréductible).
Montrons qu'on a la suite de wπ morphismes injectifs suivante :

Vt × . . .× V1 ↪→ Vt × . . .× Vj+1 ×
〈
∆k(w)

〉t × Vj × . . .× Vh(w)+1

×
〈
∆h(w)

〉t × V̂h(w) × . . .× V1 ↪→
Vt × . . .× Vj+1 ×

〈
∆k(w)

〉t × 〈∆k(w−1)

〉t × Vj × . . .× Vh(w)+1 ×
〈
∆h(w)

〉t
× V̂h(w) × . . .× Vh(w−1)+1 ×

〈
∆h(w−1)

〉t × V̂h(w−1) × . . .× V1

( si h (w − 1) ≤ h (w))

Vt × . . .× Vj+1 ×
〈
∆k(w)

〉t × 〈∆k(w−1)

〉t × Vj × . . .× Vh(w−1)+1

×
〈
∆h(w−1)

〉t × V̂h(w−1) × . . .× Vh(w)+1 ×
〈
∆h(w)

〉t × V̂h(w) × . . .× V1

( si h (w) ≤ h (w − 1))

. . . (a)

↪→ 〈∆t〉t × . . .× 〈∆1〉t .

Au rang v, v = 1, . . . ,Wπ, on utilise l'inclusion

Vh(v) =
〈
∆h(v),∆k(v)

〉t
↪→
〈
∆k(v)

〉t × 〈∆h(v)

〉t
.

Ensuite on doit mettre
〈
∆k(v)

〉t
à la place voulue en la faisant permuter

à des termes de la forme
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∆h(u)

〉t
pour u > v et h(u) > h(v)

〈∆i〉t pour h(u) < i ≤ j et i /∈ {h(u)|1 ≤ u ≤ wπ}〈
∆h(u),∆k(u)

〉t
pour u < v et h(u) > h(v).

Dans ce dernier cas, comme u < v, on a ∆k(v) ⊂ ∆k(u), on est dans la
situation du lemme 3.2.1 qui justi�e la permutation. Dans les deux premiers
cas, il s'agit d'un terme de la forme 〈∆i〉t, avec b (∆i) = c+ 1, i > h(v), et i
di�érent des entiers h(1), . . . , h(v − 1).

D'après la dé�nition de h(v), ∆i n'est donc pas lié à ∆k(v), ce qui justi�e
la permutation (cf. 2.2.4). Pour la dernière inclusion, on utilise de plus le
fait qu'on peut permuter les segments commençant par c, puisque ceux-ci ne
sont pas liés.

Il résulte alors de 2.2.5.1, que π est un sous-module de Vt× . . .×V1, donc
que π× ρ est un quotient de Vt× . . .×V1× ρ. On rappelle que l(1), . . . , l(uπ)
sont les entiers di�érents de h(1), . . . , h(wπ), tels que ∆l(v) soit un segment
commençant par c + 1. Pour tout entier v compris entre 1 et uπ, on a une
suite exacte courte :

0 −→ Vt × . . .× Vl(v)+1 ×
〈

+∆l(v)

〉t × Vl(v)−1 × . . .× V1

−→ Vt × . . .× Vl(v)+1 ×
〈
∆l(v)

〉t × ρ××Vl(v)−1 × . . .× V1 (b)

−→ Vt × . . .× Vl(v)+1 ×
〈
∆l(v), {c}

〉t × Vl(v)−1 × . . .× V1 −→ 0.

Utilisant le lemme 3.2.1 et le corollaire 2.2.4 on a des isomorphismes :

Vt × . . .× V1 × ρ ∼= Vt × . . .× Vl(1) × ρ× Vl(1)−1 × . . .× V1 (c)

et pour tout v ∈ {1, . . . , wπ},

ρ× Vh(v) ∼= Vh(v) × ρ. (d)

D'après 2.2.5.1, on a l'inclusion , pour v ∈ {1, . . . , uπ}

Vt × . . .× Vl(v)+1 ×
〈
∆l(v), {c}

〉t × Vl(v)−1 × . . .× V1

↪→ Vt × . . .× Vl(v)+1 × ρ×
〈
∆l(v)

〉t × Vl(v)−1 × . . .× V1. (e)

Grâce à (b), (c), (d), (e), on voit que l'ensemble des sous-représentations
irréductibles de π × ρ est inclus dans l'ensemble des sous-représentations
irréductibles de l'une des représentations :

Vt × . . .× Vl(v)+1 ×
〈

+∆l(v)

〉t × Vl(v)−1 × . . .× V1, pour 1 ≤ v ≤ uπ,

Vt × . . .× Vj+1 × ρ× Vj × . . .× V1.
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Utilisant le même raisonnement que pour (a), on obtient les inclusions :

Vt × . . .× Vl(v)+1 ×
〈

+∆l(v)

〉t × Vl(v)−1 × . . .× V1 ↪→
〈∆t〉t × . . .×

〈
∆l(v)+1

〉t × 〈+∆l(v)

〉t × 〈∆l(v)−1

〉t × . . .× 〈∆1〉t ,

pour 1 ≤ v ≤ uπ,

Vt × . . .× Vj+1 × ρ× Vj × . . .× V1 ↪→
〈∆t〉t × . . .× 〈∆j+1〉t × ρ× 〈∆j〉t × . . .× 〈∆1〉t ,

Puisque le segment +∆l(v) contient les segments ∆i qui commencent par
c+ 1 et pour lesquels i est supérieur à l(v), on a aussi :

〈∆t〉t × . . .×
〈
∆l(v)+1

〉t × 〈+∆l(v)

〉t × 〈∆l(v)−1

〉t × . . .× 〈∆1〉t ∼=
〈∆t〉t× . . .×

〈
+∆l(v)

〉t× 〈∆j〉t× . . .×
〈
∆l(v)+1

〉t× 〈∆l(v)−1

〉t × . . .× 〈∆1〉t.

On a alors que, d'après 2.2.5.1, la représentation intervenant dans le membre
de droite des deux équations précédentes a un unique sous-module irréduc-
tible, isomorphe à

〈{c} ,∆1, . . . ,∆t〉
(
resp.

〈
∆1, . . . ,

+ ∆l(v), . . . ,∆t

〉)
.

Calculons maintenant les possibles quotients irréductibles de ρ×π. On ne
peut pas utiliser l'astuce de [MW, II.10.2] car, sur un corps non commutatif,
la transposée d'une matrice inversible n'est pas forcément inversible. Ainsi
on doit recopier toute la preuve, juste en inversant tous les facteurs.

On note j le plus grand entier tel que b(∆j) ≥ c+1 (on suppose qu'un tel
entier existe. Sinon, le lemme est trivial : en e�et ρ × π est une quotient de
ρ×〈∆1〉t×· · ·×〈∆t〉t qui, par 2.2.5 n'a qu'un seul sous-module irréductible).
Montrons qu'on a la suite de wπ morphismes surjectifs suivante :

V1 × . . .× Vt � V1 × . . .× V̂h(w) ×
〈
∆h(w)

〉t × Vh(w)+1 × . . .× Vj

×
〈
∆k(w)

〉t × Vj+1 × . . .× Vt �

V1 × . . .× V̂h(w−1) ×
〈
∆h(w−1)

〉t × Vh(w−1)+1 × . . .× V̂h(w) ×
〈
∆h(w)

〉t
× Vh(w)+1 × . . .× Vj ×

〈
∆k(w−1)

〉t × 〈∆k(w)

〉t × Vj+1 × . . .× Vt

( si h (w − 1) ≤ h (w))

V1 × . . .× V̂h(w) ×
〈
∆h(w)

〉t × Vh(w)+1 × . . .× V̂h(w−1) ×
〈
∆h(w−1)

〉t
× Vh(w−1)+1 × . . .× Vj ×

〈
∆k(w−1)

〉t × 〈∆k(w)

〉t × Vj+1 × . . .× Vt

( si h (w) ≤ h (w − 1))

. . . (f)

� 〈∆1〉t × . . .× 〈∆t〉t .



3.2. CALCUL EXPLICITE 79

Au rang v, v = 1, . . . ,Wπ, on utilise la surjection

Vh(v) =
〈
∆h(v),∆k(v)

〉t
�
〈
∆h(v)

〉t × 〈∆k(v)

〉t
.

Ensuite on doit mettre
〈
∆k(v)

〉t
à la place voulue en la faisant permuter

à des termes de la forme〈
∆h(u)

〉t
pour u > v et h(u) > h(v)

〈∆i〉t pour h(u) < i ≤ j et i /∈ {h(u)|1 ≤ u ≤ wπ}〈
∆h(u),∆k(u)

〉t
pour u < v et h(u) > h(v).

Dans ce dernier cas, comme u < v, on a ∆k(v) ⊂ ∆k(u), on est dans la
situation du lemme 3.2.1 qui justi�e la permutation. Dans les deux premiers
cas, il s'agit d'un terme de la forme 〈∆i〉t, avec b (∆i) = c+ 1, i > h(v), et i
di�érent des entiers h(1), . . . , h(v − 1).

D'après la dé�nition de h(v), ∆i n'est donc pas lié à ∆k(v), ce qui justi�e
la permutation (cf. 2.2.4). Pour la dernière surjection, on utilise de plus le
fait qu'on peut permuter les segments commençant par c, puisque ceux-ci ne
sont pas liés.

Il résulte alors de 2.2.5, que π est un quotient de V1 × . . .× Vt, donc que
ρ× π est un quotient de ρ× V1 × . . .× Vt. Pour tout entier v compris entre
1 et uπ, on a une suite exacte courte :

0 −→ V1 × . . .× Vl(v)−1 ×
〈
∆l(v), {c}

〉t × Vl(v)+1 × . . .× Vt

−→ V1 × . . .× Vl(v)−1 × ρ×
〈
∆l(v)

〉t × Vl(v)+1 × . . .× Vt (g)

−→ V1 × . . .× Vl(v)−1 ×
〈

+∆l(v)

〉t × Vl(v)+1 × . . .× Vt −→ 0.

Utilisant le lemme 3.2.1 et le corollaire 2.2.4 on a des isomorphismes :

ρ× V1 × . . .× Vt ∼= V1 × . . .× Vl(1)−1 × ρ× Vl(1) × . . .× Vt (h)

et pour tout v ∈ {1, . . . , wπ},

ρ× Vh(v) ∼= Vh(v) × ρ. (i)

D'après 2.2.5, on a la surjection, pour v ∈ {1, . . . , uπ}

V1 × . . .× Vl(v)−1 ×
〈
∆l(v)

〉t × ρ× Vl(v)+1 × . . .× Vt

� V1 × . . .× Vl(v)−1 ×
〈
∆l(v), {c}

〉t × Vl(v)+1 × . . .× Vt. (j)

Grâce à (g), (h), (i), (j), on voit que l'ensemble des quotients irréductibles
de ρ × π est inclus dans l'ensemble des quotients irréductibles de l'une des
représentations :

V1 × . . .× Vl(v)−1 ×
〈

+∆l(v)

〉t × Vl(v)+1 × . . .× Vt, pour 1 ≤ v ≤ uπ,

V1 × . . .× Vj × ρ× Vj+1 × . . .× Vt.
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Utilisant le même raisonnement que pour (f), on obtient des surjections :

V1 × . . .× Vl(v)−1 ×
〈

+∆l(v)

〉t × Vl(v)+1 × . . .× Vt �

〈∆1〉t × . . .×
〈
∆l(v)−1

〉t × 〈+∆l(v)

〉t × 〈∆l(v)+1

〉t × . . .× 〈∆t〉t ,

pour 1 ≤ v ≤ uπ,

V1 × . . .× Vj × ρ× Vj+1 × . . .× Vt �

〈∆1〉t × . . .× 〈∆j〉t × ρ× 〈∆j+1〉t × . . .× 〈∆t〉t ,

Puisque le segment +∆l(v) contient les segments ∆i commençant par c+1
et pour lesquels i est supérieur à l(v), on a aussi :

〈∆1〉t × . . .×
〈
∆l(v)−1

〉t × 〈+∆l(v)

〉t × 〈∆l(v)+1

〉t × . . .× 〈∆t〉t ∼=
〈∆1〉t × . . .×

〈
∆l(v)−1

〉t × 〈∆l(v)+1

〉t × . . .× 〈∆j〉t ×
〈

+∆l(v)

〉t × . . .× 〈∆t〉t .

On a alors que, d'après 2.2.5, la représentation intervenant dans le membre
de droite des deux équations précédentes a un unique quotient irréductible,
isomorphe à

〈{c} ,∆1, . . . ,∆t〉
(
resp.

〈
∆1, . . . ,

+ ∆l(v), . . . ,∆t

〉)
3.2.3. Le lemme suivant est la clé de tout ce qui suit :

Lemme. Soient ∆ = {b, . . . , e} ,∆′ = {b′, . . . , e′} deux segments tels que ∆
précède ∆′. Alors Jacb

(
〈∆,∆′〉t

)
6= ∅ ⇔ b′ 6= b+ 1

Démonstration. On a une suite exacte

0 → 〈∆ ∪∆′〉t × 〈∆ ∩∆′〉t → 〈∆〉t × 〈∆′〉t → 〈∆,∆′〉t → 0.

Par le lemme géométrique on a :

JH
(
r((e−b)n,n),(e−b+1)n)

(
〈∆〉t × 〈∆′〉t

))
={(〈−∆

〉t × 〈∆′〉t
)
⊗ b,

(
〈∆〉t ×

〈−∆′〉t)⊗ b′
}

JH
(
r((e−b)n,n),(e−b+1)n)

(
〈∆ ∪∆′〉t × 〈∆ ∩∆′〉t

))
={(〈−(∆ ∪∆′)

〉t × 〈∆ ∩∆′〉t
)
⊗ b,

(
〈(∆ ∪∆′)〉t ×

〈−(∆ ∩∆′)
〉t)⊗ b′

}
et donc

Jacb

(
〈∆〉t × 〈∆′〉t

)
=

(〈−∆
〉t × 〈∆′〉t

)
⊗ b

Jacb

(
〈∆ ∪∆′〉t × 〈∆ ∩∆′〉t

)
=

(〈−(∆ ∪∆′)
〉t × 〈∆ ∩∆′〉t

)
⊗ b.
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Ainsi, par exactitude du foncteur de Jacquet, on a Jacb
(
〈∆,∆′〉t

)
=

〈−∆×∆′〉t⊗ b si, et seulement si, 〈−∆〉t×〈∆′〉t 6= 〈−(∆ ∪∆′)〉t×〈∆ ∩∆′〉t,
i.e, si b′ 6= b+ 1.

3.2.4. Cela implique le

Corollaire. Avec les notations de 3.1.1 et 3.2.2, ρ étant toujours une repré-
sentation cuspidale de Gn, on a l

{ρ}
π ≤ nl′π.

Démonstration. Avec les notations de 3.2.2 on a

V1 × · · · × Vt � π. (a)

D'après le lemme 3.2.3, les seuls Vi tels que Jacρ(Vi) 6= ∅ sont les Vs(i) avec
1 ≤ i ≤ lπ et donc, par le lemme géométrique

l
{ρ}
V1×···×Vt

= nl′π.

Or, par (a) et l'exactitude du foncteur de Jacquet l{ρ}π ≤ l
{ρ}
V1×···×Vt

, ce qui
prouve le lemme.

3.2.5. On dé�nit deux opérateurs :

Qc : M(S) −→M(S)

Sc : M(S) −→M(S),

par

Qc ({∆1, . . . ,∆t}) =

{{
∆1, . . . ,

+ ∆l(1), . . . ,∆t

}
si uπ ≥ 1

{{c} ,∆1, . . . ,∆t} si uπ = 0

Sc ({∆1, . . . ,∆t}) =

{{
∆1, . . . ,

− ∆s(l′π), . . . ,∆t

}
si l′π ≥ 1

∅ si l′π = 0,

où le multisegment {∆1, . . . ,∆t} est supposé rangé.
Le lemme ci-dessous explicite, en termes des segments, l'action de Sc sur

un multisegment :

Lemme. Notons {∆′
1, . . . ,∆

′
N ′} = Sc({∆1, . . . ,∆N}), et π = 〈∆1, . . . ,∆N〉t

Alors,

1. ∆′
h(v) = ∆h(v) et ∆′

k(v) = ∆k(v) pour tout v = 1, . . . , rπ,

2. ∆′
l(v) =

{
−∆′

s(l′π) si v = 1

∆′
l(v−1) si v = 2, . . . , wπ + 1.
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Démonstration. On a ∆′
j(v) =

{
∆′
j(v) si v < j−1 ◦ s(l′π)

∆′
j(v+1) si v ≥ j−1 ◦ s(l′π).

Montrons (1) par récurrence :
Par construction de k, il n'y a pas de segment ∆α commençant par c+ 1

qui précède ∆j(t) pour j(t) < k(1). Par minimalité dans l'ensemble des ∆s(α),
−∆s(l′π) ne précède aucun des ∆j(t) pour j(t) < k(1). D'où

∆′
k(1) = ∆k(1).

∆h(1) est un segment dans {∆′
1, . . . ,∆

′
N} commençant par c + 1, précédant

∆′
k(1) et minimal parmi les ∆α véri�ant ces deux propriétés.
� Si k(1) < s(l′π), alors

−∆s(l′π) ne précède pas ∆′
k(1).

� Si k(1) > s(l′π), puisque ∆h(1) ne précède pas ∆s(l′π) (par construction
de h(1)), alors ∆h(1) ≤− ∆s(l′π),

d'où
∆′
h(1) = ∆h(1).

Supposons maintenant que ∆′
h(i) = ∆h(i) et ∆′

k(i) = ∆k(i) pour tout i ∈
{1, . . . , v}, et montrons que ∆′

h(v+1) = ∆h(v+1) et ∆′
k(v+1) = ∆k(v+1).

Il n'y a pas de segment ∆α commençant par c+ 1 qui précède ∆j(t) pour
j(t) < k(v+1) et j(t) /∈ {k(1), . . . , k(v)}. Par minimalité dans l'ensemble des
∆s(α), le segment −∆s(lpi/n) ne précède aucun des ∆j(t) pour j(t) < k(v + 1)
et j(t) /∈ {k(1), . . . , k(v)} (ce sont des "∆s(β)". . .). D'où

∆′
k(v+1) = ∆k(v+1).

∆h(v+1) est un segment dans {∆′
1, . . . ,∆

′
N} commençant par c+1, précédant

∆′
k(v+1) di�érent des ∆h(β), pour β ≤ v et minimal parmi les ∆α véri�ant ces

trois propriétés.
� Si k(v + 1) < s(l′π), alors

−∆s(l′π) ne précède pas ∆′
k(v+1).

� Si k(v+1) > s(l′π), puisque ∆h(v+1) ne précède pas ∆s(l′π) (par construc-
tion de h(v + 1)), alors ∆h(v+1) ≤− ∆s(l′π),

d'où
∆′
h(v+1) = ∆h(v+1).

Pour montrer (2) il su�t, d'après ce qui précède, de remarquer que
∆l(1) ≤− ∆s(l′π).

3.2.6. Le corollaire suivant est une conséquence immédiate :

Corollaire. 1. Si l′π ≥ 1, alors Qc ◦ Sc = IdM(S).

2. Si l′π ≥ 1, alors l′〈Sc({∆1,...,∆t})〉t
= l′〈∆1,...,∆t〉t

− 1.
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3. l′〈Qc({∆1,...,∆t})〉t
= l′〈∆1,...,∆t〉t

+ 1.

4. Si ωi est l'un des sous-modules décrits dans le lemme 3.2.2 et ωi �
〈Qc ({∆1, . . . ,∆t})〉t, alors l′ωi

= l′〈∆1,...,∆t〉t
.

3.2.7. Le théorème suivant est la conclusion de notre étude soigneuse :

Théorème. Soient ρ une représentation cuspidale de Gn, π = 〈∆1, . . . ,∆t〉t.
Avec les notations précédentes,( on a :

1. l
{ρ}
π = nl′π

2. L'unique sous-module irréductible de 〈∆1, . . . ,∆t〉t × ρ est
〈Qc ({∆1, . . . ,∆t})〉t .

3. Si l′π ≥ 1, 〈∆1, . . . ,∆t〉t est un sous-module irréductible de

〈Sc ({∆1, . . . ,∆t})〉 × ρ.

4. L'unique quotient irréductible de ρ× 〈∆1, . . . ,∆t〉t est

〈Qc ({∆1, . . . ,∆t})〉t .

Démonstration. (3) est une conséquence de (2) et 3.2.6.(1).
Montrons (1) et (2) par récurrence sur l′π.
Si l′π = 0, d'après 3.2.4 on a l{ρ}π = 0. Si π × ρ avait pour sous-modules

l'un des ωi 6= 〈Qc ({∆1, . . . ,∆t})〉t, on aurait, par 3.2.6.(4), l'�galité l′ωi
= 0,

donc l{ρ}ωi = 0 ce qui est absurde par 3.1.2.
Supposons l′π = k > 0. Alors, par 3.2.6.(2), l′〈Sc({∆1,...,∆t})〉t

= l′〈∆1,...,∆t〉t
−1

donc, par hypothèse de récurrence, le théorème est vrai pour la représentation
〈Sc ({∆1, . . . ,∆t})〉t, i.e.

1. 〈Qc ◦ Sc ({∆1, . . . ,∆t})〉t est l'unique sous-module de π × ρ. Or,

〈Qc ◦ Sc ({∆1, . . . ,∆t})〉t = π

par 3.2.6.(1).

2. l{ρ}〈Sc({∆1,...,∆t})〉t
= n(k − 1).

Par 3.1.2, on a que l{ρ}π = n(k − 1) + n = kn.
Finalement supposons que π × ρ ait pour sous-module l'un des ωi 6=

〈Qc ({∆1, . . . ,∆t})〉t. Alors, par 3.2.6.(4) on aurait l′ωi
= l′〈∆1,...,∆t〉t

= k. On
vient de montrer que, si l′ωi

= k, on trouve par hypothèse de récurrence

l
{ρ}
ωi = kn = l

{ρ}
π ce qui est absurde, par 3.1.2.

(4) est une conséquence de (1), de 3.2.6.(4) et de 3.1.4 ce qui achève la
démonstration du théorème.
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3.2.8. Le corollaire suivant, trivial à cause de l'existence du foncteur i de
2.1.14, dans le cas où D = F , sera très pratique dans nos calculs.

Corollaire. Soient π, π′ ∈ Irr, ρ ∈ C. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Hom (π′, π × ρ× · · · × ρ) 6= 0;

2. Hom (ρ× · · · × ρ× π, π′) 6= 0.

Démonstration. Puisque, par le théorème 3.1.1, π × ρ × · · · × ρ n'a qu'un
seul sous-module irréductible et par le théorème 3.1.4 ρ × · · · × ρ × π n'a
qu'un seul quotient irréductible, par récurrence, il su�t de montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. Hom (π′, π × ρ) 6= 0;

2. Hom (ρ× π, π′) 6= 0

ce qui est évident d'après les parties 2. et 4. du théorème précédent.

3.2.9. Notons ∆j′(1), . . . ,∆j′(r′π) les segments de m (dans l'ordre décroissant)
se terminant par c ; pour tout entier v compris entre 1 et r′π, on dé�nit induc-
tivement sur v, l'entier i′(v) comme étant soit le plus petit entier di�érent
de i′(1), . . . , i′(v − 1), tel que ∆i′(v) termine par c− 1 et précède ∆j′(r′π−v+1),
soit i′(v) = t+1 si un tel entier n'existe pas. On note l′(1), . . . , l′(u′π) les i

′(v)
di�érents de ceux qui viennent d'être dé�nis.

ω′0 = 〈{c} ,∆1, . . . ,∆t〉t.
ω′i =

〈
∆1, . . . ,∆

+
l′(i), . . . ,∆t

〉t
, où i ∈ 1, . . . , u′π.

On a dé�ni les entiers j′(t), i′(t) pour que, en appliquant la contragrédiente
à partir du théorème 3.2.7, on trouve comme dans [MW] :

Corollaire. L'unique quotient irréductible de π×ρ est ω′m, où ∆m est le plus
petit parmi les ∆l′(i), i ∈ 1, . . . , u′π (ω′0, si u

′
π = 0).

3.2.10. Si π × ρ est irréductible, alors il est clair que u′π = uπ = 0. Récipro-
quement, si u′π = uπ = 0 on a que ω0 = ω′0 est le seul quotient et sous-module
irréductible de π × ρ. Or, d'après 3.1.1, ω0 apparaît avec multiplicité 1 dans
JH(π × ρ), d'où

Corollaire. π × ρ est irréductible si, et seulement si, u′π = uπ = 0.

3.2.11. Maintenant il est clair que les paragraphes 3.2.1 à 3.2.7 sont aussi
vrais pour les paramétrisations à la Zelevinskii. Il su�t de remplacer, dans
les énoncés et les preuves,

1. Le mot quotient par sous-représentation,
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2. le mot sous-représentation par quotient,

3. le sens de toutes les �èches

4. le symbole 〈 〉t par 〈 〉,
5. le foncteur r (resp. r) par le foncteur r (resp. r).

Ainsi, on montre un théorème similaire au théorème 3.2.7 :

Théorème. 1. L'unique quotient irréductible de 〈∆1, . . . ,∆t〉 × ρ est
〈Qc ({∆1, . . . ,∆t})〉 .

2. L'unique sous-module irréductible de ρ× 〈∆1, . . . ,∆t〉 est
〈Qc ({∆1, . . . ,∆t})〉 .

Corollaire. Soient ρ une représentation cuspidale et π une représentation
irréductible. Notons τ l'involution de Zelevinskii (2.2.7). Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. V est un sous-module irréductible de ρ× π.

2. τ (V ) est un sous-module irréductible de τ (π)× τ (ρ) .

Démonstration. C'est une conséquence de 3.2.11.(2), 3.2.7.(2) et 2.2.7.

3.2.12. La conséquence de ce corollaire est que les résultats du papier [MW]
sont valables pour des l-représentations de GLn(F ) quand est l banal et
D = F et aussi pour les représentations complexes de GLr(D) comme c'était
conjecturé dans [Tad, Conjecture 3.6]. En e�et, toute la partie I de [MW]
était consacré à la preuve du corollaire 3.2.11 pour π et ρ des représentations
irréductibles d'une certaine algèbre de Hecke mais pour la preuve du théorème
qui suit, ils n'utilisaient que le corollaire précédent.

Théorème. L'involution τ véri�e la description géométrique de [Ze2].

Démonstration. Il su�t de changer dans la preuve du théorème [MW, II.13]
la proposition I.7.3 par le corollaire précédent.

3.3 Un peu de combinatoire : un lemme tech-
nique

Ici on montre un lemme qui nous aidera à calculer explicitement la cor-
respondance thêta dans la section 4.6.
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Lemme 3.3.1. Soit π la sous-représentation irréductible de 〈∆′
1, . . . ,∆

′
t′〉
t×

〈c〉 et π′ la sous-représentation irréductible de 〈b, . . . , b− a,∆′
1, . . . ,∆

′
t′〉
t×〈c〉,

a ≥ 0.
Si c /∈ {b, b− a− 1} et π = 〈∆1, . . . ,∆t〉t, alors

π′ = 〈b, . . . , b− a,∆1, . . . ,∆t〉t .

Démonstration. La condition c /∈ {b, b− a− 1} équivaut à la condition sui-
vante :

c ∈ {b, b− 1, . . . , b− a, b− a− 1} ⇔ c+ 1 ∈ {b, b− 1, . . . , b− a, b− a− 1} .

Ainsi, si l'on note {δ1, . . . , δn} (resp. {δ′1, . . . , δ′n′}) le sous-ensemble de
{∆′

1, . . . ,∆
′
t′} (resp. {b, . . . , b− a,∆′

1, . . . ,∆
′
t′} des segments commençant par

c ou c+ 1 on a que :

1. Si c ∈ {b, b− 1, . . . , b− a, b− a− 1}, alors

{c, c+ 1, δ1, . . . , δn} = {δ′1, . . . , δ′n′} .

2. Si c /∈ {b, b− 1, . . . , b− a, b− a− 1}, alors

{δ1, . . . , δn} = {δ′1, . . . , δ′n′} .

Dans le deuxième cas le lemme est une conséquence immédiate de 3.2.7.
Dans le premier cas, il est évident, par récurrence comme dans 3.2.5, que
δ′l(v) = δl(v) pour v = 1, . . . , ω〈δ′1,...,δ′n′〉

t et ω〈δ1,...,δn〉t = ω〈δ′1,...,δ′n′〉
t . On achève

la démonstration avec le théorème 3.2.7.

On récrit le lemme dans les notations qu'on utilisera dans la suite. On
rappelle qu'on a dé�ni, pour g ∈ D×, ν(g) = |NrdD(g)|F .

Corollaire 3.3.2. Soit π l'unique sous-représentation irréductible de 〈ν−c〉×
〈∆′

1, . . . ,∆
′
t′〉
t et π′ la sous-représentation irréductible de〈

νb, . . . , νb−a, ∆̃′
1, . . . , ∆̃

′
t′

〉t
× 〈νc〉 ,

a ≥ 0. Si c /∈ {b, b− a− 1} et π = 〈∆1, . . . ,∆t〉t, alors

π′ =
〈
νb, . . . , νb−a, ∆̃1, . . . , ∆̃t

〉t
.

Démonstration. La sous-représentation irréductible de 〈ν−c〉×〈∆′
1, . . . ,∆

′
t′〉
t

est, par passage à la contragrédiente et 3.2.8, l'unique sous-représentation

irréductible de
〈
∆̃′

1, . . . , ∆̃
′
t′

〉t
×〈νc〉. Le corollaire est donc une conséquence

immédiate de 3.3.1.



Chapitre 4

Correspondance de Howe explicite

4.1 Introduction

4.1.1. Dans ce chapitre, on fait une étude détaillée de la correspondance de
Howe sur un corps local non archimédien pour les paires de type II.

Soient donc (après on verra qu'il faut faire quelques restrictions sur l) F
un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0, D une
algèbre à division de centre F de dimension �nie d2 sur F , O son anneau des
entiers, P = $O un idéal maximal, $ une uniformisante, kD = O/P son
corps résiduel et q le cardinal de kD. Soient aussi R un corps algébriquement
clos de caractéristique l 6= p (éventuellement nulle) et n et m des entiers
strictement positifs.

On note Mm,n (resp. Mn) l'ensemble de matrices n × m (resp. n × n)
à coe�cients dans D. Le groupe GLn(D) des matrices inversibles dans Mn

sera noté Gn. Le groupe trivial sera noté G0.
On note Sn,m = S (Mm,n) l'ensemble des fonctions Φ : Mm,n → R loca-

lement constantes à support compact.
On note σn,m : Gn × Gm → GL (Sn,m) la représentation naturelle de

Gn ×Gm dé�nie par

σn,m (g, g′) Φ (x) = Φ
(
g−1xg′

)
,

pour g ∈ Gn, g
′ ∈ Gm, x ∈Mm,n, Φ ∈ Sn,m.

La représentation métaplectique ωn,m restreinte à la paire duale Gn×Gm

(cf. [MVW, 3.III.1]) est la représentation

ωn,m(g, g′) = ν(g)
−m
2 σn,m(g, g′)ν(g′)

n
2 .

Pour simpli�er les notations on va travailler avec la représentation σn,m.

87
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On permet les cas m = 0 ou n = 0 pour lesquels M = 0 et σ0,m ' R est
la représentation triviale de Gm et σn,0 ' R est la représentation triviale de
Gn.

4.1.2. Supposons n ≤ m. Soit π une R-représentation irréductible de Gn. La
conjecture de Howe prédit qu'il existe une unique représentation irréductible
de Gm notée θn,m(π), telle que π ⊗ θn,m(π) soit un quotient de σn,m, et que
dans ce cas

dim (HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ θn,m(π))) = 1.

Dans l'appendice, on la montre en suivant des idées de Howe, pour l banal.
Dans ce chapitre on donne une nouvelle preuve constructive qui n'utilise
que des propriétés des foncteurs de Jacquet de la représentation σn,m et les
classi�cations du chapitre 2. On verra que la correspondance est bijective si
l est banal (pour max {n,m}) et D = F ou bien on supposera R = C (en
fait il nous faut juste avoir une classi�cation comme celles du chapitre 2).
On donnera aussi des exemples, quand l n'est pas banal, pour lesquels, étant
donné π irréductible on a plusieurs représentations irréductibles di�érentes
π′ avec HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′) et même

dim (HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′)) > 1.

La démonstration, étant constructive, nous permet d'expliciter, en termes
des classi�cations du chapitre 2, θn,m(π) en fonction de π. On prouvera ainsi
le théorème ci-dessous qui est le résultat principal de la thèse et qui répond
à une conjecture de Waldspurger.

Théorème. Supposons n ≤ m, et que l banal et D = F ou bien que R = C.
Soit π une représentation irréductible de Gn. Il existe une unique repré-

sentation irréductible π′ de Gm telle que

HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0.

De plus, dim (HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′)) = 1 et

π′ =
〈
ν−

n
2
−m−n−1

2 , . . . , ν−
n
2
+m−n−1

2 , ν
m−n

2 ∆̃1, . . . , ν
m−n

2 ∆̃N

〉t
si π = 〈∆1, . . . ,∆N〉t.
Remarque. Supposons R = C. Si π⊗π′ est un quotient de la représentation
ωn,m (c.f. 4.1.1) et π est le quotient de Langlands de τ1×· · ·×τN où τ1, . . . , τN
sont des représentations essentiellement de carré intégrable alors π′ est le
quotient de Langlands de

ν−
m−n−1

2 × · · · × ν
m−n−1

2 × τ̃1 × · · · × τ̃N ,

formule qui respecte l'unitarité.
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4.1.3. L'idée de la démonstration est la suivante :
Pour l'existence d'un entrelacement, on développe dans le chapitre 5 la

théorie des fonctions zêta avec des coe�cients dans un corps de caractéris-
tique quelconque. On supposera ici, ce que l'on montrera dans le chapitre 5
que, si m ≥ n et π ∈ Irr(Gn), il existe π′ ∈ Irr(Gm) avec

HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0.

L'unicité est montrée dans ce chapitre :
En 4.2 on étudie une suite de composition de la représentation métaplec-

tique. On en déduit (comme dans [MVW, 3.III.] quand R = C) que, si

HomGn×Gm (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0,

alors :

1. Il existe i ≤ n, τ ∈ Irr(Gi) tels que π est un sous-quotient de ν
i
2 1n−i ×

ν
−n+i

2 τ et π′ est un sous-quotient de ν
−i
2 1m−i × ν

m−i
2 τ̃ ;

2. en particulier supp(π′) =
{
ν−

n
2
−m−n−1

2 , . . . , ν−
n
2
+m−n−1

2

}
∪supp

(
ν

m−n
2 π̃

)
,

3. on montre le théorème 4.1.2 pour beaucoup de représentations, en par-
ticulier pour les cuspidales de Gn, n ≥ 2, même si l est non banal.

Pour avoir des renseignements plus précis on suit [Ku1] et, dans 4.3, on
calcule une suite de composition des foncteurs de Jacquet de la représentation
métaplectique. Soient alors π ∈ Irr(Gn), π′ ∈ Irr(Gm) telles que π ⊗ π′ soit
un quotient de σn,m. D'abord on voit que ce n'est pas très compliqué de

se ramener au cas où π ∈ R (ν) ∪ R
(
ν

1
2

)
(voir 2.2.7 pour les notations).

Par exactitude du foncteur de Jacquet on aura que π ⊗ r′(1,m−1),m(π′) est
un quotient de r′(1,m−1),m(σn,m). Si ξ′ ⊗ ρ′ est un quotient de r′(1,m−1),m(π′)

alors π⊗ ξ′⊗ ρ′ sera un quotient de r′(1,m−1),m(σn,m). Ainsi, en utilisant cette
suite calculée précédemment et 2.1.12.2, on peut séparer les caractères ξ′ par
lesquels GL1 agit.

Pour toutes les représentations π ∈ IrrGn, π′ ∈ IrrGm dont les foncteurs
de Jacquet font intervenir des caractères distincts de deux caractères bien
particuliers, la suite de composition calculée précédemment, se réduit à un
seul terme ce que nous permettra, par récurrence, de montrer dans ces cas le
théorème.

Il ne nous restera à montrer le théorème que pour des représentations dont
les foncteurs de Jacquet font intervenir ces deux caractères uniquement. Il
n'y a pas trop de telles représentations irréductibles et elles sont parmi celles
pour lesquelles les arguments de la section 4.2 marchent bien.
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Dans la section 4.5, on calcule explicitement, à la main, la correspondance
(G1(F ), Gn(F )), et on donne des exemples, dans le cas non banal, où cette
correspondance n'est pas bijective.

4.1.4. On utilisera, pour simpli�er, les notations abrégées suivantes :

1. Les groupes P,U,G (resp. P ′, U ′, G′) agissent sur la représentation mé-
taplectique à gauche (resp. à droite).

2. On note ri,j (resp r′i,j) le foncteur de Jacquet associé aux groupes
P(i,j),i+j, Gi+j (resp. P ′

(i,j),i+j, G
′
i+j).

3. On note ri,j (resp r′i,j) le foncteur de Jacquet associé aux groupes
P (i,j),i+j, Gi+j (resp. P ′

(i,j),i+j, G
′
i+j).

4. ρi est la représentation naturelle de Gi ×G′
i sur S (Gi).

5. 1i est la représentation triviale de Gi.

4.2 Première �ltration

4.2.1. Dans ce paragraphe, on généralise les idées de 1.2.8. La représentation
σn,m admet une première �ltration

0 = St+1 ⊂ St ⊂ · · · ⊂ S1 ⊂ S0 = Sn,m,

où
Sk = {Φ ∈ Sn,m : supp Φ ⊂ {matrices de rang ≥ k}} ,

0 ≤ k ≤ t = min (n,m) .
On a un isomorphisme ([MVW, 3.III.2], la preuve s'étend immédiatement

à R quelconque)1

Sk/Sk+1 ' σk = ind
GnG′m
PkP

′
k

(
δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
µk

)
,

où δ est le module (voir 2.1.2 pour les calculs explicites des modules) et µk
est la représentation de P kP

′
k sur S (Gk) dé�nie par :

µk (p, p′) Φ (h) = Φ
(
p−1

4 hp′4
)

= ρk (p4, p
′
4) Φ (h) ,

Φ ∈ S (Gk) , h ∈ Gk, p =

(
p1 0
p3 p4

)
, p′ =

(
p′1 p′2
0 p′4

)
.

1Dans [MVW, 3.III.2], on travaille avec des induites non normalisées, ce qui rend les
notations de cette section plus simples ; nous avons opté de conserver les induites normali-
sées pour ne pas devoir traduire, dans les chapitres ultérieurs, les résultats de cette section
et avoir une homogénéité dans la thèse.
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4.2.2. Rappelons d'abord le lemme [MVW, 3.II.3] qui sera utilisé plusieurs
fois dans ce chapitre :

Lemme. Pour toute π ∈ Irr (Gk), le plus grand quotient π-isotypique de ρk
est isomorphe à π ⊗ π̃ comme Gk ×Gk-module.

Pour toute représentation V , on notera V [π] son plus grand quotient
π-isotypique. Puisque le foncteur induction est exact (cf. 2.1.4) on a immé-
diatement

Corollaire. On suppose n ≤ m. Pour toute π ∈ Irr(Gn) le plus grand quo-
tient π-isotypique de σn|Gn×1 est isomorphe à

π ⊗ ind
G′m
P ′n

(
ν
−n
2 1m−n ⊗ ν

m−n
2 π̃

)
,

comme Gn ×G′
m-module.

Démonstration. En e�et, par exactitude du foncteur induction, le morphisme
surjectif pπ : ρn � ρn [π] induit un morphisme surjectif

ipπ : σn ' ind
Gn×G′m
Gn×P ′n

(
δ
− 1

2

P ′n
ρn

)
� ind

Gn×G′m
Gn×P ′n

(
δ
− 1

2

P ′n
ρn [π]

)
.

D'après le lemme précédent, ρn [π] ' π⊗ π̃ comme Gn×G′
n-module. Ainsi

on trouve un morphisme surjectif

σn [π] � ind
Gn×G′m
Gn×P ′n

(
δ
− 1

2

P ′n
π ⊗ π̃

)
' π ⊗ ind

G′m
P ′n

(
ν
−n
2 1m−n ⊗ ν

m−n
2 π̃

)
.

Le morphisme est aussi injectif. En e�et, soit φ ∈ σn tel que ipπ(φ) = 0
i.e. tel que, pour tout t ∈ HomGn (ρn, π), on ait t ◦ φ = 0. Alors on a bien

que, pour tout t′ ∈ HomGn

(
ind

Gn×G′m
Gn×P ′n

(
δ
− 1

2

P ′n
ρn

)
, π
)
, t′ ◦φ = 0, i.e. pour tout

t′ ∈ HomGn (σn, π), t′ ◦ φ = 0, c'est à dire, φ ∈
⋂

t′∈HomGn (σn,π)

ker t′.

4.2.3. Pour toute π ∈ Irr (Gk) l'entrelacement naturel (cf. [MVW, 3.II.3])

Λπ : ρk → π ⊗ π̃,

dé�ni par

Λπ (Φ) =

∫
Gk

Φ (g)π (g) d×g

induit des entrelacements

Λk
π : σk → indGn

Pk

(
ν

k
2 1n−k ⊗ ν

−n+k
2 π

)
⊗ ind

G′m
P ′k

(
ν
−k
2 1m−k ⊗ ν

m−k
2 π̃
)
,
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avec Λk
π (F ) : Gn ×G′

m → π ⊗ π̃ dé�nie par

Λk
π (F ) (g, g′) = Λπ (F (g, g′)) ,

pour F dans l'espace de σk.

Lemme. Soient π ∈ Irr(Gn), π
′ ∈ Irr(G′

m) telles que Hom(σk, π ⊗ π′) 6= 0.
Alors il existe τ, τ ′ ∈ Irr(Gk) telle que

HomGn×G′m

(
indGn

Pk

(
ν

k
2 1n−k ⊗ ν

−n+k
2 τ

)
⊗

ind
G′m
P ′k

(
ν
−k
2 1m−k ⊗ ν

m−k
2 τ ′

)
, π ⊗ π′

)
6= 0.

Démonstration. Soient π ∈ Irr(Gn), π′ ∈ Irr(G′
m) telles que Hom(σk, π ⊗

π′) 6= 0. Alors

Hom (σk, π ⊗ π′) 6= 0

⇔ Hom
(
ind

GnG′m
PkP

′
k

(
δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
µk

)
, π ⊗ π′

)
6= 0,

par dé�nition. Ceci équivaut, par 2.1.4(b), à

Hom
(
δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
µk, r(n−k,k),n(π)⊗ r′(m−k,k),m(π′)

)
6= 0.

Soient V une sous-représentation de r(n−k,k),n(π)⊗ r′(m−k,k),m(π′) telle qu'on
ait un morphisme surjectif

Hom
(
δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
µk, V

)
6= 0.

Alors, par construction, V est de la forme δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
⊗ I, I étant une Gk ×G′

k-
représentation.

Par réciprocité de Frobenius, une sous-représentation irréductible de I de
la forme τ ⊗ τ ′ satisfait aux conditions du lemme.

On trouve alors comme dans [Ku1] :

Corollaire. Soient π ∈ Irr(Gn), π
′ ∈ Irr(G′

m) telles que Hom(σk, π⊗π′) 6= 0.
Alors,

supp(π′) =
{
ν−

n
2
−m−n−1

2 , . . . , ν−
n
2
+m−n−1

2

}
∪ supp

(
ν

m−n
2 π̃

)
.
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Démonstration. Il existe k ∈ {0, . . . ,min(n,m)} tel que Hom(σn,m, π⊗π′) 6=
0. Alors, comme l'on vient de voir

Hom (σk, π ⊗ π′) 6= 0

⇔ Hom
(
ind

GnG′m
PkP

′
k

(
δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
µk

)
, π ⊗ π′

)
6= 0,

par dé�nition. Ceci équivaut, par 2.1.4(b), à

Hom
(
δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
µk, r(n−k,k),n(π)⊗ r′(m−k,k),m(π′)

)
6= 0.

Soient V une sous-représentation de r(n−k,k),n(π)⊗ r′(m−k,k),m(π′) telle qu'on
ait un morphisme surjectif

Hom
(
δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
µk, V

)
6= 0.

Alors, par construction, V est de la forme δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
⊗ I, I étant une Gk ×G′

k-
représentation. Soit τ ⊗ τ ′ un quotient irréductible de I. Alors

Hom (ρk, τ ⊗ τ ′) 6= 0

et donc τ ′ ' τ̃ .
Ainsi r(n−k,k),n(π)⊗ r′(m−k,k),m(π′) a un sous-quotient de la forme

δ
− 1

2

Pk
δ
− 1

2

P ′k
⊗ τ ⊗ τ̃ ,

d'oú le résultat.

4.2.4. Supposons R = C ou bien D = F et R de caractéristique banale.
Rappelons que, d'après le chapitre précédent, on a alors que, pour toute
représentation irréductible π ∈ Irr(Gn), la représentation ind

G′m
P ′n

(ν
−n
2 1m−n ⊗

ν
m−n

2 π) a un unique quotient irréductible. Le théorème suivant est tout ce
que l'on peut conclure à partir de cette première �ltration.

Théorème. Soit π ∈ Irr(Gn) telle qu'il n'existe pas τ ∈ Irr(Gk), k < n, avec

HomGn

(
indGn

Pk

(
ν

k
2 1n−k ⊗ ν

−n+k
2 τ

)
, π
)
6= 0. Alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

1. Il existe π′ ∈ Irr(G′
m) telle que HomGn×G′m (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0.

2. m ≥ n et π′ est l'unique quotient irréductible de ind
G′m
P ′n

(ν
−n
2 1m−n ⊗

ν
m−n

2 π̃).
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De plus, dans le cas où l'une de ces deux conditions est satisfaite on a

dim
(
HomGn×G′m (σn,m, π ⊗ π′)

)
= 1.

Démonstration. Soit π′ ∈ Irr(G′
m) telle que

HomGn×G′m (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0.

Par composition avec les morphismes Sj → σn,m, j = 0, . . . , n, on obtient des
morphismes Sj → π ⊗ π′.

Soit k le plus grand j tel que Sj → π ⊗ π′ ne soit pas le morphisme nul.
On a donc que π⊗ π′ est un quotient de σk. D'après le lemme 4.2.3, il existe

alors τ ∈ Irr(Gk) telle que HomGn

(
indGn

Pk

(
ν

k
2 1n−k ⊗ ν

−n+k
2 τ

)
, π
)
6= 0. Par

hypothèse on a k = n et donc m ≥ n et, d'après le corollaire 4.2.2, π′ est
l'unique quotient irréductible de ind

G′m
P ′n

(ν
−n
2 1m−n ⊗ ν

m−n
2 π̃).

Inversement, dans le chapitre 5, dans la section 5.7, on construira, à l'aide
de fonctions zêta l-modulaires, des morphismes non nuls

HomGn×G′m

(
σn,m, π ⊗ ind

G′m
P ′n

(ν
−n
2 1m−n ⊗ ν

m−n
2 π̃)

)
.

On conclut qu'il existe π′ un sous-quotient irréductible de ind
G′m
P ′n

(ν
−n
2 1m−n⊗

ν
m−n

2 π̃) tel que
HomGn×G′m (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0.

D'après la démonstration du sens direct on a que π′ est isomorphe au quotient
de ind

G′m
P ′n

(ν
−n
2 1m−n ⊗ ν

m−n
2 π̃). Puisque ce quotient, d'après 3.1.1, apparaît

avec multiplicité 1 dans ind
G′m
P ′n

(ν
−n
2 1m−n ⊗ ν

m−n
2 π̃), on a que, en fait, π′ est

l 'unique quotient irréductible de ind
G′m
P ′n

(ν
−n
2 1m−n ⊗ ν

m−n
2 π̃)

Si λ ∈ HomGn×G′m (σn,m, π ⊗ π′), dans ce cas on a donc que la composée
de λ avec l'inclusion σn ↪→ σn,m n'est pas nulle. Or, par le corollaire 4.2.2,
cette composée est unique à homothéthie près. Ainsi, si

dim
(
HomGn×G′m (σn,m, π ⊗ π′)

)
> 1,

on pourrait construire un morphisme non nul λ ∈ HomGn×G′m (σn,m, π ⊗ π′)
tel que sa composée avec l'inclusion σn ↪→ σn,m soit nulle. D'après la �ltration
il existe alors k < n tel que HomGn (σk, π) 6= 0, et d'après le lemme 4.2.3, on
trouve τ ∈ Irr(Gk) telle que

HomGn

(
indGn

Pk

(
ν

k
2 1n−k ⊗ ν

−n+k
2 τ

)
, π
)
6= 0,

ce qui est absurde et qui achève la démonstration.
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On a une remarque intéressante à ce point-ci :

Remarque. Dans cette section on n'a eu besoin d'utiliser l'hypothèse de
banalité sur le corps de coe�cients que pour parler de l'unique quotient irré-
ductible. En particulier, si π est une représentation cuspidale de Gn, n ≥ 2,
le théorème 4.2.4 s'applique en toute caractéristique l 6= p car, dans ces cas, il

n'existe pas τ ∈ Irr(Gk), k < n, avec HomGn

(
indGn

Pk

(
ν

k
2 1n−k ⊗ ν

−n+k
2 τ

)
, π
)
6=

0 et, avec les arguments de 3.1.1, c'est très simple de montrer que, même si
l n'est pas banal, la représentation ind

G′m
P ′n

(ν
−n
2 1m−n ⊗ ν

m−n
2 π̃) n'a qu'un seul

quotient irréductible et il apparaît avec multiplicité 1.

4.3 Deuxième �ltration

4.3.1. Soient t, i des entiers, 0 < t ≤ n, 0 ≤ i ≤ inf {t,m}. Fixons quelques
notations pour ce paragraphe :

� On notera chaque matrice m ∈Mm,n par

m =

(
a
b

)
=

(
a

m1 m2

)
,

où a ∈Mm,t, b ∈Mm,n−t,m1 ∈Mi,n−t, m2 ∈Mm−i,n−t, .
� On notera chaque g ∈Mt,n−t par

g =

(
g0

g1

)
=

 g2 g3

g4 g5

g1

 ,

g0 ∈ Gt, g1 ∈ Gn−t, g2 ∈Mt−i,t−i, g3 ∈Mi,t−i, g4 ∈Mt−i,i, g5 ∈Mi,i.
� On notera chaque g′ ∈ G′

m par

g′ =

(
g′1 g′2
g′3 g′4

)
,

où g′1 ∈Mi,i, g
′
2 ∈Mi,m−i, g

′
3 ∈Mm−i,i, g

′
4 ∈Mm−i,m−i.

On dé�nit σ∗n,m par le diagramme commutatif suivant :

Sn,m
σn,m(g,g′)//

b
��

Sn,m

b
��

Sn,m
σ∗n,m(g,g′)

// Sn,m

,
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où ̂ est dé�ni par
f̂

(
a
b

)
=

∫
Mm,t

f

(
a∗

b

)
ψ ◦ tr

(
taa∗

)
da∗,

pour f ∈ Sn,m.
On se propose d'étudier la représentation σ∗n,m (transformée de Fourier

partielle de σn,m) pour obtenir des renseignements sur σn,m.
σ∗n,m agit sur f̂ par

σ∗n,m (g, g′) f̂

(
a
b

)
=

∫
Mt,n

f

(
g−1

(
a∗

b

)
g′
)
ψ ◦ tr

(
taa∗

)
da∗.

Ainsi Ut,n−t agit, via σ∗n,m, par

σ∗n,m

(
1 u

1

)
f̂

(
a
b

)
= ψ ◦ tr

(
−taub

)
f̂

(
a
b

)
. (a)

Notons A l'ensemble :

A =

{(
a
b

)
∈Mm,n : bta = 0

}
.

Lemme. Le sous-espace Sn,m
(
Ut,n−t, σ

∗
n,m

)
de Sn,m engendré par les fonc-

tions de la forme
f̂ − σ∗n,m(u)f̂ ,

où f ∈ Sn,m et u ∈ Ut,n−t est l'espace des f̂ ∈ Sn,m telles que

supp f̂ ∩ A = ∅,

Démonstration. Sur A, f̂ − σ∗n,m(u)f̂ est, par (a), nul. Réciproquement, soit

f̂ 6= 0 nulle sur A et montrons que f̂ ∈ Sn,m
(
Ut,n−t, σ

∗
n,m

)
. Le lemme sera

démontré.

Pour tout m =

(
a
b

)
∈Mm,n, notons αm le caractère dé�ni par

αm : Ut,n−t → R

u 7→ ψ ◦ tr
(
−taub

)
.

Pour tout m ∈ Mm,n\A, il existe um ∈ Ut,n−t tel que αm(um) 6= 1. Pour
m′ dans un voisinage I de m, on a par continuité αm′(um) = αm(um) 6= 1.
Le support de f̂ , étant compact, il su�t de montrer que la fonction caracté-
ristique 1I du voisinage I est de la forme F̂ − σ∗n,m(u)F̂ , pour F ∈ Sn,m.

Puisque, αm′(um) = αm(um) 6= 1 on a que 1I est égal à σ∗n,m(u)1I à une

constante non nulle près. Ainsi, F̂ = 1
1−αm(um)

1I convient.
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Ainsi la suite exacte courte

0 → S (M\A) → Sn,m → S(A) → 0

f̂ 7→ f̂ |A

s'identi�e à

0 → Sn,m
(
Ut,n−t, σ

∗
n,m

)
→ Sn,m → S(A) → 0

et donc S(A) muni de l'action de Mt,n−t s'identi�e au foncteur de Jacquet
non normalisé, d'où un isomorphisme de Mt,n−t-modules :

S(A) ' δ
1
2
Pt,n−t

rt,n−t (σn,m) .

On a alors une �ltration de δ
1
2
Pt,n−t

rt,n−t (σn,m) de Mt,n−t ×G′
m-modules :

0 = S∗k+1 ⊂ S∗k ⊂ · · · ⊂ S∗1 ⊂ S∗0 = δ
1
2
Pt,n−t

rt,n−t (σn,m) ,

où

S∗i =
{
f̂ ∈ S(A) : f̂(a) = 0 si rang (a) ≤ i− 1

}
k = inf (t,m) .

On veut calculer les quotients

τi = Si/Si+1,

Si = δ
−1
2
Pt,n−t

S∗i , 0 ≤ i ≤ k.

car rt,n−t (σn,m) est composée des représentations τi, i = 0, . . . ,min {t,m} .
Notons τ ∗i la Mt,n−t ×G′

m-représentation non normalisée :

S∗i /S
∗
i+1.

La suite exacte de Mt,n−t ×G′
m-modules

0 → S∗i → S∗i+1 → S(Ai) → 0

où Ai =

{(
a
b

)
∈Mm,n : bta = 0 et rang(a) = i

}
, nous montre que l'es-

pace de τ ∗i est l'espace des fonctions
{
f̂ ∈ S(Ai)

}
.

Soit

mi =

(
ai

0 0

)
∈ Ai,
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où ai =

(
0 0
1i 0

)
.

Le stabilisateur Ti dansMt,n−t×G′
m de mi est le sous-groupe des (g, g′) ∈

Pt−i,i ×Gn−t × P ′
i,m−i tels que g

−1
5 g′1 = 1.

Notons

t : Ai → {a ∈Mm,t : rang(a) = i}(
a
b

)
7→ a.

Soit Ai,0 la �bre au dessus de ai. Alors Ai,0 =

(
ai

0 ∗

)
.

Lemme. La restriction de τ ∗i à Ai,0 est Ti-isomorphe à ξ0
t,i⊗ σn−t,m−i où ξ0

t,i

est le caractère de Ti dé�ni par ν (g0)
m ν (g′)−t, pour (g, g′) ∈ Ti.

Démonstration. Soient (g, g′) ∈ Ti, x ∈ Sn−t,m−i, et f̂ ∈ S(Ai). On a que

τ ∗i (g, g′) f̂

(
ai

0 x

)
=

=

∫
Mm,t

f

(
g−1

(
a∗

0 x

)
g′
)
ψ ◦ tr

((
0 1i
0 0

)
a∗
)
da∗

=

∫
Mm,t

f

(
g−1
0 a∗g′

0 g−1
1 xg′3

)
ψ ◦ tr

((
0 1i
0 0

)
a∗
)
da∗

= ν (g0)
m ν (g′)

−t
∫
Mm,t

f

(
a∗

0 g−1
1 xg′3

)
ψ ◦ tr

((
0
(
g−1
5 g′1

)−1

0 0

)
a∗
)
da∗

= ν (g0)
m ν (g′)

−t
∫
Mm,t

f

(
a∗

0 g−1
1 xg′3

)
ψ ◦ tr

((
0 1i
0 0

)
a∗
)
da∗

= ν (g0)
m ν (g′)

−t
σn−t,m−i(g1, g

′
3)f̂ |0@ ai

0 ∗

1A (x) .

Corollaire. La représentation rt,n−t (σn,m) est composée des représentations
τi, i = 0, . . . ,min {t,m}, où

τi ' ind
Mt,n−t×G′m
Pt−i,i×Gn−t×P ′i,m−i

(ξt,i ⊗ ρi ⊗ σn−t,m−i) ,

avec ξt,i est le caractère
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ξt,i =



ν
2m−n+t−i

2 sur Gt−i

ν
2m−n+2t−i

2 sur Gi

ν
t
2 sur Gn−t

ν
−m−2t+i

2 sur G′
i

ν
−2t+i

2 sur G′
m−i.

Démonstration. Comme dans [MVW, 3.V.2], le lemme précédent implique
que

τ ∗i ' (# ind)
Mt,n−t×G′m
Ti

(
ξ0
t,i ⊗ σn−t,m−i

)
,

où on note (# ind) le foncteur d'induction non normalisé.
Induire de Ti àMt,n−t×G′

m revient à induire de Ti à Pt−i,i×Gn−t×P ′
i,m−i

et puis à Mt,n−t ×G′
m. Or, l'induite (# ind)

Pt−i,i×Gn−t×P ′i,m−i

Ti

(
ξ0
t,i ⊗ σn−t,m−i

)
est la représentation ξ0

t,i ⊗ ρi ⊗ σn−t,m−i.

Ainsi, l'induite (# ind)
Mt,n−t×G′m
Ti

(
ξ0
t,i ⊗ σn−t,m−i

)
est la représentation

(# ind)
Mt,n−t×G′m
Pt−i,i×Gn−t×P ′i,m−i

(
ξ0
t,i ⊗ ρi ⊗ σn−t,m−i

)
.

Pour achever le corollaire il ne nous reste que changer les induites non nor-
malisées par des induites normalisées et τ ∗i par τi. Ainsi

τi ' ind
Mt,n−t×G′m
Pt−i,i×Gn−t×P ′i,m−i

(ξt,i ⊗ ρi ⊗ σn−t,m−i) ,

avec

ξt,i = ν (g0)
m ν (g′)

−t
δ
−1
2
Pt−i,i

δ
−1
2
Pt,n−t

δ
−1
2

P ′i,m−i
,

i.e. il est le caractère

ξt,i =



ν
2m−n+t−i

2 sur Gt−i

ν
2m−n+2t−i

2 sur Gi

ν
t
2 sur Gn−t

ν
−m−2t+i

2 sur G′
i

ν
−2t+i

2 sur G′
m−i.

Remarque. Dans le cas où t = n, on trouve la �ltration de la section pré-
cédente.
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4.3.2. Dans ce paragraphe on utilise les mêmes arguments pour calculer une
suite de décomposition du foncteur de Jacquet, agissant cette fois-ci à droite.
Soient t, i des entiers, 0 < t ≤ m 0 ≤ i ≤ inf {t, n}. Fixons quelques notations
pour ce paragraphe :

� On notera chaque matrice m ∈Mm,n par

m =
(
a b

)
=

(
a

m1

m2

)
,

où a ∈Mt,n, b ∈Mm−t,n,m1 ∈Mm−t,n−i, m2 ∈Mm−t,i.
� On notera chaque g′ ∈Mt,m−t par

g′ =

(
g′0

g′1

)
=

 g′2 g′3
g′4 g′5

g′1

 ,

g′0 ∈ Gt, g
′
1 ∈ Gm−t, g′2 ∈ Mi,i, g

′
3 ∈ Mt−i,i, g

′
4 ∈ Mi,t−i, g

′
5 ∈

Mt−i,t−i.
� On notera chaque g ∈ Gn par

g =

(
g1 g2

g3 g4

)
,

où g1 ∈Mn−i,n−i, g2 ∈Mn−i,i, g3 ∈ Gi,n−i, g4 ∈Mi,i.
On dé�nit σ∗n,m par le diagramme commutatif suivant :

Sn,m
σn,m(g,g′)//

b
��

Sn,m

b
��

Sn,m
σ∗n,m(g,g′)

// Sn,m

,

où ̂ est dé�ni par
f̂
(
a b

)
=

∫
Mt,n

f
(
a∗ b

)
ψ ◦ tr

(
taa∗

)
da∗,

pour f ∈ Sn,m.
On se propose d'étudier la représentation σ∗n,m (transformée de Fourier

partielle de σn,m) pour obtenir des renseignements sur σn,m.
σ∗n,m agit sur f̂ par

σ∗n,m (g, g′) f̂
(
a b

)
=

∫
Mt,n

f
(
g−1

(
a∗ b

)
g′
)
ψ ◦ tr

(
taa∗

)
da∗.
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Ainsi U ′
t,m−t agit, via σ∗n,m, par

σ∗n,m

(
1
u′ 1

)
f̂
(
a b

)
= ψ ◦ tr

(
−tau′b

)
f̂
(
a b

)
. (a)

Notons A′ l'ensemble :

A′ =
{(

a b
)
∈Mm,n : bta = 0

}
.

Lemme. Le sous-espace Sn,m
(
U ′

t,m−t, σ
∗
n,m

)
de Sn,m engendré par les fonc-

tions de la forme
f̂ − σ∗n,m(u′)f̂ ,

où f ∈ Sn,m et u ∈ U ′
t,m−t est l'espace des f̂ ∈ Sn,m telles que

supp f̂ ∩ A′ = ∅.

Démonstration. Sur A′, f̂ −σ∗n,m(u′)f̂ est, par (a), nul. Réciproquement, soit

f̂ 6= 0 nulle sur A′ et montrons que f̂ ∈ Sn,m
(
U ′

t,m−t, σ
∗
n,m

)
. Le lemme sera

démontré.
Pour tout m =

(
a b

)
∈Mm,n, notons αm le caractère dé�ni par

αm : U ′
t,m−t → R

u′ 7→ ψ ◦ tr
(
−tau′b

)
.

Pour tout m ∈ Mm,n\A′, il existe u′m ∈ U ′
t,m−t tel que αm(u′m) 6= 1. Pour

m′ dans un voisinage I de m, on a par continuité αm′(u′m) = αm(u′m) 6= 1.
Le support de f̂ , étant compact, il su�t de montrer que la fonction caracté-
ristique 1I du voisinage I est de la forme F̂ − σ∗n,m(u′)F̂ , pour F ∈ Sn,m.

Puisque, αm′(u′m) = αm(u′m) 6= 1 on a que 1I est égal à σ∗n,m(u′)1I à une

constante non nulle près. Ainsi, F̂ = 1
1−αm(u′m)

1I convient.

Ainsi la suite exacte courte

0 → S (M\A′) → Sn,m → S(A′) → 0

f̂ 7→ f̂ |A′

s'identi�e à

0 → Sn,m
(
U ′

t,m−t, σ
∗
n,m

)
→ Sn,m → S(A′) → 0

et donc S(A′) muni de l'action de M ′
t,m−t s'identi�e au foncteur de Jacquet

non normalisé, d'où un isomorphisme de Mt,n−t-modules :
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S(A′) ' δ
1
2

P ′t,m−t
r′t,m−t (σn,m) ,

On a alors une �ltration de δ
1
2

P ′t,m−t
r′t,m−t (σn,m) de Gn×M ′

t,m−t-modules :

0 = S∗k+1 ⊂ S∗k ⊂ · · · ⊂ S∗1 ⊂ S∗0 = δ
1
2

P ′t,m−t
rt,m−t (σn,m) ,

où

S∗i =
{
f̂ ∈ S(A′) : f̂(a) = 0 si rang (a) ≤ i− 1

}
k = inf (t, n) .

On veut calculer les quotients

τ ′i = Si/Si+1,

Si = δ
−1
2
Pt,m−t

S∗i , 0 ≤ i ≤ k

car r′t,m−t (σn,m) est composée des représentations τ ′i, i = 0, . . . ,min {t, n}.
Notons τ ′

∗
i la Gn ×M ′

t,m−t-représentation non normalisée :

S∗i /S
∗
i+1.

La suite exacte de Gn ×M ′
t,m−t-modules

0 → S∗i → S∗i+1 → S(A′i) → 0

où A′i =
{(

a b
)
∈Mm,n : bta = 0 et rang(a) = i

}
, nous montre que l'es-

pace de τ ′
∗
i est l'espace de fonctions

{
f̂ ∈ S(A′i)

}
.

Soit

m′
i =

(
ai

0
0

)
∈ A′,

où ai =

(
0 0
1i 0

)
.

Le stabilisateur T ′i dans Gn×M ′
t,m−t de m

′
i est le sous-groupe des (g, g′) ∈

Pn−i,i × P ′
i,t−i ×G′

m−t tels que g
−1
4 g′2 = 1.

Notons

t : A′i → {a ∈Mt,n : rang(a) = i}(
a b

)
7→ a.

Soit A′i,0 la �bre au dessus de ai. Alors A′i,0 =

(
ai

∗
0

)
.
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Lemme. La restriction de τ ′
∗
i à A′i,0 est T ′i -isomorphe à σn−i,m−t ⊗ ξ′

0

t,i où

ξ′
0

t,i est le caractère de T ′i dé�ni par ν (g)t ν (g′0)
−n, pour (g, g′) ∈ Ti.

Démonstration. Soient (g, g′) ∈ Ti, x ∈ Sn−i,m−t, et f̂ ∈ S(A′i). On a que

τ ′
∗
i (g, g′) f̂

(
a∗

x
0

)
=

=

∫
Mt,n

f

(
g−1

(
a∗

x
0

)
g′
)
ψ ◦ tr

((
0 1i
0 0

)
a∗
)
da∗

= ν (g)t ν (g′0)
−n
∫
Mt,n

f

(
a∗

g−1
1 xg′1

0

)
ψ ◦ tr

(
g′−1
0

(
0 1i
0 0

)
ga∗
)
da∗

= ν (g)t ν (g′0)
−n
σn−i,m−t(g1, g

′
1)f̂ |0@ ai

∗
0

1A (x) .

Corollaire. La représentation r′t,m−t (σn,m) est composée des représentations
τ ′i, i = 0, . . . ,min {t, n} où

τ ′i ' ind
Gn×M ′

t,m−t

Pn−i,i×P ′i,t−i×G′m−t

(
σn−i,m−t ⊗ ρi ⊗ ξ′t,i

)
,

avec ξ′t,i est le caractère

ξ′t,i =



ν
2t−i

2 sur Gn−i

ν
n+2t−i

2 sur Gi

ν
−2n+m−2t+i

2 sur G′
i

ν
m−2n−t+i

2 sur G′
t−i

ν
−t
2 sur G′

m−t.

Démonstration. Comme dans [MVW, 3.V.2], le lemme précédent implique
que

τ ′
∗
i ' (# ind)

Gn×M ′
t,m−t

T ′i

(
σn−i,m−t ⊗ ξ′

0

t,i

)
,

où on note, à nouveau, (# ind) le foncteur d'induction non normalisé.
Induire de T ′i à Gn×M ′

t,m−t revient à induire de Ti à Pn−i,i×P ′
i,t−i×G′

m−t

et puis à Gn×M ′
t,m−t. Or, l'induite (# ind)

Pn−i,i×P ′i,t−i×G′m−t

T ′i

(
σn−i,m−t ⊗ ξ′

0

t,i

)
est la représentation σn−i,m−t ⊗ ρi ⊗ ξ′

0

t,i.
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Ainsi, l'induite (# ind)
Gn×M ′

t,m−t

T ′i

(
σn−i,m−t ⊗ ξ′

0

t,i

)
est la représentation

(# ind)
Gn×M ′

t,m−t

Pn−i,i×P ′i,t−i×G′m−t

(
σn−i,m−t ⊗ ρi ⊗ ξ′

0

t,i

)
.

Pour achever le corollaire il ne nous reste que changer les induites non nor-
malisées par des induites normalisées et τ ′

∗
i par τ ′i. Ainsi

τ ′i ' ind
Gn×M ′

t,m−t

Pn−i,i×P ′i,t−i×G′m−t

(
σn−i,m−t ⊗ ρi ⊗ ξ′t,i

)
,

avec
ξt,i = ν (g)t ν (g′0)

−n
δ
−1
2
Pn−i,i

δ
−1
2

P t,m−t
δ
−1
2

P ′i,t−i
,

i.e. il est le caractère

ξ′t,i =



ν
2t−i

2 sur Gn−i

ν
n+2t−i

2 sur Gi

ν
−2n+m−2t+i

2 sur G′
i

ν
m−2n−t+i

2 sur G′
t−i

ν
−t
2 sur G′

m−t.

4.4 Application

4.4.1. Soient π ∈ IrrGn, π′ ∈ IrrGm telles que π ⊗ π′ soit un quotient de
σn,m. Pour toute représentation cuspidale χ, avec gr(χ) = r considérons a ≥ 0
maximal tel que

π ↪→ χ× χ× · · · × χ× ρ,

où on a fait le produit de a fois la représentation χ fois ρ, ρ étant une
représentation irréductible de Gn−ra. Alors

Hom (σn,m, π ⊗ π′) 6= 0

⇒ Hom (rra,n−ra (σn,m) , rra,n−ra (π ⊗ π′)) 6= 0

⇒ Hom (rra,n−ra (σn,m) , χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0.

D'après 4.3.1, il existe alors i ∈ {0, . . . , ra} tel que

Hom (τi, χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0.

Lemme. Les seuls τi qui peuvent avoir des quotients de la forme ci-dessus
sont τra et τra−1 et, si χ 6= ν

2m−n+1
2 seulement τa peut en avoir.



4.4. APPLICATION 105

Démonstration. En e�et, supposons que

Hom (τi, χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0.

Cela signi�e

Hom
(

ind
Mra,n−ra×G′m
Pra−i,i×Gn−ra×P ′i,m−i

(ξra,i ⊗ ρi ⊗ σn−ra,m−i) ,

χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′
)
6= 0

et, par 2.1.4(b),

Hom
(
ξra,i ⊗ ρi ⊗ σn−ra,m−i,

r
Mra,n−ra×G′m
Pra−i,i×Gn−ra×P ′i,m−i

(χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′)
)
6= 0,

d'où
Hom

(
ξra,i|Mra−i,i

⊗ ρi, r
Gra
Pra−i,i

(χ× χ× · · · × χ)
)
6= 0,

Ainsi, on trouve �nalement

Hom
(
ν

2m−n+ra−i
2

ra−i , χ× χ× · · · × χ
)
6= 0.

Par l'unicité du support cuspidal, il faut alors que

supp
(
ν

2m−n+ra−i
2

ra−i

)
⊂ {χ, . . . , χ}

et donc, ou bien i = ra ou bien i = ra− 1 et χ = ν
2m−n+1

2 .

Ainsi on se retrouve avec deux cas :

Cas A Ou bien, Hom (τra, χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0,

Cas B ou bien, Hom (τra−1, χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0.

4.4.2. Examinons successivement les di�érents cas du lemme plus haut.
Cas A Supposons d'abord Hom (τra, χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0 (ce

qui arrive, en particulier, d'après le lemme précédent, pour χ distinct de
ν

2m−n+1
2 )
Alors, Hom (τra, χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0, implique que

Hom
(

ind
G′m
P ′ra,m−ra

(
ν

m−n
2 χ̃× · · · × ν

m−n
2 χ̃⊗ ν

ra
2 σn−ra,m−raν

−ra
2

)
,

ρ⊗ π′
)
6= 0.
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Soit b ≥ 0 maintenant maximal tel qu'il existe une représentation irré-
ductible ρ′ de Gm−rb avec π′ quotient de

ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃× ρ′

où on a fait le produit de b fois la représentation ν
m−n

2 χ̃.
Remarquons que, d'après le corollaire 3.2.8, on a que π′ sous-module de

ρ′ × ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃,

où on a fait le produit de b fois la représentation ν
m−n

2 χ̃.
Par 2.1.4(a), on a un homomorphisme non trivial précédent de r′m−rb,rb(π

′)

dans ρ′ ⊗ ν
m−n

2 χ̃ × · · · × ν
m−n

2 χ̃ d'où un homomorphisme non trivial de
r′rb,m−rb(π

′) dans ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃⊗ ρ′.
D'un autre côté, le foncteur de Jacquet étant exact, on a un morphisme

surjectif dans

Hom
(
r′rb,m−rb ◦ ind

G′m
P ′ra,m−ra

(
ν

m−n
2 χ̃× · · · × ν

m−n
2 χ̃⊗ ν

ra
2 σn−ra,m−raν

−ra
2

)
,

ρ⊗ r′rb,m−rb(π
′)
)
,

qui, composé avec le homomorphisme non trivial de r′rb,m−rb(π′) dans ν
m−n

2 χ̃×
· · · × ν

m−n
2 χ̃⊗ ρ′, montre que

Hom
(
r′rb,m−rb ◦ ind

G′m
P ′ra,m−ra

(
ν

m−n
2 χ̃× · · · × ν

m−n
2 χ̃⊗ ν

ra
2 σn−ra,m−raν

−ra
2

)
,

ρ⊗ ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃⊗ ρ′
)
6= 0.

Montrons qu'on a :

Hom
(

ind
G′rb

P ′ra,b−ra

(
ν

m−n
2 χ̃× · · · × ν

m−n
2 χ̃⊗ ν

ra
2 r′rb−ra,m−rb (σn−ra,m−ra) ν

−ra
2

)
,

ρ⊗ ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃⊗ ρ′
)
6= 0.

En e�et, d'après le lemme géométrique (cf. 2.1.8), laG′
rb×G′

m−rb-représentation

r′rb,m−rb ◦ ind
G′m
P ′ra,m−ra

(
ν

m−n
2 χ̃× · · · × ν

m−n
2 χ̃⊗ ν

ra
2 σn−ra,m−raν

−ra
2

)
est composée des représentations de la forme

ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃× ω1 ⊗ ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃× ω2
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avec ω1 ⊗ ω2 ∈ JH
(
r(n1,n2),m−ra

)
. Si pour n1 di�érent de 0, on avait qu'une

de ces représentations avait pour quotient la représentation ν
m−n

2 χ̃ × · · · ×
ν

m−n
2 χ̃⊗ ρ′ on aurait que ρ′ est quotient de ν

m−n
2 χ̃× · · · × νm−n

2 χ̃×ω2 où on
a fait le produit de n1 > 0 fois la représentation ν

m−n
2 χ̃ ce qui contredit la

maximalité de b.
Ainsi, on a bien

Hom
(

ind
G′rb

P ′ra,b−ra

(
ν

m−n
2 χ̃× · · · × ν

m−n
2 χ̃⊗ ν

ra
2 r′rb−ra,m−rb (σn−ra,m−ra) ν

−ra
2

)
,

ρ⊗ ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃⊗ ρ′
)
6= 0.

4.4.3. D'après le corollaire 4.3.2, il existe alors i ∈ {0, . . . , rb− ra} tel que

Hom
(
τ ′i , ν

m−n+ra
2 χ̃× · · · × ν

m−n+ra
2 χ̃⊗ ν

ra
2 ρ′
)
6= 0.

Le lemme suivant se montre comme le lemme 4.4.1

Lemme. Les seuls τ ′i qui peuvent avoir des quotients de la forme ci-dessus
sont τ ′rb−ra et τ ′rb−ra−1. Or, si ν

m−n
2 χ̃ 6= ν

m−2n−1
2 , i.e. si χ 6= ν

n+1
2 seulement

τ ′rb−ra peut en avoir.

Démonstration. En e�et, supposons que

Hom
(
τ ′i, ν

m−n+ra
2 χ̃× · · · × ν

m−n+ra
2 χ̃⊗ ν

ra
2 ρ′
)
6= 0

Cela signi�e

Hom
(

ind
M ′

rb−ra,m−ra

P ′i,rb−ra−i×G
′
m−ra

(
σn−ra−i,m−ra ⊗ ρi ⊗ ξ′rb−ra,i

)
,

ν
m−n+ra

2 χ̃× · · · × ν
m−n+ra

2 χ̃⊗ ν
ra
2 ρ′
)
6= 0

et, par 2.1.4(b),

Hom
(
σn−ra−i,m−ra ⊗ ρi ⊗ ξ′rb−ra,i,

r
M ′

rb−ra,m−ra

P ′i,rb−ra−i×G
′
m−ra

(
ν

m−n+ra
2 χ̃× · · · × ν

m−n+ra
2 χ̃⊗ ν

ra
2 ρ′
))

6= 0,

d'où

Hom
(
ρi ⊗ ξ′rb−ra,i|Mrb−ra−i,i

, r
Grb−ra

Prb−ra−i,i

(
ν

m−n+ra
2 χ̃× · · · × ν

m−n+ra
2 χ̃

))
6= 0,

Ainsi, on trouve �nalement

Hom
(
ν

2m−n+2ra−rb+i
2

rb−ra−i , ν
m−n+ra

2 χ̃× · · · × ν
m−n+ra

2 χ̃
)
6= 0.
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Par l'unicité du support cuspidal, il faut alors que

supp
(
ν

2m−n+2ra−rb+i
2

rb−ra−i

)
⊂
{
ν

m−n+ra
2 χ̃× · · · × ν

m−n+ra
2 χ̃

}
et donc, ou bien i = rb− ra ou bien i = rb− ra− 1 et ν

m−n
2 χ̃ = ν

m−2n−1
2 , i.e.

χ = ν
n+1

2 .

4.4.4. Ainsi on a, à nouveau, deux cas :
Cas A.1 Ou bien

Hom
(
τ ′rb−ra, ν

m−n+ra
2 χ̃× · · · × ν

m−n+ra
2 χ̃⊗ ν

ra
2 ρ′
)
6= 0

(ce qui arrive, en particulier, d'après le lemme précédent si χ 6= ν
2m−n+1

2 et
χ 6= ν

n+1
2 ).

Cas A.2 Ou bien

Hom
(
τ ′rb−ra−1, ν

m−n+ra
2 χ̃× · · · × ν

m−n+ra
2 χ̃⊗ ν

ra
2 ρ′
)
6= 0

(dans ce cas il faut que χ = ν
n+1

2 ).
Regardons d'abord le cas A.1.

Lemme. Dans le cas A.1, on a b = a.

Démonstration. Si χ 6= ν
2m−n+1

2 et χ 6= ν
n+1

2 , d'après le lemme précédent, on
a

Hom
(

ind
G′rb

P ′ra,rb−ra

(
ν

m−n
2 χ̃× · · · × ν

m−n
2 χ̃⊗ ν

ra
2 τ ′rb−raν

−ra
2

)
,

ρ⊗ ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃⊗ ρ′
)
6= 0

d'où, par dé�nition de τ ′rb−ra,

Hom
(

ind
Gn−ra

Pn−rb,rb−ra

(
ν

rb−ra
2 σn−rb,m−rbν

−rb+ra
2 ⊗ ν

−ra
2 χ× · · · × ν

−ra
2 χ
)
,

ν
−ra
2 ρ⊗ ν

ra
2 ρ′
)
6= 0,

où on a fait le produit de b − a fois la représentation ν
−ra
2 χ, et donc, par

maximalité de a et le corollaire 3.2.8 on a b = a.

4.4.5. Avant de passer aux autres cas, résumons les résultats obtenus en une
proposition.
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Proposition. Soient π ∈ IrrGn, π
′ ∈ IrrGm telles que π⊗π′ soit un quotient

de σn,m. Soit aussi

χ 6=

{
ν

n+1
2

ν
2m−n+1

2

une représentation irréductible cuspidale de Gr. Alors a = b où a et b sont
dé�nis par les conditions suivantes :

1. Il existe ρ ∈ Irr(Gn−ra) avec

π ↪→ χ× χ× · · · × χ× ρ,

où on a fait le produit de a fois la représentation cuspidale χ et a est
maximal.

2. Il existe ρ′ ∈ Irr(G′
m−rb) avec

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃,

où on a fait le produit de b fois la représentation cuspidale ν
m−n

2 χ̃ et b
est maximal.

De plus, on a

Hom
(
σn−ra,m−ra, ν

−ra
2 ρ⊗ ν

ra
2 ρ′
)
6= 0.

4.5 Exemple : correspondance GL(1), GL(m)

Avant de continuer avec les autres cas possibles et a�n de pouvoir dé-
marrer une récurrence calculons déjà explicitement la correspondance dans
le cas (GL(1), GL(m)). Soit χ une représentation irréductible de G1. On se
propose donc de calculer ici les représentations irréductibles θ1,m (χ) de Gm

telles que χ⊗ θ1,m (χ) soit un quotient de σ1,m.

4.5.1. Supposons d'abord que l est banal et D = F ou bien que R = C.

Si χ 6=

{
νm

ν,
d'après 4.4.5 on a :

θ1,m (χ) ↪→ ν
(−1)

2 1m−1 × ν
(m−1)

2 χ−1. (a)

Or, avec les notations du chapitre 2, ν
(−1)

2 1m−1 =
〈{

ν
−(m−1)

2

}
, . . . ,

{
ν

m−3
2

}〉t
et on trouve en utilisant (a) que, dans ces cas

θ1,m (χ) =
〈{

ν
−(m−1)

2

}
, . . . ,

{
ν

m−3
2

}
,
{
ν

(m−1)
2 χ−1

}〉t
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Dans les autres deux cas, d'après 4.2.4, θ1,m (χ) est le quotient de ν
(−1)

2 1m−1×
ν

(m−1)
2 χ−1.
Si χ = ν, il n'y a pas de problème car, dans ce cas, ν

(m−1)
2 χ−1 = ν

(m−3)
2 et

donc ν
(−1)

2 1m−1 × ν
(m−1)

2 χ−1 est irréductible d'où, à nouveau :

θ1,m (χ) =
〈{

ν
−(m−1)

2

}
, . . . ,

{
ν

m−3
2

}
,
{
ν

(m−1)
2 χ−1

}〉t
4.5.2. Que se passe-t-il lorsque χ = νm ? On sait que θ1,m (χ) est un sous-

quotient de ν
(−1)

2 1m−1 × ν
(m−1)

2 χ−1, i.e.

1. ou bien θ1,m (χ) = π1 =
〈{

ν
(−m−1)

2 , ν
−(m−1)

2 ,
}
,
{
ν
−(m−3)

2

}
, . . . ,

{
ν

m−3
2

}〉t
;

2. ou bien θ1,m (χ) = π2 =
〈{

ν
(−m−1)

2

}
, . . . ,

{
ν

m−3
2

}〉t
.

Or, Jac (−m+1)
2

(π1) 6= ∅, d'après 2.2.5.2, et donc, par (4.4.5), on aurait que

χ ↪→ νm−1, ce qui est absurde.
On a donc que θ1,m (νm) = π2, i.e. θ1,m est le caractère ν−1 de Gm.
Que se passe-t-il lorsque l est non banal, si, par exemple, qm ≡ 1 mod l

et χ = 1 ?
Si, de plus, q 6≡1 mod l (d'où m ≥ 2), on a que θ1,m (χ) n'est pas bien

dé�nie. En e�et les applications :

1. f 7→ f(0)

2. f 7→
∫
Fm f(x)dx

de S(Fm) vers R induisent des entrelacements de σ1,m vers 11 ⊗ 1m et vers
11 ⊗ ν−11m respectivement.

4.6 La démonstration

Dans cette section on suppose que le théorème 4.1.2 est vrai pour toute
paire (Gi, Gj), où ij < nm et on le montre pour la paire (Gn, Gm).

4.6.1. On suppose d'abord qu'il existe χ 6=

{
ν

n+1
2

ν
2m−n+1

2

une représentation

cuspidale, gr(χ) = r, telle que l'une des conditions suivantes équivalentes
(par la proposition 4.4.5) soit satisfaite :

1. Il existe ρ ∈ Irr(Gn−r) avec π ↪→ χ× ρ,

2. ou bien, il existe ρ′ ∈ Irr(G′
m−r) avec π

′ ↪→ ρ′ × ν
m−n

2 χ̃,
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Ainsi on est bien dans le cas A.1.
Soient donc π ∈ IrrGn, π′ ∈ IrrGm telles que π ⊗ π′ soit un quotient de

σn,m, et soient χ et ρ, χ 6=

{
ν

n+1
2

ν
2m−n+1

2

avec

π ↪→ χ× χ× · · · × χ× ρ,

où on a fait le produit de a fois la représentation χ, a maximal. D'après la
proposition 4.4.5 il existe un unique ρ′ ∈ Irr(G′

m−ra) avec

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃,

où on a fait le produit de a fois la représentation ν
m−n

2 χ̃. D'après 3.1.1, π′

est unique. De plus, on a

Hom
(
σn−ra,m−ra, ν

−ra
2 ρ⊗ ν

ra
2 ρ′
)
6= 0.

Ainsi ν
−ra
2 ρ⊗ν ra

2 ρ′ est une représentation irréductible quotient de la repré-
sentation métaplectique et gr (ρ) gr (ρ′) < nm. Par hypothèse de récurrence
on a que

dim
(
Hom

(
σn−ra,m−ra, ν

−ra
2 ρ⊗ ν

ra
2 ρ′
))

= 1

ρ′ =
〈
ν−

n
2
−m−n−1

2 , . . . , ν−
n
2
+m−n−1

2 , ν
m−n

2 ∆̃1, . . . , ν
m−n

2 ∆̃N

〉t
,

si ρ = 〈∆1, . . . ,∆N〉t.
On a donc

π ↪→ χ× χ× · · · × χ× 〈∆1, . . . ,∆N〉t

π′ ↪→
〈
ν−

n
2
−m−n−1

2 , . . . , ν−
n
2
+m−n−1

2 , ν
m−n

2 ∆̃1, . . . , ν
m−n

2 ∆̃N

〉t
×

×ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃.

Lemme. Dans ces conditions, π et π′ sont paramétrées comme dans le théo-
rème 4.1.2.

Démonstration. Par récurrence sur a. Si a = 1, puisque χ 6=

{
ν

n+1
2

ν
2m−n+1

2

, on

véri�e bien les conditions du corollaire 3.3.2 ce qui montre le lemme dans ce
cas.
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Supposons a > 1 et le lemme vrai pour i < a. Par 3.1.1, π et π′ sont les
uniques représentations irréductibles qui véri�ent aux conditions

π ↪→ χ× χ× · · · × χ× 〈∆1, . . . ,∆N〉t

π′ ↪→
〈
ν−

n
2
−m−n−1

2 , . . . , ν−
n
2
+m−n−1

2 , ν
m−n

2 ∆̃1, . . . , ν
m−n

2 ∆̃N

〉t
×

×ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃,

où on a fait le produit de a fois la représentation χ (resp. ν
m−n

2 χ̃).
Notons π1 et π′1 les représentations irréductibles dé�nies par les conditions

π1 ↪→ χ× χ× · · · × χ× 〈∆1, . . . ,∆N〉t

π′1 ↪→
〈
ν−

n
2
−m−n−1

2 , . . . , ν−
n
2
+m−n−1

2 , ν
m−n

2 ∆̃1, . . . , ν
m−n

2 ∆̃N

〉t
×

×ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃,

où on a fait le produit de a− 1 fois la représentation χ (resp. ν
m−n

2 χ̃).
Par hypothèse de récurrence on a bien que π1 et π′1 sont paramétrées

comme dans le théorème 4.1.2. De plus, on a

π ↪→ χ× π1

π′ ↪→ π′1 × ν
m−n

2 χ̃,

et donc, à nouveau par le corollaire 3.3.2 on a que π et π′ sont paramétrées
comme dans le théorème 4.1.2.

4.6.2. On s'est ramené donc aux cas où π et π′ sont des représentations très
particulières, des représentations véri�ant les propriétés suivantes :

J.1 Si Jacχ(π) 6= 0 et χ cuspidale, alors χ ∈
{
ν

n+1
2 , ν

2m−n+1
2

}
,

J.2 si Jacχ(π
′) 6= 0 et χ cuspidale, alors χ ∈

{
ν
−m−1

2 , ν
m−2n−1

2

}
.

Dans ce paragraphe, on va supposer n 6= m. On laisse le cas n = m pour la
section suivante.

Soit π ∈ Irr(Gn) telle que Jac
ν

n+1
2

(π) 6= 0. Soit a maximal tel que

π ↪→ χ× χ× · · · × χ× ρ,

où on a fait le produit de a fois le caractère χ = ν
n+1

2 . On se trouve (puisque
ν

n+1
2 6= ν

2m−n+1
2 car n 6= m, le corps R étant de caractéristique banale),

d'après la section 4.4, dans le cas A. On rappelle que l'on a deux possibilités :
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A.1 Ou bien, il existe ρ′ ∈ Irr(G′
m−a) avec

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−n

2 χ−1 × · · · × ν
m−n

2 χ−1,

où on a fait le produit de a fois le caractère ν
m−n

2 χ−1, a maximal et

Hom
(
σn−a,m−a, ν

−a
2 ρ⊗ ν

a
2 ρ′
)
6= 0

(proposition 4.4.5) ;
Par hypothèse de récurrence, on a que :

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−2n−1

2 × · · · × ν
m−2n−1

2 , et (a)

ρ′ =
〈
ν

m−2n−1
2 , . . . , ν

−m+1
2 , ν

m−n
2 ∆̃1, . . . , ν

m−n
2 ∆̃N

〉t
,

si ρ = 〈∆1, . . . ,∆N〉t.
Lemme. Il n'existe pas des représentations irréductibles π et π′ satis-
faisant aux conditions J.1, J.2 et (a).

Démonstration. D'après J.1, on sait que, si Jacχ(π) 6= 0 et χ cuspidale,

alors χ ∈
{
ν

n+1
2 , ν

2m−n+1
2

}
. Par 2.2.5.2, tous les segments de ρ �nissent

alors par ei ≥ n+1
2
. Ainsi, par dé�nition de ρ′, tous les segments de ρ′

commencent alors par b′i ≤ m−2n−1
2

. Puisque m 6= n,
{
ν

m−2n−1
2

}
est un

segment de ρ′ et donc, par 2.2.5.2 et 3.2.7.1, il existe τ ′ ∈ Irr(Gm−a−1)

tel que ρ′ ↪→ τ ′ × ν
m−2n−1

2 ce qui contredit la maximalité de a.

A.2 Alors on a bien (avec les notations de 4.4.5)

Hom
(
τ ′b−a−1, ν

m−n+a
2 χ̃× · · · × ν

m−n+a
2 χ̃⊗ ν

a
2 ρ′
)
6= 0.

Dans ce cas on a une proposition similaire à la proposition 4.4.5

Proposition. Soient π ∈ IrrGn, π
′ ∈ IrrGm telles que π ⊗ π′ soit un quo-

tient de σn,m satisfaisant aux conditions J.1 et J.2. Soit aussi χ = ν
n+1

2 un
caractère de G1. Alors a = b − 1 où a et b sont dé�nis par les conditions
suivantes :

1. Il existe ρ ∈ Irr(Gn−a) avec

π ↪→ χ× χ× · · · × χ× ρ,

où on a fait le produit de a fois le caractère χ et a est maximal.
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2. Il existe ρ′ ∈ Irr(G′
m−b) avec

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃,

où on a fait le produit de b fois le caractère ν
m−n

2 χ̃ et b est maximal.

De plus, on a

Hom
(
σn−a,m−a−1, ν

−a
2
−1ρ⊗ ν

a+1
2 ρ′

)
6= 0.

Démonstration. On a que

Hom
(

ind
G′b
P ′a,b−a

(
ν

m−n
2 χ̃× · · · × ν

m−n
2 χ̃⊗ ν

a
2 τ ′b−a−1ν

−a
2

)
,

ρ⊗ ν
m−n

2 χ̃× · · · × ν
m−n

2 χ̃⊗ ρ′
)
6= 0,

d'où, par dé�nition de τ ′b−a−1,

Hom
(

ind
Gn−a

Pn−b−1,b−a−1

(
ν

b+1
2 σn−b+1,m−bν

−b
2 ⊗ ν

−a
2 χ× · · · × ν

−a
2 χ
)
,

ρ⊗ ρ′
)
6= 0,

où on a fait le produit de b − a − 1 fois le caractère ν
−a
2 χ, et donc, par

maximalité de a et le corollaire 3.2.8 on a b = a+ 1.

Ainsi, il existe ρ′ ∈ Irr(G′
m−a−1) avec

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−n

2 χ−1 × · · · × ν
m−n

2 χ−1,

où on a fait le produit de a+ 1 fois le caractère ν
m−n

2 χ−1, a maximal et

Hom
(
σn−a,m−a−1, ν

−a
2
−1ρ⊗ ν

a+1
2 ρ′

)
6= 0.

Alors, par hypothèse de récurrence on a

dim
(
Hom

(
σn−a,m−a−1, ν

−a
2
−1ρ⊗ ν

a+1
2 ρ′

))
= 1,

ρ′ =
〈
ν

m−2n−3
2 , . . . , ν

−m+1
2 , ν

m−n
2 ∆̃1, . . . , ν

m−n
2 ∆̃N

〉t
.

si ρ = 〈∆1, . . . ,∆N〉t.
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Lemme. Supposons que π et π′ sont deux représentation irréductibles qui
satisfont aux conditions J.1, J.2 et

dim
(
Hom

(
σn−a,m−a−1, ν

−a
2
−1ρ⊗ ν

a+1
2 ρ′

))
= 1,

π ↪→ ν
n+1

2 × · · · × ν
n+1

2 × ρ

où on a fait le produit de a fois le caractère ν
n+1

2 ,

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−2n−1

2 × · · · × ν
m−2n−1

2 ,

où on a fait le produit de a+ 1 fois le caractère ν
m−2n−1

2 χ−1

et ρ′ =
〈
ν

m−2n−3
2 , . . . , ν

−m+1
2 , ν

m−n
2 ∆̃1, . . . , ν

m−n
2 ∆̃N

〉t
.

si ρ = 〈∆1, . . . ,∆N〉t.
Alors π et π′ véri�ent la conclusion du théorème 4.1.2.

Démonstration. Par récurrence sur a, on va montrer que si l'on dé�nit π′1 par

π′1 ↪→ ρ′ × ν
m−2n−1

2 × · · · × ν
m−2n−1

2 ,

où on a fait le produit de a fois le caractère ν
m−2n−1

2 , alors

π′1 =
〈
ν

m−2n−3
2 , . . . , ν

−m+1
2 , ν

m−n
2 ∆̃′

1, . . . , ν
m−n

2 ∆̃′
N

〉t
si π = 〈∆′

1, . . . ,∆
′
N〉

t.
Si a = 0, c'est clair. Supposons a > 0 et notons π2 et π′2 les représentations

irréductibles dé�nies par les conditions

π2 ↪→ ν
n+1

2 × · · · × ν
n+1

2 × 〈∆1, . . . ,∆N〉t

π′2 ↪→
〈
ν−

n
2
−m−n−1

2 , . . . , ν−
n
2
+m−n−1

2 , ν
m−n

2 ∆̃1, . . . , ν
m−n

2 ∆̃N

〉t
×

×ν
m−2n−1

2 × · · · × ν
m−2n−1

2 ,

où on a fait le produit de a−1 fois les caractères ν
n+1

2 , ν
m−2n−1

2 respectivement.
Par hypothèse de récurrence on a bien que π2 et π′2 sont paramétrées

comme dans le lemme. De plus, on a

π ↪→ ν
n+1

2 × π2

π′1 ↪→ π′2 × ν
m−2n−1

2 ,

et donc, par le corollaire 3.3.2 on a que π et π′ sont de la forme requise.
Il nous reste à voir que π′ est paramétrée comme dans le theorème 4.1.2.
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Puisque d'après J.1, on sait que, si Jacχ(π) 6= 0 et χ cuspidale, alors

χ ∈
{
ν

n+1
2 , ν

2m−n+1
2

}
. Par 2.2.5.2, tous les segments de la forme ∆′ �nissent

alors par ei ≥ n+1
2
. Ainsi, tous les segments de la forme ν

m−n
2 ∆̃′

i commencent
par b′i ≤ m−2n−1

2
et, a fortiori, tous les segments de π′ commencent par

b′i ≤ m−2n−1
2

.
Ainsi, puisque

π′ ↪→ π′1 × ν
m−2n−1

2 ,

et

π′ =
〈
ν

m−2n−3
2 , . . . , ν

−m+1
2 , ν

m−n
2 ∆̃′

1, . . . , ν
m−n

2 ∆̃′
N

〉t
,

on a, par 3.2.7, que

π′ =
〈
ν

m−2n−1
2 , ν

m−2n−3
2 , . . . , ν

−m+1
2 , ν

m−n
2 ∆̃1, . . . , ν

m−n
2 ∆̃N

〉t
.

4.6.3. Ainsi il ne nous reste qu'à traiter les cas où π et π′ sont des représen-
tations véri�ant les propriétés suivantes :

H.1 Si Jacχ(π) 6= 0 et χ cuspidale, alors χ = ν
2m−n+1

2 ,

H.2 si Jacχ(π
′) 6= 0 et χ cuspidale, alors χ = ν

−m−1
2 .

En e�et, le calcul du paragraphe précédent est valable pour toute représen-
tation π telle que Jac

ν
n+1

2
(π) 6= 0 et quand a = 0, pour toute représentation

π′ telle que Jac
ν

m−2n11
2

(π′) 6= 0.
Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante :

Proposition. Il n'existe pas de représentations irréductibles π et π′ satisfai-
sant aux conditions H.1 et H.2, dont le produit tensoriel est quotient de la
représentation métaplectique si l'on suppose de plus n 6= m.

Soit π ∈ Irr(Gn) véri�ant H.1 et soit a maximal tel que

π ↪→ χ× χ× · · · × χ× ρ,

où on a fait le produit de a fois le caractère χ = ν
2m−n+1

2 . On a alors, d'après
les résultats de la section 4.4, que

Cas A Ou bien, Hom (τa, χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0,

Cas B ou bien, Hom (τa−1, χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0.

C'est à dire :
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Cas A Puisque m 6= n on est bien dans le cas A.1 et donc, d'après 4.4.5, il
existe ρ′ ∈ Irr(G′

m−a) avec

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−n

2 χ−1 × · · · × ν
m−n

2 χ−1,

où on a fait le produit de a fois le caractère ν
m−n

2 χ−1, a maximal et

Hom
(
σn−a,m−a, ν

−a
2 ρ⊗ ν

a
2 ρ′
)
6= 0.

Ceci n'est pas possible. En e�et, par récurrence, on a que :

π′ ↪→ ρ′ × ν
−m−1

2 × · · · × ν
−m−1

2 ,

et
ρ′ =

〈
ν

m−2n−1
2 , . . . , ν

−m+1
2 , ν

m−n
2 ∆̃1, . . . , ν

m−n
2 ∆̃N

〉t
si ρ = 〈∆1, . . . ,∆N〉t.
Il y a ainsi des segments de π′ commençant par xi > −m−1

2
ce qui, par

2.2.5.2, contredit H.2.

Cas B Sinon montrons qu'il existe ρ′ ∈ Irr(G′
m−a+1) avec

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−n

2 χ−1 × · · · × ν
m−n

2 χ−1,

où on a fait le produit de a− 1 fois le caractère ν
m−n

2 χ−1, a maximal et

Hom
(
σn−a,m−a+1, ν

−a
2 ρ⊗ ν

a+1
2 ρ′

)
6= 0.

En e�et, Hom (τa−1, χ× χ× · · · × χ⊗ ρ⊗ π′) 6= 0 implique que

Hom
(

ind
G′m
P ′a−1,m−a+1

(
ν

m−n
2 χ−1 × · · · × ν

m−n
2 χ−1 ⊗

ν
a
2σn−a,m−a+1ν

−a−1
2

)
, ρ⊗ π′

)
6= 0.

Soit b maintenant maximal tel qu'il existe une représentation irréduc-
tible ρ′ de Gm−b avec π′ quotient de

ν
m−n

2 χ−1 × · · · × ν
m−n

2 χ−1 × ρ′

où on a fait le produit de b fois le caractère ν
m−n

2 χ−1. D'après le corol-
laire 3.2.8 on a

r′b,m−b(π
′) ↪→ ν

m−n
2 χ−1 × · · · × ν

m−n
2 χ−1 ⊗ ρ′.
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Puisque χ 6= ν
n+1

2 , on montre, comme dans 4.4.5, que b = a−1 et donc

Hom
(
σn−a,m−a+1, ν

−a
2 ρ⊗ ν

a+1
2 ρ′

)
6= 0.

Ainsi, il existe ρ′ ∈ Irr(G′
m−a+1) avec

π′ ↪→ ρ′ × ν
m−n

2 χ−1 × · · · × ν
m−n

2 χ−1,

où on a fait le produit de a− 1 fois le caractère ν
m−n

2 χ−1, a maximal et

Hom
(
σn−a,m−a+1, ν

−a
2 ρ⊗ ν

a+1
2 ρ′

)
6= 0.

Alors, par hypothèse de récurrence on a

π′ ↪→ ρ′ × ν
−m−1

2 × · · · × ν
−m−1

2 ,

et
ρ′ =

〈
ν

m−2n−1
2 , . . . , ν

−m−1
2 , ν

m−n
2 ∆̃1, . . . , ν

m−n
2 ∆̃N

〉t
si ρ = 〈∆1, . . . ,∆N〉t. On achève la démonstration, dans ce cas, avec le
corollaire 3.3.2. Si n 6= m, on trouve ainsi des segments de π′ commen-
çant par xi > −m−1

2
ce qui, à nouveau par 2.2.5.2, contredit H.2.

4.7 Correspondance GL(n), GL(n) : �n de la preuve

Dans la section précédente, on utilisait l'hypothèse m 6= n pour pouvoir
a�rmer, à la �n de nos calculs, que deux cas (A.1 et A.2, A ou B) n'était
pas compatibles. Ceci nous permettait d'a�rmer que

dim (HomGn×Gn (σn,n, π ⊗ π̃)) = 1.

Si n = m, on a que 2m − n + 1 = n + 1. Ainsi, il ne nous reste à
montrer qu'un cas très particulier, celui où si Jacχ(π) 6= 0 et χ cuspidale,
alors χ = ν

n+1
2 . On peut, miraculeusement, utiliser le théorème 4.2.4. En

e�et, avec cette hypothèse il n'existe pas τ ∈ Irr(Gk), k < n, avec

HomGn

(
indGm

Pk

(
ν

k
2 1n−k ⊗ ν

−n+k
2 τ

)
, π
)
6= 0.

Le théorème 4.2.4 s'applique alors, et on trouve que π = π̃′ et

dim (HomGn×Gn (σn,n, π ⊗ π̃)) = 1.

Ainsi, on a �nalement montré dans tous les cas le théorème 4.1.2.
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4.8 Quelques remarques

Au chapitre 2, dans le cas R = Fl, l banal et D = F , on avait étudié le
comportement des classi�cations de Langlands et Zelevinskii par rapport à
la réduction modulo l. On en tire ici des conséquences non triviales sur le
comportement de la correspondance thêta par rapport à la réduction modulo
l :

Proposition 4.8.1. Supposons R = Fl, l banal et D = F . Soit π ∈ IrrGn

une Ql-représentation l-irréductible et π
′ ∈ IrrGm une autre Ql-représentation

telles que π ⊗ π′ soit un quotient de σn,m. Alors il existe π′′ ∈ rl(π′) une Fl-
représentation irréductible telle que rl (π) ⊗ π′′ soit un quotient de σn,m en
tant que Fl-représentations.

Démonstration. Ça découle du théorème 4.1.2. En e�et on connaît, par le
théorème 4.1.2, les paramètres de Langlands de θ (π) et de θ (rl (π)) et par
2.3.12 on sait que θ (rl (π)) ∈ rl (θ (π)).

Remarque 4.8.2. 1. Il peut exister π′′ ∈ rl(π
′) telle que π ⊗ π′′ ne soit

pas un quotient de σn,m en tant que Fl-représentations.
2. Si l est non-banal et π ∈ IrrGn et π′ ∈ IrrGm sont des Fl-représentations

telles que π⊗π′ soit un quotient de σn,m en tant que Fl-représentations,
il peut ne pas y avoir de relèvements π de π et π′ de π′ tel que π ⊗ π′′

soit un quotient de σn,m. (Voir l'exemple de la �n de la section 4.5.)

Remarque 4.8.3. Si l est non banal et π ∈ Irr(Gn) est une représentation
cuspidale n'appartenant pas à la droite de la représentation triviale de G1,
alors il existe une unique représentation π′ ∈ IrrGm telle que π ⊗ π′ soit un
quotient de σn,m. En e�et c'est le même calcul que celui de la section 4.5.
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Chapitre 5

Fonctions zêta

5.1 Réduction du problème

Dans ce chapitre on note toujours R un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique l 6= p. Le but de ce chapitre est d'associer à chaque l-représentation
irréductible π de Gn, deux invariants L(T, π), ε(T, π, ψ) où T est une variable
et ψ est un caractère non trivial de F . La fonction L, L(T, π), est une fonc-
tion de la forme 1

P (T )
où P ∈ R [T ] un polynôme de degré au plus n tel

que P (0) = 1. Le facteur epsilon, ε(T, π, ψ), est une autre fonction simple
de la forme AT k, avec A ∈ R et k ∈ Z. On établit également l'existence
d'un entrelacement non trivial entre la représentation métaplectique σn,n et
π ⊗ π̃ pour toute représentation irréductible π ∈ Irr(Gn) qui a été utilisé au
chapitre précédent.

Les fonctions zêta, quand R = C, furent d'abord introduites par Go-
dement et Jacquet dans [GJ] et elles généralisaient les fonctions L de Tate
[Tat] quand n = 1, qu'on a déjà vues au premier chapitre, et les fonctions L
dé�nies dans [JL, �13] quand n = 2.

5.1.1. On conserve les notations des chapitres précédents, F est un corps
local non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0, D une algèbre
à division de centre F , O son anneau des entiers, P son idéal maximal,
kD = O/P son corps résiduel et q le cardinal de kD, m un entier positif,
M = M (m,D), G = M× ' GL(m,D). Si d2 est le rang de D sur F on
pose n = md. On regarde G comme un groupe algébrique réductif dé�ni sur
F ou bien comme le groupe de ses F -points. On �xe aussi une racine carrée
q1/2 de q dans R×,

On note :
NrdMn : M→ F la norme réduite
τM : M→ F la trace réduite.

121
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On pose aussi pour simpli�er les notations ν(g) = |NrdMn(g)|F , pour tout
g ∈ Gn.

Soit dµ(x) une mesure de Haar sur M à valeurs dans R et dµ×(x) une
mesure de Haar sur G. Puisque l 6= p, il en existe toujours, et elles sont
uniques à une constante dans R× près (cf. 2.1.2).

5.1.2. Fixons ψ : F → R× un caractère non trivial de F comme dans le
chapitre 1. On rappelle que le niveau de ψ est le plus petit entier k tel que
ψ soit trivial sur Pk. Tout caractère de F peut s'écrire alors sous la forme
ψa, avec a ∈ F et ψa(x) = ψ(ax). Pour toute fonction Φ ∈ SR (M), on note
Φ̂ (x) =

∫
M Φ (y) τM (ψ (xy)) dµ(y) sa transformée de Fourier.

La proposition ci-dessous se montre comme la proposition 1.2.2 :

Proposition. 1. Pour toute fonction Φ ∈ SR (M), on a Φ̂ ∈ SR (M) .

2. Il existe c = c(µ, ψ) ∈ R tel que pour toute fonction Φ ∈ SR (M),

̂̂
Φ(x) = cΦ(−x).

3. Pour ψ �xé, il existe une unique mesure de Haar µψ, qui véri�e

µψ(M(O)) = qn
2k/2,

où k est le niveau de ψ et on a c(µψ, ψ) = 1.

4. Pour tout a ∈ F×, µaψ = |a|n
2/2 µψ.

La mesure µψ est dite auto-duale. On suppose dans tout ce chapitre que
la mesure est auto-duale.

5.1.3. Soit π une représentation admissible de G dans un R-espace vectoriel
V . On rappelle qu'un coe�cient de π est une fonction f : G→ R de la forme
f(x) = 〈π (x) v, ṽ〉 où v ∈ V, ṽ ∈ Ṽ sont �xés, ou une combinaison linéaire de
telles fonctions. On note f̌ le coe�cient de π̃ dé�ni par f̌(g) = f(g−1).

Pour tout coe�cient f : G → R, toute fonction Φ ∈ SR (M) et tout
N ∈ Z l'intégrale ∫

G,ν(x)=q−N

Φ (x) f (x) dµ×(x)

est bien dé�nie. En e�et
{
x ∈ GF : ν(x) = q−N

}
∩ supp (Φ) est une partie

compacte de G et Φ et f sont localement constants sur cette partie.
On peut alors dé�nir la somme formelle :

Z (Φ, T, f) =
∑
N∈Z

(∫
G,ν(x)=q−N

Φ (x) f (x) dµ×(x)

)
TN .
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Comme Φ est à support compact, pour N assez petit on a :∫
G,ν(x)=q−N

Φ (x) f (x) dµ×(x) = 0.

Ainsi Z (Φ, T, f) ∈ R [[T ]] [T−1]

5.1.4. On peut aussi parler en termes d'opérateurs. On dé�nit l'opérateur à
un paramètre Z (Φ, T, π) : V → V par 〈Z (Φ, T, π) v, ṽ〉 = Z (Φ, T, f) avec f
dé�nie par f(x) = 〈π (x) v, ṽ〉 où v ∈ V, ṽ ∈ Ṽ . Ainsi Z (Φ, T, π) est une série
formelle de Laurent à coe�cients dans End(V ). En fait, ce sont des coe�cient
lisses, i.e. Z (Φ, T, π) est une série formelle de Laurent à coe�cients dans
End(V )∞ qui est canoniquement isomorphe à V ⊗ Ṽ

5.1.5. Le théorème principal de ce chapitre est le suivant :

Théorème. Supposons l banal ou bien D = F . Soit (π, V ) une représentation
irréductible. On a :

1. Z (Φ, T, f) ∈ R (T ) . Il existe P0 (π, T ) ∈ R [T ] tel que pour tout coe�-
cient f de π, toute fonction Φ ∈ SR (M) on ait

Z (Φ, T, f)P0 (π, T ) ∈ R
[
T, T−1

]
.

2. Il existe γ (T, π, ψ) ∈ R (T ) tel que pour tout coe�cient f de π, toute
fonction Φ ∈ SR (M) on ait

Z
(
Φ̂, q−

1
2
(n+1)T−1, f̌

)
= γ (T, π, ψ)Z

(
Φ, q−

1
2
(n−1)T, f

)
. (a)

Sa démonstration occupera la �n de cette section et les sections 5.2, 5.3
et 5.4. Donnons d'abord un corollaire de la première partie qui équivaut, en
fait, au théorème lui-même mais sous sa forme la plus usuelle.

Corollaire. Notons Z (π) le sous-R-espace vectoriel de R (T ) engendré par

les fonctions Z
(
Φ, T q

1−n
2 , f

)
avec f coe�cient de π et Φ ∈ SR (M) . Alors :

Z (π) est un idéal fractionnaire de R [T, T−1] contenant les constantes. Il
admet un générateur de la forme L (T, π) = 1/P0 (T ) avec P0 ∈ R [T ] et
P0(0) = 1.

Démonstration. Avant tout, remarquons que 1 ∈ Z (π) : il su�t de prendre
le coe�cient associé à un vecteur v quelconque et à ṽ tel que ṽ(v) = 1 et
Φ = µ×(K)−11K où K est un sous groupe compact de G de mesure inversible
dans R et qui laisse invariant v et ṽ.
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Soit Q (T ) ∈ Z (π) , r ∈ Z. Montrons que Q (T )T r ∈ Z (π). On peut
supposer qu'il existe f coe�cient de π et Φ ∈ SR (M) tels que :

Q (T ) = Z
(
Φ, T q

1−n
2 , f

)
.

Soit a ∈ G avec ν (a) = q−r et posons

Φ′ (x) = Φ (xa−1) q
r(1−n)

2

f ′ (x) = f (xa−1) .

On trouve que

Z
(
Φ′, T q

1−n
2 , f ′

)
= Z

(
Φ, T q

1−n
2 , f

)
T r. (b)

Puisque l'anneau R [T, T−1] est principal, on en déduit qu'il existe P0, Q0 ∈
R [T ] premiers entre eux, avec P0(0) = Q0(0) = 1 tels que

Z (π) =
Q0 (T )

P0 (T )
R
[
T, T−1

]
.

Il ne nous reste à montrer que Q0 (T ) = 1. Or, puisque 1 ∈ Z(π), on ne
peut pas avoir Q0 (T ) 6= 1.

5.1.6. On dé�nit ε (T, π, ψ) par l'équation

γ (T, π, ψ) = ε (T, π, ψ)
L (q−1T−1, π̃)

L (T, π)

et

L (T, π) =
1

P0 (T )

L'équation fonctionnelle 5.1.5(a) s'écrit alors :

Z
(
Φ̂, T−1q

−1−n
2 , f̌

)
L (q−1T−1, π̃)

= ε (T, π, ψ)
Z
(
Φ, T q

1−n
2 , f

)
L (T, π)

.

Le lemme suivant se montre comme le lemme 1.3.1

Lemme. 1. ε (T, π, ψ) est indépendant de Φ.

2. ε (T, π, ψa) = ω(a) |a|−n/2 T nvF (a)ε (T, π, ψ), pour tout a ∈ F×, et où ω
est le caractère central de π.
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3. La fonction ε (T, π, ψ) véri�e l'équation fonctionnelle

ε (T, π, ψ) ε
(
q−1T−1, π̃, ψ

)
= ω (−1) .

4. ε (T, π, ψ) est de la forme A(ψ, π)T n(ψ,π), A(ψ, π) ∈ R×, n(ψ, π) ∈ Z.

5.1.7. On remarque �nalement que l'on a les identités :

L(T, νtπ) = L(Tq−t, π)

γ(T, νtπ, ψ) = γ(Tq−t, π, ψ)

ε(T, νtπ, ψ) = ε(Tq−t, π, ψ).

5.1.8. L'idée pour montrer le théorème 5.1.5 est la suivante : il est trop
compliqué de prouver le théorème pour une représentation irréductible quel-
conque puisqu'on ne peut pas bien contrôler le comportement à l'in�ni de
ses coe�cients. On utilise alors l'argument classique de réduction au cas
cuspidal, i.e. on montre que le théorème est vrai pour les représentations
cuspidales (on connaît bien la croissance de leurs coe�cients), après on voit
que, si le théorème est vrai pour deux représentations, il est de même pour
leur induite (ici on utilisera la banalité de l) et puis on utilise le fait que toute
représentation irréductible est sous-quotient d'une induite de représentations
cuspidales. Plus précisément :

Supposons l banal ou bien D = F . Soient (n1, n2, . . . , nr) une partition de
n, (σi,Wi) des représentations cuspidales de Gni

et (ξ, V ) la représentation
de Gn, ξ = σ1 × · · · × σr.

Proposition 5.1.8.1. Si le théorème 5.1.5 est vrai pour toutes les paires

(σi, σ̃i) alors il est aussi vrai pour
(
ξ, ξ̃
)
.

Démonstration. La preuve sera faite dans la section 5.4 quand l est banal et
dans la section 5.5 quand D = F .

Proposition 5.1.8.2. Si le théorème 5.1.5 est vrai pour la paire
(
ξ, ξ̃
)
, où

ξ est une représentation admissible de Gn alors il est aussi vrai pour (π, π̃),
où π est un sous-quotient irréductible de ξ. De plus

L (T, ξ) /L (T, π) ∈ R [T ] γ (T, π, ψ) = γ (T, ξ, ψ) .

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du fait que l'espace des co-
e�cients de π peut être vu comme un sous-espace de l'espace des coe�cients
de ξ.
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5.2 Algèbres à division

5.2.1. Dans cette section on montre le théorème 5.1.5 dans le cas où n = 1,
i.e. G = D×, D étant une algèbre à division sur F de dimension d2. On a
déjà prouveé le théorème quand d = 1 dans le chapitre 1. Le cas où d > 1
est similaire : si d = 1, les représentations de F× étaient de dimension 1 et
on classi�ait les caractères selon qu'ils étaient rami�és ou pas. Si d > 1 les
représentations de D× sont de dimension �nie et sont classi�ées par le lemme
ci-dessous :

Lemme 5.2.2. Soient G0 le noyau de ν, et π une représentation irréductible
de D×. Ou bien π ne contient pas la représentation triviale de G0 ou bien π
est de la forme :

π(x) = ω (NrdMn(x)) ,

où ω est un caractère non rami�é de F×.

5.2.3. Ce lemme nous permet d'expliciter les fonctions L. Les représentations
irréductibles étant de dimension �nie, il est plus pratique de travailler en
termes d'opérateurs. On rappelle qu'on a dé�ni la série formelle à coe�cients
dans V ⊗ Ṽ ,

Z (Φ, T, π) =
∑
N∈Z

(∫
D×,ν(x)=q−N

Φ (x)π (x) dµ×(x)

)
TN .

Si l'on choisit une base de V et sa base duale, on peut voir Z (Φ, T, π) comme
une matrice dont les éléments sont les Z (Φ, T, f).

Théorème. Le théorème 5.1.5.(1) est vrai avec L(T, π) = 1 sauf si π =
χ ◦ NrdMn, avec χ un caractère non rami�é, et q 6≡1 mod l. Dans ce cas

L(T, π) = L
(
q−

1
2
(n−1)T, χ

)
.

Démonstration. Si q 6≡1 mod l ,et π ne contient pas la représentation triviale
de G0, pour tout Φ ∈ S(D) et tout coe�cient f de π,

Z (Φ, T, f) = Z (Φ1, T, f) ,

où Φ1(x) = Φ(x)−µ×(G0)
−1
∫
G0

Φ(xh)dµ×(h) (rappelons que q est le cardinal
du corps résiduel de D et donc µ×(G0) est inversible dans R). Ainsi, on peut
supposer, dans ce cas, que Φ(0) = 0.
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Notons ω le caractère central de π. Soit K un sous-groupe compact ouvert
deD× tel que Φ et π soientK-invariants à droite et µ×(K) ∈ R×. Choisissons
un ensemble �ni de représentants gi de G/KZF . Alors

Z (Φ, T, f) =
∑
i

(∑
N

∫
F×,vF (x)=N

Φ(gix)ω(x)dµ×(x)T nN

)

=
∑
i

(∑
N

∫
F×,vF (x)=N

φi(x)ω(x)dµ×(x)T nN

)
,

où φi(x) = Φ(gix) ∈ S(F ).
Si π ne contient pas la représentation triviale de G0 et q 6 ≡1 mod l,

on peut supposer que Φ(0) = 0 et donc cette dernière expression est un
polynôme.

Si q ≡ 1 mod l, comme dans le chapitre 1, on trouve aussi un polynôme.
Si π = χ ◦ NrdMn , avec χ un caractère non rami�é, et q 6≡1 mod l et

Φ ∈ S(D×) on trouve toujours un polynôme. Si, par contre, Φ = 1OD
,

Z (Φ, T, π) = L(T, χ)µ×
(
O×
D

)
.

Cela achève la preuve puisque toute fonction Φ ∈ S(D) est une combinaison
linéaire d'une fonction de S(D×) et de 1OD

.

5.2.4. Ainsi le morphisme Φ 7→ Z (Φ, T, π) appartient à l'espace Λπ des

morphismes d'espaces vectoriels λ : SR(D) →
(
V ⊗ Ṽ

)
(T ) véri�ant :

λ
(
Φ(a−1 ·)

)
= π(a)T nvF (a)λ (Φ) ,

pour tout a ∈ D×.
L'équation fonctionnelle se montre comme 1.2.7.

Lemme. L'espace Λπ est de dimension 1 sur R(T ).

Démonstration. La preuve est exactement la même que celle de 1.2.6.

5.2.5. Fixons un caractère ψ de F et dx la mesure auto-duale pour ψ. On
calculera à partir d'ici les transformées de Fourier par rapport à cette mesure.

Théorème. Soit π une représentation irréductible de D×. Il existe une unique
fraction rationnelle γ(T, π, ψ) ∈ R(T ) telle que

Z
(
Φ̂, q−

1
2
(n+1)T−1, π̃

)
= γ (T, π, ψ)Z

(
Φ, q−

1
2
(n−1)T, π

)
,

pour toute fonction Φ ∈ S(D).
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Démonstration. D'après le lemme précédent il nous su�t de montrer que

λ1 : Φ 7→ Z
(
Φ̂, q−nT−1, π̃

)
appartient à Λπ. Il su�t de remarquer, cette fois

ci, que :
Φ̂(ax) = |a|n Φ̂

(
a−1x

)
,

pour x ∈ D, Φ ∈ S(D).

5.3 Cas cuspidal

5.3.1. On démontre ici le théorème 5.1.5 dans le cas où π est une représenta-
tion irréductible cuspidale de Gn(D), et n > 1. La démonstration est inspirée
de [Ja1] et utilise les mêmes méthodes que la section précédente.

Soit donc π une représentation irréductible cuspidale de Gn, n > 1, ω :
F× → R× son caractère central.

Dans ce cas on va pro�ter du fait tout coe�cient f de π véri�e

f (ga) = f (g)ω (a) pour g ∈ G, a ∈ F×

et qu'il est à support compact modulo le centre. On a vu aussi (cf. 2.1.7)
qu'il existe un sous-groupe compact H de G, de pro-ordre inversible dans R
tel que ∫

H

f (gh) dµ(h) = 0 pour tout g ∈ G.

5.3.2. Puisque les coe�cients sont à support compact, on a

Lemme. Soit Φ ∈ SR(M) et notons, pour tout g ∈ G, ϕg(a) = Φ(ga) ∈
SR(F ). Alors, Z (Φ, T, f) ∈ R [T, T−1] si et seulement si les sommes∑

N∈Z

(∫
F×,|a|=q−N

ϕg (a)ω (a) dµ×(x)

)
TN ,

sont toutes dans R [T, T−1] pour tout g ∈ G.

Démonstration. Soit K un sous-groupe compact ouvert de D× tel que Φ et
π soient K-invariants à droite et µ×(K) ∈ R×. Choisissons un ensemble �ni
de représentants gi de G/KZF . Alors

Z (Φ, T, f) =
∑
i

(∑
N

∫
F×,vF (x)=N

Φ(gix)ω(x)dµ×(x)T nN

)

=
∑
i

(∑
N

∫
F×,vF (x)=N

φgi
(x)ω(x)dµ×(x)T nN

)
.

d'où le lemme.
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Fixons g ∈ Gn et supposons Φ (0) = 0 ; alors ϕ (0) = 0. Le même raison-
nement que dans la démonstration de 1.2.4 nous montre que

∑
N∈Z

(∫
F×,|a|=q−N

ϕ (a)ω (a) dµ×(x)

)
TN ∈ R

[
T, T−1

]
et donc d'après le lemme précédent Z (Φ, T, f) ∈ R [T, T−1].

Dans le cas général, on utilise notre deuxième propriété et on pose

Φ1 (x) = Φ (x)− (volH)−1

∫
H

Φ (xh) dµ(h),

oùH est le sous-groupe deG de 2.1.7(a). On a Φ1 (0) = 0 et donc Z (Φ1, T, f) ∈
R [T, T−1]. Or 2.1.7(a) implique que Z (Φ, T, f) = Z (Φ1, T, f) et ainsi on a
montré la première partie de 5.1.5. On a de plus que, si π est cuspidale, alors

L (T, π) = 1. (a)

5.3.3. Il nous reste à prouver l'équation fonctionnelle. Dans [Ja1], on la
montre d'une façon similaire à celle déjà utilisée précédemment. L'idée est
la même que celle servant à prouver le théorème 4.2.4 : en fait la conjecture
de la correspondance thêta dans le cas (Gn, Gn) pour les représentations
cuspidales et le fait d'avoir une équation fonctionnelle pour les fonctions zêta
des représentations cuspidales sont équivalentes.

Ici on utilisera directement les résultats du théorème 4.2.4. Par l'équation
5.1.5(b), il su�t de montrer que Z(Φ, 1, f) et Z(Φ̂, q−n, f̌) sont proportion-
nelles. Or, les applications Φ 7→ Z(Φ, 1, π) et Φ 7→ Z(Φ̂, q−n, π̃) sont deux
entrelacements, non nuls, entre S (M) et V ⊗ Ṽ et donc proportionnels, par
4.2.4.

Remarquons quand même qu'il n'y a aucun problème de circularité dans
nos arguments. On utilise ici seulement l'implication 1 implique 2 du théo-
rème 4.2.4, où on n'avait pas eu besoin des fonctions zêta pour la démons-
tration.

5.4 Induction dans le cas banal

5.4.1. Dans ce paragraphe on montre la proposition 5.1.8.1 quand la caracté-
ristique de R est banale. Pour faire cela, il faut pouvoir décrire les coe�cients
de la représentation induite ξ = σ1× · · · × σr en fonction de ceux des σi. On
suit ici l'article [Ja2].
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Soit P un sous-groupe parabolique standard de G de type (n1, n2, . . . , nr).
On écrira les matrices p ∈ P sous la forme

p =


m1

m2 uij
·
·
·

0 mr


où mi ∈ Gni

.
On pose aussi U ou UP son radical unipotent,M = MP = P/UP (et donc

M '
∏
Gni

), D = ⊕
1≤i≤r

Mni
et K = G (OH). On a G = PK.

5.4.2. Pour i = 1, . . . , r, soient (σi,Wi) des représentations admissibles de
Gni

et (σ,W ) la représentation de P , triviale sur U , σ = σ1 ⊗ · · · ⊗ σr ⊗ 1U ,
W = W1⊗· · ·⊗Wr. Notons (ξ, V ) la représentation de G induite parabolique
normalisée à partir de σ, ξ = ind (G,P, σ) et (ξ′, V ′) la représentation de G
induite parabolique normalisée à partir de σ̃. L'entrelacement 〈·, ·〉 : ξ×ξ̃ → R
dé�ni par〈

F, F̃
〉

=

∫
P\G

〈
F (g) , F̃ (g)

〉
dµ̇(g) =

∫
K0

〈
F (k) , F̃ (k)

〉
dk,

où dµ̇ est une forme linéaire semi-invariante non nulle (cf. 2.1.3) sur l'es-
pace SR (P\G, δP ) (cf. [Vi1, I.2.8]) nous permet d'identi�er ξ′ à ξ̃ (cf. [Vi1,
1.5.11]). La dernière égalité est vraie car on peut intégrer sans problèmes sur
K puiqu'on a supposé que l est banal (voir 2.1.3) : c'est l'un des points de
la démonstration de [Ja2] qui ne marche pas en caractéristique l non banal.

Lemme. Soit f un coe�cient de ξ déterminé par F ∈ V, F̃ ∈ V ′ = Ṽ . La
fonction H : G×G→ R dé�nie par

H (g1, g2) =
〈
F (g1) , F̃ (g2)

〉
appartient à l'espace Hσ des fonctions H : G×G→ R qui véri�ent :

1. H (u1mg1, u2mg2) = δP (m)H (g1, g2) pour gi ∈ G, ui ∈ U,m ∈M.

2. Pour g1, g2 ∈ G la fonction Hg1,g2 : m 7→ H (mg1, g2) est un coe�cient

de σ ⊗ δ
1
2
P .

3. H est K ×K-�nie à droite.
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De plus, f est donné par

f (g) =

∫
P\G

H (hg, h) dµ̇(h) =

∫
K

H (kg, k) dk. (a)

Inversement, pour toute H ∈ Hσ, f dé�ni par (a) est un coe�cient de ξ. Le

coe�cient f̌ de ξ̃ est donné par

f̌ (g) =

∫
P\G

H̃ (hg, h) dµ̇(h) =

∫
K

H̃ (kg, k) dk,

où H̃ (g1, g2) = H (g2, g1) et H̃ véri�e 1, 2 et 3 avec σ̃ au lieu de σ.

Démonstration. Par dé�nition

V ⊗ Ṽ = {F : G×G→ W ⊗ W̃ ,K ×K-�nie à droite t.q.

F (u1m1g1, u2m2g2) = δ
1/2
P (m1) δ

1/2
P (m2)σ(m1)⊗ σ̃(m2)F (g1, g2)}

G×G agit sur V ⊗ Ṽ par translations à droite.
L'espace des coe�cients de ξ est isomorphe à V ⊗ Ṽ . De même, pour tous

g1, g2 ∈ G, la fonction Hg1,g2 est un coe�cient de σ ⊗ δ
1
2
P , et donc on peut

voir Hg1,g2 comme un élément de W ⊗ W̃ . Montrons que le morphisme qui à
chaque H ∈ Hσ associe la fonction H∗ dé�nie par H∗ (g1, g2) = Hg1,g2 peut
être vu comme un morphisme de Hσ vers V ⊗ Ṽ , inverse de celui dé�ni dans
l'énoncé du lemme. En e�et, H∗ est une fonction qui envoie des éléments de
G×G en des éléments de W ⊗ W̃ (par 2.), K ×K-�nie à droite (par 3.) et
qui véri�e (par 1.)

H∗ (u1m1g1, u2m2g2) = H∗ (u1m2(m
−1
2 m1)g1, u2m2g2

)
= δP (m2)H

∗ ((m−1
2 m1)g1, g2

)
= δP (m2) δ

1/2
P

(
m−1

2 m1

)
σ(m1)⊗ σ̃(m2)H

∗ (g1, g2)

= δ
1/2
P (m1) δ

1/2
P (m2)σ(m1)⊗ σ̃(m2)H

∗ (g1, g2) .

Le reste du lemme est maintenant clair, en sachant que l'on peut dé�nir,
comme on vient de voir, l'entrelacement 〈·, ·〉 : V × Ṽ → R par〈

F, F̃
〉

=

∫
P\G

〈
F (g) , F̃ (g)

〉
dµ̇(g) =

∫
K

〈
F (k) , F̃ (k)

〉
dk.

5.4.3. Il nous faut un dernier lemme technique qui nous aidera à démontrer
la proposition 5.1.8.1. Avec les notations de 5.4.1, on a
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Lemme. Soit Φ ∈ SR (M).

1. Il existe une unique fonction ΦD ∈ SR(D) telle que

ΦD(m) =
∏

1≤i≤r

(
ν (mi)

P
i<j≤n

ni
)∫

U

Φ(mu)dui,j, où m =

 m1 0
. . .

0 mr

 .

Le morphisme, Φ 7→ ΦD est une surjection de SR (M) → SR(D).

2.
(
Φ̂
)
D

= Φ̂D.

Démonstration. L'espace SR (M) est engendré par des fonctions de la forme :

Φ = (φi,j) : (ai,j) 7→
∏

1≤i,j≤r

φi,j(ai,j), (a)

où φi,j ∈ SR
(
Mni,nj

)
et ai,j ∈Mni,nj

. Pour une telle fonction, on a

ΦD(ai,i) =
∏

1≤i≤r

φi,i(ai,i)
∏

1≤i>j≤r

φi,j(0)
∏

1≤i<j≤r

∫
U

φi,j(ui,j)duij.

Ainsi, Φm ∈ SR(D) et de même pour toute fonction Φ ∈ SR (M). La surjec-
tivité est aussi claire.

Il su�t de montrer 2 pour une fonction de la forme a. Pour une telle
fonction, Φ̂i,j = φ̂j,i. Ainsi :(

Φ̂
)
D

=
∏

1≤i≤r

φ̂i,i(ai,i)
∏

1≤i<j≤r

φ̂i,j(0)
∏

1≤i>j≤r

∫
U

φ̂i,j(ui,j)duij

=
∏

1≤i≤r

φ̂i,i(ai,i)
∏

1≤i>j≤r

φi,j(0)
∏

1≤i<j≤r

∫
U

φi,j(ui,j)duij

= (̂ΦD).

5.4.4. Dans le cas banal, on peut montrer une proposition plus générale que
la proposition 5.1.8.1, comme dans le cas de coe�cients dans C.

Proposition. Soient (n1, n2, . . . , nr) une partition de n, (σi,Wi) des re-
présentations irréductibles de Gni

et (ξ, V ) la représentation de Gn, ξ =
σ1 × · · · × σr. Si le théorème 5.1.5 est vrai pour toutes les paires (σi, σ̃i)

alors il est aussi vrai pour
(
ξ, ξ̃
)
. De plus

Z (ξ) =
∏
i

Z (σi) , γ (T, ξ, ψ) =
∏
i

γ (T, σi, ψ) .
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Démonstration. Soit f donné par l'équation 5.4.2(a), on a

Z
(
Φ, T q−

1
2
(n−1), f

)
=

=
∑
N∈Z

(∫
dk

∫
ν(g)=q−N

Φ (g)H (kg, k) d×g

)
TNq−

N
2

(n−1)

=
∑
N∈Z

(∫
dk

∫
ν(g)=q−N

Φ
(
k−1g

)
H (g, k) d×g

)
TNq−

N
2

(n−1)

=
∑
N∈Z

(∫
dkdk′

∫
ν(g)=q−N

Φ
(
k−1pk′

)
H (pk′, k) d×p

)
TNq−

N
2

(n−1).

(a)

Dans la dernière égalité, on a utilisé que l'intégrale sur G se décompose selon
la formule ∫

G

Ψ(g)dg =

∫
P

∫
K

Ψ(pk)dpdk

pour toute Ψ ∈ S(G).
Si l'on pose pour p comme dans 5.4.1 et on dé�nit

Φk,k′ = Φ
(
k−1 · k′

)
Φk,k′

D =
(
Φk,k′

)
D

(cf. 5.4.3)

h (m1, . . . ,mr; k, k
′) = H (pk′, k) δ

− 1
2

P (p)

pour k et k′ �xés, Φk,k′

D ∈ SR(D) ' ⊗
1≤i≤r

SR (Mni
).

Remarquons que h (m1, . . . ,mr; k, k
′) ne dépend que des mi, i = 1, . . . , r

et k, k′ d'après la propriété 5.4.2.1. La fonction Φk,k′

D est donc une somme
�nie de produits

∏
i Φi (mi) avec Φi ∈ SR (Mni

). De l'autre côté, par 5.4.2.2,
h (m1, . . . ,mr; k, k

′) est un coe�cient de σ1⊗· · ·⊗σr, i.e. h (m1, . . . ,mr; k, k
′)

est une somme �nie de produits
∏

i fi (mi) avec fi un coe�cient de σi.
Or, si l'on �xe aussi des Ni ∈ Z l'intégrale∫

M,ν(mi)=q−Ni

Φk,k′

D (m1, . . . ,mr)h (m1, . . . ,mr; k, k
′)
∏
i

d×mi

est bien dé�nie car l'ensemble{
(m1, . . . ,mr) : ν (mi) = q−Ni

}
∩ supp

(
Φk,k′

D

)
est une partie compacte de M .
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De plus, pour i �xé et Ni << 0, Φk,k′

D (m1, . . . ,mr) = 0 si ν(mi) = q−Ni .
Ainsi, en utilisant la formule 2.1.2.c, on a que (a) peut être écrit

∑
(N1,...,Nr)∈Zr

∫
dkdk′

∫
M,ν(mi)=q−Ni

Φk,k′

D (m1, . . . ,mr)

h (m1, . . . ,mr; k, k
′)
∏
i

d×mi

∏
i

TNiq−
Ni
2

(ni−1). (b)

L'intégrale sur K × K est, en fait, une somme �nie et donc (b) est une
somme �nie de produits ∏

i

Z
(
Φi, T q

− 1
2
(ni−1), fi

)
(c)

et donc
Z (ξ) ⊂

∏
i

Z (σi) .

Prouvons l'inclusion inverse. On part de la formule (c). Il existe Φ ∈ SR (M)
tel que (cf. 5.4.3)

ΦD =
∏
i

Φi (mi) .

De plus, puisque Φ est K × K �nie on peut trouver deux fonctions η et η′

sur K telles que

Φ (x) =

∫ ∫
Φ
(
k−1xk′

)
η (k) η′ (k′) dkdk′,

(il su�t de prendre η = η′ = µ(K1)
−11K1 , K1 étant un sous-groupe compact

ouvert de volume inversible dans R et qui laisse invariant Φ), et donc (c)
vaut : ∑

N∈Z

∫
dkdk′

∫
P,ν(p)=q−N

Φ
(
k−1pk′

)
(d)

∏
i

fi (mi) δ
1
2
P (p) η (k) η′ (k′) d×pTNq−

N
2

(n−1).

Soit dh la mesure de Haar normalisée (ici on utilise à nouveau l'hypothèse
de banalité) sur le groupe compact K ∩ P . En changeant k en kh et k′ en
k′h′ où h et h′ sont dans K ∩ P et en intégrant sur (K ∩ P ) × (K ∩ P ), on
trouve que (d) vaut
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∑
N∈Z

∫
dhdh′dkdk′

∫
P,ν(p)=q−N

Φ
(
k−1h−1ph′k′

)
(e)

∏
i

fi (mi) δ
1
2
P (p) η (hk) η′ (h′k′) d×pTNq−

N
2

(n−1).

On change maintenant p en hph′−1 et on écrit h, h′ sous la forme 5.4.1,
avec hi, h′i ∈ Kni

au lieu des mi. La quantité (e) vaut∑
N∈Z

∫
P,ν(p)=q−N

Φ
(
k−1pk′

)
H1(p, k, k

′)dkdk′d×gTNq−
N
2

(n−1), (f)

où

H1(p, k, k
′) =

∫ ∏
i

fi
(
himih

′−1
i

)
δ

1
2
P (p) η (hk) η′ (h′k′) dhdh′.

En comparant (f) avec (a), on voit qu'il ne nous reste à montrer qu'il
existe H : G×G→ R qui véri�e les conditions 1, 2 et 3 de 5.4.2 tel que

H (pk, k′) = H1(p, k, k
′).

Posons H(g, g′) = H1(p, k, k
′) pour g = pk et g′ = p′k′ et voyons qu'elle

est bien dé�nie. En e�et, si on a deux décompositions g = p1k1 = p2k2 et
g′ = p′1k

′
1 = p′2k

′
2, montrons que :

H1(p1, k1, k
′
1) = H1(p2, k2, k

′
2).

Soient h0, h
′
0 ∈ K ∩ P tels que p−1

1 p2 = k1k
−1
2 = h0 et p′−1

1 p′2 = k′1k
′−1
2 = h′0.

Alors :

H1(p1, k1, k
′
1) =

∫ ∏
i

fi
(
him1,ih

′−1
i

)
δ

1
2
P (p1) η (hk1) η

′ (h′k′1) dhdh
′

=

∫ ∏
i

fi
(
hih

−1
0,im2,ih

′−1
i

)
δ

1
2
P

(
h−1

0 p2

)
η (hh0k2)η

′ (h′h′0k
′
2)dhdh

′

=

∫ ∏
i

fi
(
him2,ih

′−1
i

)
δ

2
2
P (p2) η (hk2) η

′ (h′k′2) dhdh
′

= H1(p2, k2, k
′
2).

Ainsi, si f est le coe�cient qui correspond à H, on trouve �nalement∏
i

Z
(
Φi, T q

− 1
2
(ni−1), fi

)
= Z

(
Φ, T q−

1
2
(n−1), f

)



136 CHAPITRE 5. FONCTIONS ZÊTA

et donc ∏
i

Z (σi) = Z (ξ) .

Pour montrer l'équation fonctionnelle remarquons que, si l'on remplace f
par f̌ et Φ par Φ̂, alors H est remplacé par H̃ et on a :(

Φ̂k,k′
)
D

= Φ̂k,k′

D (cf. 5.4.3)

h
(
m−1

1 , . . . ,m−1
r ; k, k′

)
= H̃ (pk′, k) δ

− 1
2

P (p) ,

et donc Z
(
Φ̂, T−1q−

1
2
(n−1), f̌

)
=

=
∑

(N1,...,Nr)∈Zr

∫
dkdk′

∫
M,ν(mi)=q−Ni

Φ̂k,k′

D (m1, . . . ,mr)

h
(
m−1

1 , . . . ,m−1
r ; k, k′

)∏
i

d×mi

∏
i

T−Niq−
Ni
2

(ni−1),

la somme des intégrales étant bien dé�nie par les mêmes arguments de la
proposition précédente. Les équations fonctionnelles pour les σi impliquent
alors que

Z
(
Φ̂, T−1q−

1
2
(n−1), f̌

)
=
∏
i

γ (T, σi, ψ)Z
(
Φ, T q−

1
2
(n−1), f

)
,

ce qui achève la démonstration.

5.4.5. Dans le cas non banal, une mesure semi-invariante sur P\G n'équivaut
pas à une mesure sur K. La proposition précédente pourrait s'étendre à ce
cas mais il nous faudrait de nouveaux arguments. Dans la section suivante,
on va voir un exemple pour comprendre un peu mieux le comportement des
fonctions L dans ce cas.

5.4.6. Supposons R = Ql. On a déjà calculé, aux sections 1.2.4, 5.2.3 et
5.3.2(a), explicitement, les polynômes L(T, σi) quand σi est une représenta-
tion irréductible de F×, de D× ou bien une représentation cuspidale et on a
vu que, si de plus σi est l-entière,

1

L(T, σi)
∈ Zl (T ) .

On déduit alors de la proposition précédente et de la proposition 5.1.8.2 que,
pour toute Ql-représentation irréductible π on a :

1

L(T, π)
∈ Zl (T ) .
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5.5 Réduction modulo l

5.5.1. Supposons ici R = Ql, l 6= p, et notons SZl
(M) le sous-module de

SQl
(M) des fonctions à valeurs dans l'anneau des entiers Zl. On rappelle que

Λ est l'idéal maximal de Zl. Notons aussi µ, µ× des mesures de Haar sur M
et G respectivement à valeurs dans Zl et µ, µ× des mesures de Haar sur M
et G respectivement à valeurs dans Fl telles que, si l'on pose rl : Zl → Fl, la
réduction modulo l, on ait

rl (µ (M(O))) = µ (M(O))

rl
(
µ× (1 +M(P))

)
= µ× (1 +M(P)) . (a)

Ainsi on a que pour toute fonction Φ ∈ SZl
(M) et toute fonction Ψ ∈ SZl

(G)

rl

(∫
M

Φ (x) dµ(x)

)
=

∫
M
rl (Φ (x)) dµ(x)

rl

(∫
G

Ψ (x) dµ×(x)

)
=

∫
G

rl (Ψ (x)) dµ×(x). (b)

Soit π une représentation irréductible l-entière, Γ un réseau (cf. 2.1.10)
de π. On note Γ̃ le réseau (cf. [Vi1, I.9.7]) de Ṽ des ṽ ∈ Ṽ tels que, pour tout
g ∈ G, on a :

〈π(g)v, ṽ〉 ∈ Zl.

Si v et ṽ sont deux vecteurs dans Γ/ΛΓ et Γ̃/ΛΓ̃ respectivement et on note
v ∈ Γ et ṽ ∈ Γ̃ tels que v = v mod ΛΓ et ṽ = ṽ mod Λ̃Γ on a que le
coe�cient dé�ni par v et ṽ est à valeurs dans Zl et sa réduction modulo l est
égale au coe�cient de Γ/ΛΓ déduit des vecteurs v et ṽ.

On déduit de 5.5.1(a) que, si π est une représentation irréductible l-
entière, pour toute fonction Φ ∈ SZl

(M) et tout coe�cient f de π à valeurs
dans Zl dé�ni comme précédemment

rl (Z (Φ, T, f)) = Z (rl (Φ) , T, rl (f)) .

5.5.2. On véri�e que la proposition 5.1.2 est toujours correcte pour R = Zl

et que, si Φ ∈ SZl
(F ), alors Φ̂ ∈ SZl

(F ) si l'on calcule la transformée de
Fourier en utilisant la mesure auto-duale par rapport à ψ, un caractère de F
à valeurs dans Zl

×
. Remarquons qu'alors rl(ψ) est un caractère non trivial

de Fl tel que
rl

(
Φ̂
)

= r̂l (Φ).
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Théorème. Soit π une Ql-représentation irréductible l-entière et Γ un réseau
de π. Pour toute fonction Φ ∈ SFl

(M) et tout coe�cient f de Γ/ΛΓ à valeurs

dans Fl, on a :

1. Z
(
Φ, T, f

)
∈ Fl (T ) . Il existe P0 (Γ/ΛΓ, T ) ∈ Fl [T ] tel que pour tout

coe�cient f de Γ/ΛΓ, toute fonction Φ ∈ SFl
(M) on ait

Z
(
Φ, T, f

)
P0 (Γ/ΛΓ, T ) ∈ Fl

[
T, T−1

]
.

2. Il existe γ (T,Γ/ΛΓ, rl (ψ)) ∈ Fl (T ) tel que pour tout coe�cient f de
Γ/ΛΓ, toute fonction Φ ∈ SFl

(M) on ait

Z
(
Φ̂, q−

1
2
(n+1)T−1, f̌

)
= γ (T,Γ/ΛΓ, rl (ψ))Z

(
Φ, q−

1
2
(n−1)T, f

)
.

De plus on a que γ (T,Γ/ΛΓ, rl (ψ)) est la réduction modulo l de γ(T, π, ψ).

Démonstration. On sait que ce théorème est vrai pour π. Notons

P0 (π, T ) =
1

L (T, π)
.

D'après 5.4.6, on a que P0 (π, T ) ∈ Zl (T ) ; notons rl (P0) (π, T ) sa réduc-
tion modulo l.

On va prouver que, pour toute fonction Φ ∈ SFl
(M) et tout coe�cient f

de Γ/ΛΓ à valeurs dans Fl,

Z
(
Φ, T, f

)
rl (P0) (π, T ) ∈ Fl

[
T, T−1

]
.

En e�et, relevons Φ ∈ SFl
(M) en une fonction Φ ∈ SZl

(M) et soit f un
coe�cient de π tel que rl(f) = f .

Alors, d'après le théorème pour π, il existe P (T ) ∈ Ql [T, T
−1] tel que

Z (Φ, T, f)P0 (π, T ) = P (T ).

Or, puisque P0(T, ω) ∈ Zl (T ) on a que, en fait

P (T ) ∈ Zl

[
T, T−1

]
et donc, par réduction modulo l, on trouve que

Z
(
Φ, T, f

)
rl (P0) (π, T ) = rl (P ) (π, T ) ∈ Fl

[
T, T−1

]
.

Pour montrer 2., il su�t de poser

γ (T,Γ/ΛΓ, rl (ψ)) = rl (γ (T, π, ψ)) = rl

Z
(
Φ̂, q−

1
2
(n+1)T−1, f̌

)
Z
(
Φ, q−

1
2
(n−1)T, f

)
 ,

pour n'importe quelle fonction Φ ∈ SZl
(M) et f coe�cient de π.
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5.5.3. On en déduit, comme dans 5.1.5, le corollaire suivant :

Corollaire. Notons Z (Γ/ΛΓ) le sous-Fl-espace vectoriel de Fl (T ) engen-

dré par les fonctions Z
(
Φ, T q

1−n
2 , f

)
avec f coe�cient de Γ/ΛΓ et Φ ∈

SFl
(M) . Alors Z (Γ/ΛΓ) est un idéal fractionnaire de Fl [T, T−1] contenant

les constantes. Il admet un générateur de la forme L (T,Γ/ΛΓ) = 1/P0 (T )
avec P0 ∈ Fl [T ] et P0(0) = 1.

5.5.4. La preuve du théorème 5.5.2 implique alors :

Corollaire. L (T,Γ/ΛΓ)−1 divise rl
(
L (T, ω)−1) dans l'anneau Fl [T, T−1].

En général on n'a pas une égalité. Pourtant, dans le cas banal, on a
l'égalité (voir la section 5.6).

5.5.5. Prouvons maintenant la proposition 5.1.8.1 quand R est quelconque
(non nécessairement de caractéristique banale) mais D = F (on verra que
cette condition n'est peut être pas nécessaire). Soient donc (n1, n2, . . . , nr)
une partition de n, (σi,Wi) des représentations cuspidales de Gni

et (ξ, V )
la représentation de Gn, ξ = σ1 × · · · × σr.

Proposition. Si le théorème 5.1.5 est vrai pour toutes les paires
(
σi, σ̃i

)
alors il est aussi vrai pour

(
ξ, ξ̃
)
.

Démonstration. Il su�t de le montrer quand la caractéristique de R est po-
sitive. Dans ce cas (cf. [Vi1, III.5.10]), toute représentation cuspidale σi se
relève en une représentation cuspidale σi (c'est juste ici que l'on utilise le fait
D = F , probablement c'est vrai en général).

On a alors que la réduction modulo l de ξ = σ1 × · · · × σr contient ξ.
D'après le paragraphe précédent, le théorème 5.1.5 est aussi vrai pour ξ.

5.5.6. Voyons �nalement un exemple :

Proposition. Notons 12 la représentation triviale de GL2(F ). Alors

L(T, 12) =


1 si q ≡ 1 mod l

1
1−q1/2T

si q ≡ −1 mod l et l 6= 2(
1

1−q1/2T

)(
1

1−q−1/2T

)
si q2 6≡1 mod l (i.e. l banal).
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Démonstration. Si l est banal c'est une conséquence de la section suivante
5.6.

Supposons q2 ≡ 1 mod l.
On rappelle que S (M) est engendré par les fonctions caractéristiques des

ensembles de la forme a +$nM (O) avec a ∈ M et n ∈ N. Par l'action de
Gn à droite et à gauche, ces fonctions se classent en trois orbites, selon le
rang de la matrice a. La formule

Z (Φ(g′ · g), T, 12) = T−nvD(g)+nvD(g′)Z (Φ(·), T, 12) ,

pour tout g ∈ G nous dit que, pour calculer la fonction L, il su�t donc
d'expliciter les fonctions zêta Z

(
1a+$nM(O), T q

−1/2, 12

)
pour a = 12, a =(

0 0
0 1

)
et a = 0. On aura après que Z (12) est le R [T, T−1]-module en-

gendré par ces trois fonctions.

1. Si a = 12, Z
(
1a+$nM(O), T q

−1/2, 12

)
∈ R, pour tout n.

2. Si a = 0, Z
(
1a+$nM(O), T q

−1/2, 12

)
=

µ× (GL (O))T n
(
1− q−1/2T

)−1 (
1− q1/2T

)−1
= 0,

pour tout n, parce que le volume du compact maximal est 0 (q2 ≡ 1
mod l).

3. Si a =

(
0 0
0 1

)
, Z
(
1a+$nM(O), T q

−1/2, 12

)
=
∑
m≥n

umT
mq−m/2, où

um =

∫
a,b,c,d∈Pn,(1+a)d−bc∈Pm/Pm+1

Φ

(
1 + a b
c d

)
dµ×(g)

=

∫
a,b,c,d∈Pn,(1+a)d−bc∈Pm/Pm+1

q2mΦ

(
1 + a b
c d

)
dµ(g).

Calculons donc le volume des a, b, c, d ∈ Pn, (1 + a)d− bc ∈ Pm/Pm+1.
Supposons µ× (1 +M (O)) = 1 et posons u = (1 + a)d − bc, i.e. d =
(u + bc)(1 + a)−1. Si m ≥ n alors a, b, c ∈ Pn, u ∈ Pm/Pm+1 et d est
�xé donc ce volume vaut q−3n(q − 1)q−mq2m.

Or, q−3n(q − 1)q−mq2m = 0 si q ≡ 1 mod l.

Sinon, Z
(
1a+$nM(O), T q

−1/2, 12

)
est une série géométrique de raison

Tq1/2, d'où la proposition.
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Remarque. On s'attendait à ce résultat. En e�et, si q ≡ −1 mod l et l 6= 2,
la représentation triviale se relève en (−1)vF St2 qui a comme fonction L,

1
1−q1/2T

.

Remarque. Dans le cas des coe�cients complexes, on a un théorème de
réciprocité qui nous dit que les fonctions L et les facteurs epsilon des repré-
sentations de la forme χπ pour χ un caractère, déterminent la représentation
irréductible π, pour π une représentation irréductible de GL2(F ).

Si q ≡ 1 mod l, les fonctions L et les facteurs epsilon ne déterminent pas
toutes les représentations irréductibles. On ne peut pas avoir un théorème
de réciprocité car, dans ce cas, ces fonctions ne peuvent pas di�érencier,
par exemple, la représentation triviale de la représentation de Steinberg de
GL2(F ).

5.6 Classi�cation des fonctions L dans le cas
banal

5.6.1. Dans cette section on se place sous les hypothèses des sections 2.2
et 2.3, i.e. on suppose que, ou bien R = C ou bien D = F et R est de
caractéristique banale. Dans ces cas, on a vu qu'on a une paramétrisation,
en termes de segments, de l'ensemble des représentations irréductibles de
Gn a isomorphisme près. On va utiliser cette classi�cation pour calculer les
fonctions L en fonction d'une telle paramétrisation.

Théorème. Plaçons nous sous cette hypothèse. Soit π = 〈∆1, . . . ,∆t〉t une
représentation irréductible de Gn (cf. chapitre 2). Si l'on note pour tout i,

1 ≤ i ≤ t, ∆i =
{
ρ

(1)
i , . . . , ρ

(ni)
i

}
alors

L (T, π) =
∏

1≤i≤t

L
(
T, ρ

(ni)
i

)
.

Les fonctions L
(
T, ρ

(ni)
i

)
onthh été calculées dans les sections précé-

dentes.

Démonstration. Si le corps de coe�cients est R = C c'est le théorème [Ja2,
3.4.]. Puisque la construction des fonctions L en tant que séries de Laurent
est purement formelle, ce résultat reste vrai pour R de caractéristique 0
algébriquement clos quelconque. Pour R de caractéristique l > 0 banale, on
peut utiliser l'astuce de la réduction modulo l de 2.3.12 et les résultats de 5.5
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En e�et soit π =
〈
∆1, . . . ,∆t

〉t
une Fl-représentation, l > 0 banale.

D'après 2.3.12, il existe une Ql-représentation irréductible, paramétrée par
π = 〈∆1, . . . ,∆t〉t (voir les notations de 2.3.12), telle que π ∈ rl(π). Avec ces
notations précédentes, on a

1. Le théorème 5.6.1 est vrai en caractéristique 0 (cf. [Ja2, 3.4.]),

L(T, π) =
∏

1≤i≤t

L
(
T, ρ

(ni)
i

)
.

2. D'après 1.2.4, 5.2.3 et 5.3.2(a), pour tout i, 1 ≤ i ≤ t, L(T, ρ
(ni)
i ) =

rl

(
L(T, ρ

(ni)
i )

)
.

3. Par 5.5.4,
L (T, rl (π))−1 divise rl

(
L (T, π)−1) ,

dans l'anneau Fl [T, T−1].

4. Les polynômes L
(
T, ρ

(ni)
i

)−1

et L

(
T−1q−1, ρ̃

(1)
i

)−1

sont premiers entre

eux.

On raisonne par récurrence sur t. Si t = 1, on a deux possibilités :

1. ou bien, L(T, π) = 1 et donc, par 3, L (T, π) = 1,

2. ou bien, π = 〈∆1〉t, avec ∆ = {ρ, . . . , ρ′} et ρ un caractère non rami�é
et, par [Ja2, 3.1.3]1, L(T, π) = 1

1−ρ′($)T
. Dans ce cas, à nouveau par 3,

ou bien L (T, π) = 1 ou L (T, π) = 1
1−rl(ρ′($))T

. Voyons que le premier
cas n'est pas possible. En e�et, d'un côté, on a

γ (T, rl (π) , rl (ψ)) = rl (γ (T, π, ψ)) . (a)

Par 4., rl
(
L (T, ρ′)−1) et rl (L (T−1q−1, ρ̃)

−1
)
sont premiers entre eux

dans Fl [T, T−1] et donc rl (γ (T, π, ψ)) /∈ Fl [T, T−1]. Si L (T, π) = 1,
alors γ (T, rl (π) , rl (ψ)) ∈ Fl [T, T−1] ce qui contredit (a).

Supposons t > 1 et le résultat vrai pour j < t.

Lemme. On a que L
(
T,
〈
∆i

〉t)−1

et L

(
T−1q−1,

〈
∆̃j

〉t)−1

sont premiers

entre eux dans Fl [T, T−1] sauf si ρ
(1)
i est un caractère non rami�é et

ρ
(ni)
i = ρ

(1)
j ν−1.

1Remarquons que, dans [Ja2, 3.1.3], il faut changer L(s, τ) en L(s, ταr−1).
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Démonstration. En e�et, d'après ce qui précède, si ρ(1)
i est un caractère non

rami�é, on a

L
(
T,
〈
∆i

〉t)−1

= 1− ρ
(ni)
i ($)T

L

(
T−1q−1,

〈
∆̃j

〉t)−1

= 1− ρ̃
(1)
j ($)T−1q−1.

Corollaire. Si le multisegment {∆1, . . . ,∆t} est rangé, L
(
T,
〈
∆1

〉t)−1

est

premier à ∏
1≤i≤t

L

(
T−1q−1,

〈
∆̃j

〉t)−1

.

Ainsi on a, par 5.1.5 et 5.5.2, que

L
(
T,
〈
∆1

〉t) ∈ Z (π) ,

et qu'il su�t, pour prouver le théorème, de montrer que∏
2≤i≤t

L
(
T,
〈
∆i

〉t) ∈ Z (π) ,

Notons π′ =
〈
∆2, . . . ,∆t

〉t ∈ Irr (Gp) et π′ = 〈∆2, . . . ,∆t〉t, π est un

quotient de
〈
∆1

〉t × π′. Puisque l'on veut juste montrer que∏
2≤i≤t

L
(
T,
〈
∆i

〉t) ∈ Z (π) ,

et que, par hypothèse de récurrence,∏
2≤i≤t

L
(
T,
〈
∆i

〉t) ∈ Z (π′) ,
il su�t de prouver que pour toute Φ2 ∈ S (Mp) et tout coe�cient f2 de π′,
il existe Φ ∈ S (Mn) et f coe�cient de π tels que

Z
(
Φ, T q−1/2(n−1), f

)
= Z

(
Φ2, T q

−1/2(p−1), f 2

)
. (b)

Dans [Ja2, 3.5.], quand la caractéristique de R est nulle, on construit
Φ ∈ S (Mn) et f coe�cient de π, en utilisant les entrelacements de la théorie
du quotient de Langlands. On pourrait essayer de montrer que ces opérateurs
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d'entrelacement convergent en caractéristique positive mais on peut utiliser
l'astuce suivante :

On relève Φ2 en Φ2 fonction à valeurs dans Zl, et f2 en f2 coe�cient de
π′ à valeurs dans Zl.

Lemme. Il existe Φ ∈ S (Mn) à valeurs dans Ql et f coe�cient de π à
valeurs dans Ql tels que

Z
(
Φ, T q−1/2(n−1), f

)
= Z

(
Φ2, T q

−1/2(p−1), f2

)
. (c)

Démonstration. C'est fait dans [Ja2, 3.5.]. Rappelons brièvement la construc-
tion de Φ et f .

Soient d'abord, Φ1 ∈ S (Mn−p) à valeurs dans Zl et f1 coe�cient de
〈
∆1

〉t
à valeurs dans Zl tels que

Z
(
Φ1, T q

−1/2(n−p−1), f1

)
= 1.

Soient aussi Φ1,2 ∈ S (Mn−p,p), Φ2,1 ∈ S (Mp,n−p) à support dans un voisi-
nage de O pour que la fonction Φ ∈ S (Mn) dé�nie par

Φ

(
m1 y
x m2

)
= Φ1(m1)Φ2,1(x)Φ1,2(y)Φ2(m2)

satisfasse à ∫
Φ

(
m1 y
xm1 m2 + xy

)
dxdy = Φ1(m1)Φ2(m2).

On pose ξ et ξ′ deux fonctions K-�nies telles que∫
Φ
(
k−1zk′

)
ξ(k)ξ′(k′)dkdk′ = Φ(z).

Soient aussi dh et dh′ deux mesures de Haar normalisées sur K ∩P et K ∩P
respectivement et notons, pour h ∈ K ∩ P et h′ ∈ K ∩ P

h =

(
h1 0
∗ h2

)
, h =

(
h′1 ∗
0 h′2

)
;

si l'on dé�ni

H1

[(
m1 0
0 m2

)
, k, k′

]
=

= δP

(
m1 0
0 m2

)1/2 ∫
ξ(hk)ξ′(h′k′)f1(h1m1h

′−1
1 )f2(h2m2h

′−1
2 )dhdh′.
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Alors, si l'on pose H : Gn ×Gn → Ql la fonction

H

[(
m1 u
0 m2

)
k,

(
m′

1 u′

0 m′
2

)
k′
]

= H1

[(
m1 0
0 m2

)
, k, k′

]
est bien dé�nie ainsi que le coe�cient f de π donné par la formule

f(g) =

∫
M\G

H(tg, t)dt.

Dans [Ja2, 3.5.], on montre que f et Φ ainsi dé�nis satisfont à (c).

La fonction Φ est un produit des fonctions entières et f est dé�ni par une
intégrale (donnée par une mesure à valeurs dans Zl) de fonctions entières.

On a donc que, en fait, Φ et f sont à valeurs dans Zl et donc leur réduction,
Φ et f , modulo l, par 5.5.1(a), véri�ent (b) ce qui conclut la preuve du
théorème.

Question. Dans le chapitre 2, on avait trouvé une totale symétrie entre
les deux classi�cations à la Langlands et à la Zelevinskii. Les dé�nitions
des fonctions zêta semblent assez naturelles mais, pourtant, l'induction se
comporte bien par rapport à la première de ces classi�cations et moins bien
par rapport à l'autre. Quel est le choix qui brise cette symétrie ? Peut-on
dé�nir des fonctions zêta qui privilégient la classi�cation à la Zelevinskii ?

5.7 Lien avec la correspondance de Howe

5.7.1. Les fonctions zêta vont nous aider à compléter la preuve de la corres-
pondance de Howe. Comme on a déjà vu à plusieurs étapes, elles induisent
des entrelacements entre la représentation métaplectique et V ⊗Ṽ pour toute
(π, V ) ∈ Irr (Gn). En e�et, le morphisme

Zπ : SR (Mn,n) → V ⊗ Ṽ

Zπ (Φ) = lim
T→1

Z (Φ, T, π)

L (Tq−(n−1)/2, π)
,

pour toute fonction Φ ∈ SR (Mn,n), où on note lim
T→1

Z(Φ,T,π)

L(Tq−(n−1)/2,π)
l'évaluation

du polynôme Z(Φ,T,π)

L(Tq−(n−1)/2,π)
en T = 1, dé�nit bien un entrelacement non nul

(par construction) de représentations.
Il va nous aider à construire d'autres entrelacements non nuls quand n 6=

m. Soient i ≤ n ≤ m trois entiers positifs.
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5.7.2. On reprend les notations déjà utilisées à plusieurs étapes :

a) On notera chaque matrice h ∈Mm,n par

h =

(
a b
c d

)
, a ∈Mm−i,n−i, b ∈Mi,n−i, c ∈Mm−i,i, d ∈Mi,i.

b) On notera chaque g ∈ Gn par

g =

(
g1 g2

g3 g4

)
, g1 ∈Mn−i,n−i, g2 ∈Mi,n−i, g3 ∈Mn−i,i, g4 ∈Mi,i.

On pose Pi = {g ∈ Gn : g2 = 0}
c) On notera chaque g′ ∈ Gm par

g′ =

(
g′1 g′2
g′3 g′4

)
, g′1 ∈Mm−i,m−i, g

′
2 ∈Mi,m−i, g

′
3 ∈Mm−i,i, g

′
4 ∈Mi,i.

On pose P ′
i = {g′ ∈ Gm : g′3 = 0}

5.7.3. Soient g ∈ Gn , g
′ ∈ Gm, Φ ∈ SR (Mm,n) . On pose Φi

g,g′ ∈ SR (Mi,i)
dé�nie par

Φi
g,g′ (gi) = Φ

(
g−1

(
0 0
0 gi

)
g′
)
.

Soit (π, V ) ∈ Irr (Gi). On dé�nit une application R-linéaire

Zm,n
π : SR (Mm,n) → indGn

P i

(
ν

i
2 1n−i ⊗ ν

−n+i
2 π

)
⊗ indGm

P ′i

(
ν
−i
2 1m−i ⊗ ν

m−i
2 π̃
)
,

où Zm,n
π (Φ) : Gn ×Gm → V ⊗ Ṽ est donnée par

Zm,n
π (Φ) (g, g′) = Zπ

(
Φi
g,g′

)
.

Voyons que

Zm,n
π (Φ) (g, g′) ∈ indGn

P i

(
ν

i
2 1n−i ⊗ ν

−n+i
2 π

)
⊗ indGm

P ′i

(
ν
−i
2 1m−i ⊗ ν

m−i
2 π̃
)
.

En e�et,

Zm,n
π (Φ) (pg, p′g′) = Zπ

(
Φi
pg,p′g′

)
= Zπ

(
gi 7→ Φ

(
g−1p−1

(
0 0
0 gi

)
p′g′
))

= Zπ

(
gi 7→ Φ

(
g−1

(
0 0
0 g−1

4 gig
′
4

)
g′
))

= π ⊗ π̃ (g4, g
′
4)Z

m,n
π (Φ) (g, g′) .

D'un autre côté, Zm,n
π est un entrelacement non nul (puisque Zπ est non nul).

Ainsi on a montré, pour i = n :
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Proposition. Pour toute π ∈ Irr(Gn) il existe π′, un sous-quotient irréduc-

tible de indGm

P ′n

(
ν
−n
2 1m−n ⊗ ν

m−n
2 π̃

)
tel que π ⊗ π′ soit un quotient de σn,m.

5.7.4. Cette proposition est très intéressante : non seulement on connaît θ(π)
pour toute π mais on a aussi un morphisme explicite.

Par exemple ça nous aide à trouver les contre-exemples de la section 4.5
et comprendre l'un de deux faits pour lequels la correspondance thêta n'est
pas bijective en caractéristique non banale. On sait (cf. [Vi2]) que toute
représentation irréductible π en caractéristique positive se relève en une re-
présentation en caractéristique 0 mais pas de façon unique. Soient π1 et π2

deux de ces relèvements : il se peut que, si la caractéristique du corps de co-
e�cients est non banale, les réductions modulo l des images des morphismes
Zm,n
π1

et Zm,n
π2

soient di�érentes.
C'est ce qui passe lorsque, par exemple, n = 1, qm ≡ 1 mod l, q 6 ≡1

mod l et π = 1. On peut relever π en π1 = 1 et π2 = νm qui induisent les
entrelacements

1. f 7→ f(0)

2. f 7→
∫
Fm f(x)dx

de σ1,m vers 11 ⊗ 1m et vers 11 ⊗ ν−11m respectivement.
L'autre problème en caractéristique non banale est l'apparition de repré-

sentations semi-simples et de scindages exceptionnels de suites. On voit ça
sur les faits suivants :

1. Les résultats du chapitre 3 ne sont pas vrais. Par exemple, ν−
1
2 × ν

1
2

est semi-simple de longueur 2 lorsque q ≡ 1 mod l et l 6= 2.

2. La suite 1.1.3(a) du premier chapitre est scindée ce qui nous donne une
plus grande dimension de l'espace des entrelacements.
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Annexe A

Une autre preuve de la

correspondance

Le but de cette annexe est de montrer la conjecture de Howe en utilisant
des techniques complètement di�érentes de celles utilisées dans le reste de la
thèse. Cette preuve est due à Howe lui-même : nous n'avons fait que l'adapter
au cas où le corps de coe�cients n'est pas le corps des nombres complexes.

On conserve les notations des chapitres précédents : F est un corps local
non archimédien de caractéristique résiduelle p > 0, D une algèbre à division
de centre F , O son anneau d'entiers, P = $O son idéal maximal, kD = O/P
son corps résiduel et q le cardinal de kD. Soit R un corps algébriquement clos
de caractéristique l 6= p. Remarquons qu'on ne fait aucune restriction sur la
caractéristique de F .

Le travail sera un peu plus géométrique. Soient V et V ′ deux D-espaces
vectoriels (à droite) de dimension �nie sur D. On note X = HomD (V ′, V ) ,
G = GLD (V ) , G′ = GLD (V ′) , S = SR (X) l'ensemble des fonctions de X
dans R localement constantes à support compact.

Considérons la représentation naturelle σ de G × G′ dans S = SR (X) .
Plus précisément :

σ (g, g′) f = fg,g′ : X → R
φ 7−→ f (φg,g′)

où φg,g′ ∈ HomD (V ′, V ) est dé�nie par φg,g′ = g ◦ φ ◦ g′−1.
A un caractère près c'est la représentation métaplectique restreinte à G×

G′ (cf. [MVW, 3.III.1]) et, si l'on prend des bases de V et V ′, on retrouve la
formulation du reste de la thèse.

Soit (π,W ) une R-représentation de G, i.e. une représentation de G dans
un espace vectoriel W sur R. Supposons (π,W ) irréductible.

149
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Dans cette annexe on va montrer que, si l est banal pour G et G′ (cf.
2.1.1), et que (π′1,W

′
1), (π′2,W

′
2) sont deux R-représentations irréductibles de

G′ telles que W ⊗W ′
i soit, pour i = 1, 2, un quotient de σ alors π′1 et π

′
2 sont

équivalentes et
dim (Hom (σ, π ⊗ π′1)) = 1.

C'est la conjecture de Howe. Si cette assertion est vraie on note θ (π) = π′1
et on dit que θ (π) correspond à π (par la correspondance de Howe).

Comme on a vu dans 4.5, cette conjecture n'est pas toujours vraie si l
n'est pas banal. Pourtant, on verra en A.3.4 que même pour l non banal, il
existe beaucoup de représentations π pour lesquelles elle est bien véri�ée.

A.1 Quelques rappels

On va rappeler quelques dé�nitions et propriétés classiques qui seront
utilisées au long de cet appendice. Soit toujours V un D-espace vectoriel (à
droite) de dimension �nie n sur D.

Dé�nition A.1.1. Un réseau L de V est un sous-O-module de V libre de
rang maximal.

Théorème A.1.2. Soit L un réseau de V . Il existe une base {e1, . . . , en} de
V telle que

L = ⊕
1≤i≤n

eiO.

Démonstration. Cf. [We1, II.3. Theorem 1].

En particulier, L est un sous-groupe compact ouvert de V et l'ensemble
des réseaux forme un système fondamental de voisinages ouverts de 0 dans
V .

Théorème A.1.3. Soient L1 et L2 deux réseaux de V . Il existe une base
{e1, . . . , en} de V et des entiers {t1, . . . , tn} tels que

L1 = ⊕
1≤i≤n

eiO,

L2 = ⊕
1≤i≤n

ei$
tiO.

Démonstration. Cf. [We1, II.3. Theorem 2].

Si L est un réseau, L$ est aussi un réseau et le quotient L/L$ est un
kD-espace vectoriel de dimension n.
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Proposition A.1.4. Soit L un réseau de V . Soient (ei)i∈I une famille d'élé-
ments de L et notons ei ∈ L/L$ leurs projections. Si les ei forment une base
de L/L$ alors les ei forment aussi une base de L et de V .

Démonstration. Voir, par exemple, [Ho5, Proposition 2.1].

Soient L1 et L2 deux réseaux de V et V ′ respectivement. Soit T : L1 → L2

unO-morphisme. Alors T (L1$) ⊂ L2$ et donc T passe au quotient et dé�nit
un morphisme d'espaces vectoriels qui sera noté

T : L1/L1$ → L2/L2$.

L'action naturelle de G sur V nous permet d'introduire les sous-groupes
compacts de G en termes des réseaux de V .

Proposition A.1.5. Soit L un réseau de V . Le stabilisateur KL dans G de L
est un sous-groupe compact maximal de G. Tout sous-groupe compact maxi-
mal stabilise un réseau et tous les stabilisateurs des réseaux sont conjugués
entre eux.

Démonstration. Voir, par exemple, [Ho5, proposition 2.2].

Proposition A.1.6. Soit L un réseau de V . Tout réseau L′ stabilisé par KL

est de la forme L′ = L$c, pour un entier c.

Démonstration. Voir, par exemple, [Ho5, lemma 2.1].

Proposition A.1.7. Soient L2 ⊂ L1 deux réseaux de V . Notons JL2,L1 le
sous-groupe de G dé�ni par :

JL2,L1 = {g ∈ KL1 : (g − 1)L1 ⊂ L2}

JL2,L1 est un sous-groupe de KL1 et l'ensemble des JL2,L1 lorsqu'on fait varier
L2 dans L1 est un système de voisinages de 1 dans G. De plus, si L2 ⊂ L3 ⊂
L1 alors JL2,L1 ⊂ JL3,L1.

Soient L et L′ deux réseaux dans des espaces vectoriels V et V ′ respecti-
vement. L'ensemble HomO (L,L′) des D-morphismes f ∈ HomD (V, V ′) tels
que f(L) ⊂ L′ est un réseau de HomD (V, V ′). En e�et, on a une injection :

HomO (L,L′) ↪→ HomD (V, V ′)

f 7→ f ⊗D.
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A.2 La representation métaplectique σ

A.2.1. Pour pouvoir montrer la conjecture de Howe il nous faut, d'abord,
des renseignements très précis sur la représentation σ. Ce travail sera réalisé
dans cette section. Précédemment, on avait cherché à trouver des suites de
composition de cette représentation ou de ses foncteurs de Jacquet. Ici on va
essayer de comprendre les sous-espaces σK des vecteursK-invariants,K étant
un sous-groupe compact de G. C'est un travail plus proche de la technique
des types et qui nous donne des renseignements di�érents : on utilise les
méthodes qui ont permis de montrer la conjecture en toute généralité (pour
les paires de type I).

Il s'agit, en bref, de trouver, pour des sous-groupes compacts quelconques
K et K ′ de G et G′, un foncteur fK,K′ exact de la catégorie de G × G′-
modules vers la catégorie des H (G,K)×H (G′, K ′)-modules, où H (G,K) et
H (G′, K ′) sont les algèbres de Hecke relatives à K et K ′ respectivement, tel
que fK,K′(σ) soit un H (G,K)-module cyclique non nul et aussi H (G′, K ′)-
cyclique de même générateur. Cela implique, comme dans [MVW, 5.I.9], la
conjecture de Howe.

A.2.2. Fixons L′0 ⊂ V ′ et L0 ⊂ V deux réseaux. Posons

K0 = KL0

K ′
0 = K ′

L′0
.

On commence par étudier les espaces σK0 . On note aussi Λ0 = HomO (L′0, L0) ⊂
X : c'est le réseau de X des fonctions f telles que f(L′0) ⊂ L0. Il est inva-
riant par K0 et K ′

0. Notons Ω0 (V ′) l'ensemble des réseaux de V ′ et Ω0 (X)K0

l'ensemble des réseaux de X invariants par K0. Par A.1.2, G′ agit transiti-
vement sur Ω0 (V ′) et donc le morphisme g′ 7→ g′L′0 induit un isomorphisme
G′/K ′

0 ' Ω0 (V ′).

Proposition. Le morphisme

Ω0 (V ′) → Ω0 (X)K0

L′ 7−→ HomO (L′, L0)

est une bijection.

Démonstration. Pour tout réseau L′ ∈ Ω0 (V ′), HomO (L′, L0) est un réseau
de Ω0 (X) K0-invariant.

Si HomO (L′1, L0) ' HomO (L′2, L0), par A.1.3, on a que L′1 ' L′2. Si
Λ ∈ Ω0 (X)K0 , notons L′ le réseau L′Λ =

⋂
φ∈Λ

φ−1(L0), alors φ(L′) ⊂ L0 pour

tout φ ∈ Λ donc Λ ⊂ HomO (L′, L0).
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A.2.3. Pour tout Λ ⊂ X on note 1Λ : X → R la fonction caractéristique de
l'ensemble Λ, i.e.,

1Λ(x) =

{
1 si x ∈ Λ,

0 si x /∈ Λ.

L'application 1 dé�nie par 1 (Λ) = 1Λ est donc une injection Ω0 (X) ↪→
SR (X). Si l'on note SR (X)K0 le sous-espace de SR (X) des fonctions K0-
invariantes, alors évidemment

1
(
Ω0 (X)K0

)
⊂ SR (X)K0 .

Théorème. L'image de 1 : Ω0 (X)K0 → SR (X)K0 engendre SR (X)K0 en
tant que R-espace vectoriel.

Le théorème sera démontré dans les paragraphes A.2.5, A.2.6 et A.2.7.

A.2.4. On va reformuler ce théorème pour mieux comprendre le rôle du
groupe G′. Rappelons le concept d'algèbre de Hecke (cf. 2.1.13). Pour tout
groupe G dé�ni sur F , notons HR (G) , l'espace des fonctions f : G → R
localement constantes à support compact. Fixons une mesure de Haar µ×

de G à valeurs dans R. Muni du produit de convolution, noté ∗, HR (G) ,
est une algèbre, appelée algèbre de Hecke de G, et on a un isomorphisme de
catégories entre :

1. La catégorie des représentations de G

2. La catégorie des modules sur HR (G).

On passe de l'une à l'autre par la formule :

π (φ)w =

∫
G

φ (h)π (h)w dµ×(h),

pour toute représentation (π,W ) de G et où φ ∈ HR (G) et w ∈ W .
D'après la proposition A.2.2 on a que Ω0 (X)K0 ' Ω0 (V ′) ' G′/K ′

0 en
tant que G′-modules.

Notons indi�éremment σ l'action de G, G′, ou des algèbres de Hecke
HR (G), HR (G′). Notons

e : HR (G′) −→ SR (X)
φ 7−→ σ (φ)1Λ0 =

∫
G′
φ (g′)1Λg′

dg′

où Λg′ = HomO (g′−1L′0, L0). La fonction 1Λ0 est invariante sous l'action de
K0 et donc e induit un G′-morphisme e : HR (G′) → SR (X)K0 .

Le théorème A.2.3 s'écrit alors :
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Théorème. Le morphisme e : HR (G′) → SR (X)K0 est surjectif, i.e. SR (X)K0

est un HR (G′)-module cyclique de générateur 1Λ0.

Démonstration. On utilise que, si L′1 = g′−1 (L′0) alors

1Hom(L′1,L0) = σ (g′)1Λ0 .

A.2.5. Démonstration du théorème A.2.3. Notons Λn = HomO (L′0, L0$
n) =

HomO (L′0$
−n, L0). Les Λn forment une base des voisinages K0-invariants de

0 dans X.
L'idée de la démonstration du théorème A.2.3 est la suivante : de la même

façon que l'espace SR (X) est engendré par les fonctions caractéristiques des
ensembles ouverts compacts de X, on va décrire un ensemble de fonctions
qui engendre l'espace SR (X)K0 en tant que R-espace vectoriel. Il su�ra de
montrer le théorème pour une fonction dans cet ensemble, i.e. il su�ra de
montrer que toute fonction dans cet ensemble est de la forme σ (φ)1Λ0 avec
φ ∈ HR(G′).

Proposition. Soit K un sous-groupe compact de G. Pour tout f ∈ SR (X)K

il existe θ1, . . . , θr des K-orbites dans X, et i1, . . . , ir ∈ N tels que f =
r∑
j=1

αj1θj+Λij
, avec αj ∈ R.

Démonstration. Soit f ∈ SR (X)K . Comme f est localement constante et
K compact, pour toute K-orbite θ dans X, il existe n ∈ N tel que f est
constante sur θ+ Λn. Les ensembles de la forme θ1 + Λn1 et θ2 + Λn2 sont ou
bien disjoints ou bien l'un contient l'autre. Ainsi, pour tout α ∈ R, l'ensemble
des g ∈ G tels que f(g) = α est une union �nie et disjointe d'ensembles de
la forme θi + Λni

, d'où la proposition.

Il su�t donc de montrer le théorème pour une fonction de la forme 1θ+Λ

avec Λ = HomO (L′, L0) , L
′ ∈ Ω (V ′) , et θ une K0-orbite dans X.

A.2.6. Décrivons maintenant l'allure d'un ensemble de la forme θ + Λ. Soit
T0 ∈ θ et posons B = T−1

0 (L0) ∩ L′. Alors,

θ + Λ ⊂ HomO (B,L0) .

En e�et, si T1 ∈ θ, il existe k ∈ K0 tel que kT1 = T0 ; ainsi T1 (B) ⊂ L0 et
donc T1 + Λ ⊂ HomO (B,L0).
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D'après le théorème A.1.3, il existe une décomposition V ′ = V ′
1 ⊕V ′

2 telle
que :

B = (B ∩ V ′
1)⊕ (B ∩ V ′

2) L′ = (L′ ∩ V ′
1)⊕ (L′ ∩ V ′

2)
B ∩ V ′

1 ⊂ (L′ ∩ V ′
1)$ B ∩ V ′

2 = L′ ∩ V ′
2 .

Pour tout T ∈ HomO (B,L0), on note

T : B/B$ → L0/L0$

sa réduction et
E = (B ∩ V ′

1) / (B ∩ V ′
1)$,

vu comme sous-espace vectoriel de B/B$.

Lemme.

θ + Λ =
{
T ∈ HomO (B,L0) : T injectif sur E

}
.

Démonstration. Soit T ∈ θ + Λ. Alors il existe λ ∈ Λ et k ∈ K0 tels que

(λ+ kT0) = T.

Ainsi, si
(λ+ kT0) (b) = l0$

où b ∈ B ∩ V ′
1 et l0 ∈ L0, alors, puisque B ∩ V ′

1 ⊂ (L′ ∩ V ′
1)$, il existe

l′1 ∈ L′ ∩ V ′
1 tel que b = l′1$ et donc

(λ+ kT0) (l′1$) = l0$

et donc (λ+ kT0) (l′1) = l0. Ainsi l′1 ∈ T−1
0 (L0) ∩ L′ ∩ V ′

1 = B ∩ V ′
1 et donc

b ∈ (B ∩ V ′
1)$, et donc T est injectif.

Réciproquement, si T1 ∈ HomO (B,L0) et T1 est injective sur E, par
A.1.4, il existe k ∈ K0 tel que kT1 = T sur V ′

1 . Notons λ = kT1 − T ∈ Λ et
voyons que λ ∈ Λ = HomO (L′, L0). En e�et,

λ (L′) = λ ((L′ ∩ V ′
1)⊕ (L′ ∩ V ′

2))

= λ (L′ ∩ V ′
2)

= λ (B ∩ V ′
2)

⊂ L0.
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A.2.7. En changeant f par f (g′·), avec g′ bien choisi, on peut bien supposer
(cf. A.1.5) B = L′0. On garde les notations du paragraphe précédent.

Posons d'un autre côté :

B1 =
{
T ∈ HomO (L′0 ∩ V ′

1 , L0) : T injective
}
.

Ainsi
θ + Λ = B1 + HomO (L′0 ∩ V ′

2 , L0) .

Or, par l'isomorphisme

SR (X) ' SR (HomD (V ′
1 , V ))⊗ SR (HomD (V ′

2 , V )) ,

où

1θ+Λ s'envoie sur 1B1 ⊗ 1HomO(L′0∩V ′2 ,L0) et

1Λ0 s'envoie sur 1HomO(L′0∩V ′1 ,L0) ⊗ 1HomO(L′0∩V ′2 ,L0),

on voit qu'il su�t de montrer le cas où V ′
2 = {0} ; en e�et, si 1B1 =

σ(φ)1HomO(L′0∩V ′1 ,L0) avec φ ∈ SR (HomD (V ′
1 , V )), alors 1θ+Λ = σ(φ⊗ 1)1Λ0 .

On doit donc juste exprimer la fonction caractéristique de{
T ∈ Λ0 : T est injectif

}
en fonction des 1Λ, Λ ∈ Ω (X)K0 .

Notons fi la fonction caractéristique de l'ensemble

suppfi =
{
T ∈ Λ0 : T est de rang i

}
.

On s'intéresse à fm où m = dimD V
′. On a

1Λ0 =
m∑
i=0

fi

1Λ1 = f0.

L'idée est la suivante : on va trouver d'autres équations reliant les fi pour
conclure que fm est une combinaison linéaire des fonctions caractéristiques
de la forme 1Λ, Λ ∈ Ω (X)K0 .

Pour tout réseau L′ ⊂ V ′ tel que L′0 ⊂ L′ ⊂ L′0$
−1, d'après le théorème

A.1.3, L′ est déterminé par son image dans V ′ = (L′0$
−1) /L′0. Il est clair

que
HomO (L′, L0) ∩ supp fi 6= {0} ⇔ codim

(
L′/L′0, V

′
)
≥ i (a)
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et, si T ∈ Λ0, alors T ∈ HomO (L′, L0) si et seulement si L′/L′0 ⊂ kerT .
Notons

Ci =
{
L′ ∈ Ω (V ′) : L′0 ⊂ L′ ⊂ L′0$

−1, codim
(
L′/L′0, V

′
)

= i
}
,

gi =
∑
L′∈Ci

1HomO(L′,L0).

Puisque chaque fonction 1HomO(L′,L0), L′ ∈ Ci peut être écrite sous la
forme σ(g′)1HomO(L′0,L0) avec g′ ∈ G′, on a que

gi ∈ σ (SR (G′))1Λ0 .

Proposition. Il existe aij ∈ R tels que

gi = fi +
∑
i>j

aijfj.

Démonstration. En e�et, la valeur de gi en T ∈ Λ0 est, par dé�nition, le
nombre (modulo l) des L′ ∈ Ci tel que T ∈ HomO (L′, L0), i.e. c'est le
nombre de sous-espaces de (L′0$

−1) /L′0 de codimension plus grande ou égale
à i contenus dans kerT ; ce qui ne dépend que du rang de T

1. Si rang
(
T
)

= i alors il n'y a qu'un seul tel sous-espace, à savoir, kerT .

2. Il y a aij =
(qm−j−1)(qm−j−1−1)...(qm−i+1−1)

(qi−j−1)(qi−j−1−1)(q−1)
sous-espaces de dimension

m− i dans un espace de dimension m− j dé�ni sur kD.

Ainsi

gi(T ) = fi (T ) +
∑
i>j

aijfj (T ) ,

où les aij sont dé�nis par la formule précédente.

On inverse les équations de la proposition : il existe donc bij ∈ R tels que

fi = gi +
∑
i>j

bijgj.

Comme gi ∈ σ (SR (G′))1Λ0 , on trouve �nalement fi ∈ σ (SR (G′))1Λ0 ce qui
achève la preuve du théorème A.2.3.

A.2.8. On voudrait maintenant généraliser ce théorème à tout sous-groupe
compact (non nécessairement maximal) de G.
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Soit L ⊂ L0 un sous-réseau. On rappelle (cf. A.1.7) qu'on note

JL = JL,L0 = {g ∈ KL0 : (g − 1)L0 ⊂ L} ⊂ KL0 ∩KL.

On veut calculer, de même, un système de générateurs de SR(X)JL en tant
que G′-module. Or, SR(X)JL est engendré en tant que R-espace vectoriel,
d'après la proposition A.2.5 appliquée à JL, par les fonctions caractéristiques
des ensembles de la forme θ + Λn où θ est une JL-orbite dans X et Λn =
HomO (L′0, L$

n) est un voisinage (aussi petit que l'on veut) de 0 dans X.
Le premier pas est donc de trouver une description explicite des JL-orbites θ
comme dans les paragraphes précédents. On le fera dans A.2.9.

Après, dans A.2.10, on calculera un système de générateurs de SR(X)JL en
tant que G′-module. L'espace SR(X)JL est beaucoup plus grand que SR(X)K

à cause de la redondance de vecteurs �xés par des sous-groupes compacts
contenus dans K et qui contiennent strictement JL et on verra qu'il n'est pas
G′-cyclique (en général).

A.2.9. Soient T et T ′ deux éléments de X.

Lemme. T et T ′ appartiennent à la même JL-orbite si, et seulement si :

1. T−1 (L0) = T ′−1 (L0) et T−1 (L) = T ′−1 (L) .

2. T et T ′ induisent des morphismes égaux

T, T ′ : T−1 (L0) /T
−1 (L) → L0/L.

Démonstration. Supposons T ′ = jT avec j ∈ JL. Puisque JL laisse invariant
L0 et L, il est clair que

T−1 (L0) = T ′−1 (L0) T−1 (L) = T ′−1 (L) .

Comme (j − 1)L0 ⊂ L, on a (j − 1)T ∈ Hom (T−1 (L0) , L), i.e.

T + Hom
(
T−1 (L0) , L

)
= T ′ + Hom

(
T ′−1 (L0) , L

)
,

i.e. T et T ′ induisent des morphismes égaux

T, T ′ : T−1 (L0) /T
−1 (L) → L0/L.

Réciproquement, supposons que T, T ′ ∈ X satisfont à 1. et 2. et montrons
qu'ils sont dans la même JL-orbite. Puisque

kerT = T−1 ({0}) = T−1

(⋂
n≥0

(L0$
n)

)
=
⋂
n≥0

(
T−1 (L0)$

n
)
,



A.2. LA REPRESENTATION MÉTAPLECTIQUE σ 159

la condition 1. implique que kerT = kerT ′ et donc les deux morphismes se
factorisent via kerT dans Hom (V ′/ kerT, V ) . La condition T = jT ′ dans X
équivaut à la condition T = jT ′ dans Hom (V ′/ kerT, V ), et ainsi, on peut se
ramener au cas où T et T ′ sont injectifs. On peut donc supposer que T−1 (L0)
est un réseau. Notons

T : T−1 (L0) /T
−1 (L0)$ → L0/L0$,

T ′ : T−1 (L0) /T
−1 (L0)$ → L0/L0$.

les réductions respectives. Montrons que T et T sont aussi injectifs : si T (x) =
T ′
(
x′
)
, on relève x et x′ en x et x′ respectivement et on a que T (x− x′) ∈

L0$ et donc (x− x′)$−1 ∈ T−1 (L0) d'où x−x′ ∈ T−1 (L0)$ et donc x = x′.
Soit {v1, . . . , vm} une base de T−1 (L0),

{
T (v1), . . . , T (vm)

}
sont donc in-

dépendants sur kD et on peut donc trouver une base de L0/L0$ qui prolonge
ces éléments. On relève et on trouve :

{T (v1), . . . , T (vm), u1, . . . , us}

une base de L0 et, en agissant de la même façon avec T ′,

{T ′(v1), . . . , T
′(vm), w1, . . . , ws} ,

une autre base de L0.
Supposons T = T ′. Ainsi, on peut supposer

{T (v1), . . . , T (vm)} = {T ′(v1), . . . , T
′(vm)} ,

on peut alors prendre ui = wi pour i = 1, . . . , s et, si l'on dé�nit j : L0 → L0

par

j (T (vi)) = T ′(vi) j(ui) = ui,

la condition (2) implique que T (vi) = T ′(vi) mod L ,i.e. j est l'identité sur
L0/L, c'est-à-dire, j ∈ JL. Mais, jT = T ′ par construction ; cela achève la
preuve dans ce cas.

Ceci nous permet de travailler dans des espaces vectoriels où on a toute
l'algèbre linéaire à notre disposition. Il su�t juste de montrer maintenant,
d'après ce qui précède, qu'il existe j ∈ JL tel que

jT = T ′.

La condition (2) veut dire que T et T ′ coïncident sur T−1 (L0) /T
−1 (L)

modulo L donc, si L ⊂ L0$, on a bien que T = T ′.
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Sinon,M = L/ (L ∩ L0$) s'identi�e à un sous-espace non nul de L0/L0$.
Prenons une base z1, . . . , zr de cet espace et relevons-la en z1, . . . , zr en des
éléments de L. Soit aussi z′1, . . . , z′s une base d'un complémentaire M

c
de

M dans L0/L0$ et relevons-la en des éléments z′1, . . . , z
′
s de L.

Notons M le sous-module de L engendré par z1, . . . , zr et P (M) le sous-
groupe de K qui agit trivialement sur L0/M . Puisque M ⊂ L on a bien que
P (M) est un sous-groupe de JL.

On note aussi P
(
M
)
l'image du morphisme P (M) → GL (L0/L0$).

P
(
M
)
agit trivialement surM

c
et, par algèbre linéaire de base, deux éléments

v, v′ ∈ L0/L0$ sont dans la même P
(
M
)
-orbite s'ils coïncident sur M

c
. (En

fait P
(
M
)
c'est le sous-groupe de GL (L0/L0$) qui agit trivialement sur

(L0/L0$) / (L/ (L ∩ L0$)) ' L0/ (L+ L0$).)
Or, à nouveau, par la condition (2) T et T ′ coïncident sur M

c
et donc T

et T ′ sont dans la même P
(
M
)
-orbite, i.e. il existe p ∈ P (M) ⊂ JL tel que

pT = T ′ ce qui achève �nalement la preuve du lemme.

A.2.10. On va appliquer ce lemme pour trouver des générateurs de l'espace
SR (X)JL .

Proposition. Pour tout L ⊂ L0, SR (X)JL est engendré par les fonctions
caractéristiques des ensembles de la forme T + Hom(L′, L) avec L′ ⊂ L′0 un
réseau et T ∈ Hom(L′, L0).

Démonstration. D'après la proposition A.2.5, comme dans la preuve du théo-
rème A.2.3, il su�t de montrer que toute fonction de la forme 1θ+Λn avec θ une
JL-orbite dansX et Λn de la forme Λn = HomO (L′0, L$

n) = HomO (L′0$
−n, L),

peut être écrit sous la forme∑
g′i∈G′,1≤i≤r

φ (g′i)1T+Hom(L′i,L),

où L′i = L′0g
′−1 est un sous-réseau pour 1 ≤ i ≤ r et φ (g′i) ∈ R. Puisque,

pour tout m > n, une fonction de la forme 1θ+Λn est une somme �nie de
fonctions de la forme 1θ+Λm , on peut supposer n aussi grand que l'on veut.

Fixons T ∈ θ. Montrons qu'on peut choisir V ′
1 ⊂ V ′ tel que

V ′
1 ⊕ T−1 (0) = V ′ et L′0 =

(
L′0 ∩ T−1 (0)

)
⊕ (L′0 ∩ V ′

1) .

En e�et, considérons l'injection canonique (L′0 ∩ T−1 (0)) ↪→ L′0. Elle passe
au quotient donnant une injection(

L′0 ∩ T−1 (0)
)
/
(
L′0 ∩ T−1 (0)

)
$ ↪→ L′0/L

′
0$.
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Soit {l1, . . . , lt} une base de (L′0 ∩ T−1 (0)) et notons
{
l1, . . . , lt

}
sa réduction

dans (L′0 ∩ T−1 (0)) / (L′0 ∩ T−1 (0))$. On prolonge l'ensemble
{
l1, . . . , lt

}
en{

l1, . . . , lt, l′1, . . . , l
′
s

}
une base de L′0/L

′
0$. On la relève (cf. proposition A.1.4)

en une base {l1, . . . , lt, l′1, . . . , l′t} de L0. On peut prendre V ′
1 le sous-espace de

V ′ engendré par {l′1, . . . , l′t}.
Ainsi T est injectif dans V ′

1 et T−1 (L0) ∩ V ′
1 est un réseau de V ′

1 .
On va choisir n su�samment grand pour que

T−1 (L0) ∩ V ′
1 ⊂ L′0$

−n+1. (a)

On rappelle que l'on veut décrire la fonction 1θ+Λn .

Lemme. Avec ces conditions, si T ′ ∈ θ + Λn,

T ′−1 (L0) ∩ V ′
1 = T−1 (L0) ∩ V ′

1 . (b)

En particulier, tout T ′ ∈ θ + Λn sera injectif dans V ′
1 .

Démonstration. Si x′ ∈ T−1 (L0) ∩ V ′
1 alors x′ ∈ L′0$−n+1 et donc pour tout

k ∈ JL et tout λ ∈ Λn,

(kT + λ) (x′) ∈ L0 + L$ ⊂ L0.

Inversement, soit x′ ∈ V ′
1 tel que

(kT + λ) (x′) = l0 ∈ L0.

Soit p = max {i ∈ Z : x′ ∈ L′0$i} et l′0 ∈ L′0 tel que x′ = l′0$
p. ainsi

(kT + λ) (l′0$
p) = l0

et donc il existe l1 ∈ L0 tel que

kT (l′0$
p) = l0 + l1$

p+n.

Supposons p+ n < 0. Alors

x′ = l′0$
p ∈

(
T−1 (L0) ∩ V ′

1

)
$p+n ⊂ L′0$

p+1,

par (a), ce qui est absurde.
On a alors p+ n ≥ 0 et kT (x′) ∈ L0, donc T (x′) ∈ L0.

On va décrire maintenant, à l'aide du lemme A.2.9, l'ensemble θ + Λn.
Posons

A =
(
T−1 (0) ∩ L′0$−n)⊕ (T−1 (L0) ∩ V ′

1

)
.
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Lemme. Avec ces notations

θ + Λn = {T ′ ∈ T + HomO (A,L) , T ′ satisfait à (b)} . (c)

Démonstration. L'ensemble A est construit pour que

Λn ⊂ HomO (A,L) ,

et, d'après le lemme A.2.9, pour que

θ ⊂ T + HomO (A,L) ,

et donc

θ + Λn ⊂ T + HomO (A,L) .

De plus, d'après le lemme précédent, tous les T ′ ∈ θ+Λn véri�ent l'équation
(b), d'où l'inclusion

θ + Λn ⊂ {T ′ ∈ T + HomO (A,L) , T ′ satisfait à (b)} .

Réciproquement, soit T ′ ∈ T + HomO (A,L) qui satisfait à (b). Puisque
HomO (T−1 (0) ∩ L′0$−n, L) ⊂ Λn, il su�t de montrer que, si T ′ ∈ T +
HomO (T−1 (L0) ∩ V ′

1 , L) satisfait à (b), alors T ′ ∈ θ, i.e. T ′ satisfait aux
conditions 1. et 2. du lemme A.2.9.

La condition 1. est véri�ée grâce par l'équation (b). Puisque T ′ ∈ T +
HomO (T−1 (L0) ∩ V ′

1 , L) on a que T et T ′ induisent des morphismes égaux

T, T ′ : T−1 (L0) /T
−1 (L) → L0/L.

Continuons avec la preuve de la proposition A.2.10. On veut montrer que
la fonction caractéristique d'un ensemble de la forme (c) peut s'écrire comme
une combinaison linéaire des translatés par G′ des fonctions caractéristiques
des ensembles de la forme T + Hom(L′, L) avec L′ ⊂ L′0 un réseau et T ∈
Hom(L′, L0). On a deux cas :

Premier cas L ⊂ L0$.

Lemme. Sous cette hypothèse

θ + Λn = T + HomO (A,L) .
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Démonstration. Soit T ′ ∈ T + HomO (T−1 (L0) ∩ V ′
1 , L). Il su�t de voir que,

quand L ⊂ L0$, T ′ et T sont alors dans la même JL orbite. Mais quand
L ⊂ L0$, les réductions

T : T−1 (L0) /T
−1 (L0)$ → L0/L0$,

T ′ : T−1 (L0) /T
−1 (L0)$ → L0/L0$,

coïncident ce qui montre, comme dans la preuve du lemme A.2.9, que T ′ et
T sont dans la même JL orbite.

Ceci achève la preuve de la proposition dans ce cas.
Deuxième cas L * L0$.
On utilise alors à nouveau le théorème A.1.3 pour trouver une décompo-

sition
V ′

1 = V ′
2 ⊕ V ′

3

telle que

T−1 (L0) ∩ V ′
1 = T−1 (L0) ∩ V ′

2 ⊕ T−1 (L0) ∩ V ′
3

T−1 (L) ∩ V ′
1 = T−1 (L) ∩ V ′

2 ⊕ T−1 (L) ∩ V ′
3

T−1 (L0) ∩ V ′
3 = T−1 (L) ∩ V ′

3

T−1 (L0) ∩ V ′
2 ⊂

(
T−1 (L) ∩ V ′

2

)
$.

Avec cette décomposition θ + Λn devient l'ensemble des T ′ ∈ X satisfaisant
aux trois conditions suivantes :

1. T ′|T−1(0) ∈ HomO (T−1(0) ∩ A,L) ,

2. T ′|V ′2 ∈ T + HomO (V ′
2 ∩ A,L) , d'après le lemme précédent

3. T ′−1 (L0) ∩ V ′
3 = T ′−1 (L) ∩ V ′

3 = A ∩ V ′
3 .

Notons T ′1 = T ′|T−1(0) ∈ HomD (T−1(0), V ), T ′2 = T ′|V ′2 ∈ HomD (V ′
2 , V ),

T ′3 = T ′|V ′3 ∈ HomD (V ′
3 , V ).

La fonction T ′ = T ′1 ⊕ T ′2 ⊕ T ′3. Puisque T
′
1 et T ′2 sont des ensembles

comme ceux de l'énoncé de la proposition, il ne nous reste à prouver que l'on
peut aussi exprimer la fonction caractéristique de l'ensemble T ′3 comme une
combinaison linéaire des translatés par G′ des fonctions caractéristiques des
ensembles de cette forme. En e�et, si

T ′3 ∈ T +
∑
L′⊂L′0

Hom(L′, L),

on aurait que,

T ′ ∈ T + HomO
(
T−1(0) ∩ A,L

)
+ HomO (V ′

2 ∩ A,L) +
∑
L′⊂L′0

Hom(L′, L).



164 ANNEXE A. UNE AUTRE PREUVE DE LA CORRESPONDANCE

et donc
T ′ ∈ T +

∑
L′⊂L′0

Hom(L′, L).

Ainsi, on peut se ramener au cas où V ′ = V ′
3 , c'est-à-dire, on veut montrer

que la fonction caractéristique de l'ensemble

C =
{
T ∈ HomO (A,L) : T : A/A$ → L0/L0$ soit injective

}
,

est une combinaison linéaire des fonction du type de l'énoncé de la proposi-
tion.

Soit B ⊂ V ′ un réseau tel que $A ⊂ B ⊂ A. Alors B/$A est un
sous-espace de A/A$. Pour tout T ∈ HomO (A,L), il est clair que T ∈
HomO (B,L0$) si, et seulement si B/A$ ⊂ kerT .

Par la même procédure que dans la démonstration des théorèmes A.2.3 et
A.2.4, on trouve que la fonction caractéristique de C peut être écrite comme
la somme des fonctions caractéristiques des ensembles

HomO (A,L) ∩ HomO (B,L0$) , (d)

avec des B tels que A$ ⊂ B ⊂ A.
Il nous reste donc a montrer que les fonctions caractéristiques de tels

ensembles (d) peuvent être écrites sous la forme de l'énoncé de la proposition.
Remarquons que

HomO (B,L0$) = HomO
(
B$−1, L0

)
.

Puisque L ⊂ L0 on a aussi

HomO
(
B$−1, L

)
⊂ HomO

(
B$−1, L0

)
et puisque A ⊂ B$−1, on a aussi

HomO
(
B$−1, L

)
⊂ HomO (A,L) .

Ainsi,

HomO
(
B$−1, L

)
⊂ HomO (A,L) ∩ HomO (B,L0$) ⊂ HomO

(
B$−1, L0

)
.

La première inclusion implique qu'un réseau de la forme (d) est une union
disjointe des ensembles de la forme T + HomO (B$−1, L) et la deuxième
inclusion nous dit que de plus T ∈ HomO (B$−1, L0) et donc ces ensembles
sont de la forme spéci�ée dans l'énoncé de la proposition ce qui achève sa
preuve.
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A.2.11. Posons pour simpli�er les notations S = SR (X). Pour trouver
l'énoncé d'un théorème similaire aux théorèmes A.2.3 et A.2.4 pour les JL il
faut tenir compte de deux faits :

1. Si L2 ⊂ L1 alors JL2 ⊂ JL1 et donc S
JL1 ⊂ SJL2 .

2. Quand JL2 est très petit, le module SJL2 devient très compliqué parce
qu'il y a trop de redondance : en e�et, le G-module engendré par les
JL2-invariants contient des JL1-invariants que l'on connaît déjà.

L'espace SJL est unG′×HR (G, JL)-module. Notons 0SJL le sous-HR (G, JL)-
module de SJL engendré par les sous-espaces SJL1 avec L ( L1 ⊂ L0. L'espace
0SJL est aussi un G′ ×HR (G, JL)-module et on pose

z (X;L) = SJL/0SJL .

Remarquons, d'un autre côté, que, si L′ est un réseau quelconque dans
V ′ et T ∈ HomO (L′, L0), T + HomO (L′, L) est invariant par JL. En e�et, si
j ∈ JL, on a

j (T + HomO (L′, L)) = T + (j − 1)T + HomO (L′, L) = T + HomO (L′, L) ,

car (j − 1)T ∈ HomO (L′, L) .

Théorème. Soit T0 ∈ X tel que T0 (L′0) ⊂ L0 et

T0 (L′0) + L = L0, (a)

et soit B′ est un réseau quelconque de V ′. L'espace z (X;L) est un G′-module
cyclique de générateur la fonction caractéristique de T0 + HomO (B′, L).

Remarque. Quand L = L0 et T0 = 0, on retrouve le théorème A.2.4.

Démonstration. Soit A ⊂ V ′ un réseau quelconque et T ∈ HomO(A,L0).
Pour prouver le théorème il su�t, d'après la proposition A.2.10, de montrer
deux choses :

1. Si T (A)+L = L0, alors il existe g′ ∈ G′ tel que (T0 + HomO(B′, L)) g′ =
T + HomO(A,L)

2. Si T (A) + L 6= L0, alors il existe g ∈ G tel que g (T + HomO(A,L))
soit invariant par JL1 avec L ( L1 ⊂ L0.

Prouvons d'abord 2. Soit g ∈ G tel que g (L+ T (A)) = L0 (cf. A.1.5).
Puisque on peut voir (L+ T (A)) /L comme un sous-module et un quotient
de L0/L, on peut s'arranger pour que g (L) ⊃ L.
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Or, g (T + HomO(A,L)) = gT + HomO(A, g (L)) et puisque

# (g (L) /L) = # (L0/ (L+ T (A))) > 1,

on voit que g (L) ) L et gT + HomO(A, g (L)) est invariant par Jg(L) ce qui
achève la démonstration de 2.

Pour montrer 1 prenons une O-base y1, . . . , ym de L0 tel que ai+1 ≤ ai,
{$aiyi}i=1,...,m soit une base de L avec ai > 0 pour i ≤ i0 et ai = 0 si i > i0
(cf. A.1.3).

Si T (A) + L = L0, alors pour chaque i ≤ i0 on peut trouver xi ∈ A tel
que T (xi) = yi + li avec li ∈ L.

Puisque les réductions des yi pour i ≤ m forment une base de L0/ (L+ L0$),
les réduites xi forment une base de A/ ((T−1(L) ∩ A) + A$). On peut donc
prolonger les xi en une base x1, . . . , xi0 , xi0+1, . . . , xn de A telle que pour
i > i0 xi ∈ T−1 (L). C'est alors clair que, si l'on pose

T̃ (xi) =

{
yi i ≤ i0,

0 i > i0,

on a que T̃ ∈ HomO(A,L0) et T + HomO(A,L) = T̃ + HomO(A,L).
De cette égalité on conclut que G′ agit transitivement sur les ensembles

de la forme
T + HomO(A,L) avec T (A) + L = L0.

En e�et si T1 + HomO(A1, L) et T2 + HomO(A2, L) sont deux tels en-
sembles et {xi,1} et {xi,2} sont les bases de A1 et A2 construites ci-dessus,
l'élément g′ ∈ G′ qui envoie xi,1 vers xi,2, envoie T1 + HomO(A1, L) vers
T2 + HomO(A2, L). Ceci achève la démonstration du théorème A.2.11.

A.2.12. Si l'on veut récrire le théorème en termes du théorème A.2.4, posons

L′ = T−1
0 (L) ∩ L′0. (a)

L'équation A.2.11(a) équivaut simplement au fait que T0 induit un isomor-
phisme de O-modules de L′0/L

′ en L0/L. En particulier, on a

[L0, L] = [L′0, L
′] . (b)

Notons
fL,L′ = 1T0+HomO(L′,L) (c)

la fonction caractéristique de T0 + HomO (L′, L).
Le théorème A.2.11, pour B′ = L′, devient alors :
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Théorème. Soient T0 ∈ HomO (L′0, L0) et L ⊂ L0 tel que

T0(L
′) ⊂ L

et T0 induise un isomorphisme de O-modules

L′0/L
′ ' L0/L.

(ce qui équivaut à T0(L
′
0) + L = L0.) Alors le morphisme naturel

eL,L′ : HR (G′) → z (X;L)
φ 7−→ σ (φ) fL,L′

où fL,L′ = 1T0+HomO(L′,L), est surjectif.

Démonstration. En e�et, la condition

L′0/L
′ ' L0/L.

équivaut à T0(L
′
0) + L = L0.

A.2.13. Fixons maintenant L, T0 et L′ satisfaisant aux conditions du théo-
rème précédent et notons J ′L′ le sous-groupe de K

′
0 donné par

J ′L′,L′0 = J ′L′ = {g′ ∈ K ′
0 : (g′ − 1)L′0 ⊂ L′} ⊂ K ′

0,

fL,L′ est J ′L′-invariant ; notons aussi z (X;L′) le HR (G′, J ′L′) × G-module
dé�ni de façon naturelle. Les calculs dans la preuve du théorème A.2.11
étant symétriques en G et G′, il est évident que le théorème A.2.12 pour L′

s'écrit :

Théorème. Soit T0 ∈ HomO (L′0, L0) tel que, si l'on pose

L = T0 (L′) ,

T0 induise un isomorphisme de O-modules

L′0/L
′ ' L0/L.

Alors le morphisme naturel

eL,L′ : HR (G) → z (X;L′)
φ 7−→ σ (φ) fL,L′

où fL,L′ = 1T0+HomO(L′,L), est surjectif.
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A.3 Démonstration du théorème de Howe

A.3.1. Supposons l banal. Soit (π,W ) une R-représentation irréductible de
G.

Théorème. Si (π′,W ′) est une représentation irréductible de G′ tel que W ⊗
W ′ soit un quotient de σ. Alors (π′,W ′) est unique à isomorphisme près et,
on a de plus

dim (HomG×G′ (σ,W ⊗W ′)) = 1.

Si l'on suppose dimV ≤ dimV ′, l'existence d'une telle représentation
(π′,W ′) est donnée par les arguments de la section 5.7.

A.3.2. Pour l'unicité on a encore besoin d'un dernier lemme.

Lemme. Soient (π1,W1) , (π2,W2) deux R-représentations admissibles non
nulles de G et G′ telles qu'il existe p : SR(X) → W1 ⊗ W2 surjectif. Soit
L ⊂ L0 un réseau tel que W JL

1 6= {0} et [L0 : L] soit minimal. Soit T ∈
HomO (L′0, L0) satisfaisant à A.2.12(a) et posons L′ dé�nie par A.2.12(a).

Alors W
J ′

L′
2 6= {0} et il existe e ∈ W JL

1 ⊗W
J ′

L′
2 tel que

W JL
1 ⊗W

J ′
L′

2 = HR (G, JL) e = HR (G′, J ′L′) e.

Démonstration. Puisque l est banal (c'est ici et juste ici où on utilise l'hy-
pothèse de banalité) JL et J ′L′ sont de pro-ordre inversible dans R. Ainsi p
induit un morphisme surjectif de HR (G, JL)×G′-modules

SJL → W JL
1 ⊗W2 = (W1 ⊗W2)

JL .

D'après la maximalité de L, si x ∈ SJL2 avec L ( L2 ⊂ L0 on a que p (x) =
0 et donc p passe au quotient, donnant un morphisme surjectif HR (G, JL)×
G′-modules :

p : z (X;L) → (W1 ⊗W2)
JL .

Ainsi (W1 ⊗W2)
JL contient p(fL), un vecteur JL × J ′L′-invariant, d'où

W
J ′

L′
2 6= {0}.
Le morphisme de G×HR (G′, J ′L′)-modules

p′ : SJ
′
L′ → (W1 ⊗W2)

J ′
L′

est donc non nul et surjectif.

Montrons que 0SJ
′
L′ appartient au noyau de p′. En e�et, s'il existe x ∈ S

J ′
L′2

avec L′ ( L′2 ⊂ L′0 avec p
′(x) 6= 0 et [L′0, L

′
2] minimal, alors on aurait un mor-

phisme de G×HR

(
G′, J ′L′2

)
-modules non nul p′2 : z (X;L′2) → (W1 ⊗W2)

J ′
L′2
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et donc fL′2 ∈ (W1 ⊗W2)
J ′

L′2 un vecteur JL2 invariant où L2 ⊂ L0 est un ré-
seau, qui véri�e, par A.2.11(b),

[L0, L2] = [L′0, L
′
2] < [L′0, L

′] = [L0, L]

ce qui est absurde par hypothèse.
Ainsi p′ passe au quotient et donne un morphisme surjectif non nul de

G×HR (G′, J ′L′)-modules :

p′ : z (X;L′) → (W1 ⊗W2)
J ′

L′ .

En prenant les J ′L′-vecteurs �xes (resp. les JL-vecteurs �xes) p (resp.
p′) induit un morphisme surjectif de HR (G′, J ′L′)-modules (resp. HR (G, JL)-
modules) :

p : z (X;L)J
′
L′ → (W1 ⊗W2)

JLJ
′
L′

(resp p′ : z (X;L′)
JL → (W1 ⊗W2)

J ′
L′JL ).

On rappelle (cf. 2.1.13) que, si K et de pro-ordre inversible dans R alors
le foncteur V 7→ V K envoie tout G-module cyclique en un HR (G,K)-module
cyclique.

Ainsi z (X;L)J
′
L′ est un HR (G′, J ′L′)-module cyclique et z (X;L′)JL est

un HR (G, JL)-module cyclique, les deux engendrés par la fonction fL,L′ .
Puisque p (resp. p′ est surjectif, on conclut que (W1 ⊗W2)

JLJ
′
L′ est un

HR (G′, J ′L′)-module cyclique et un HR (G, JL)-module cyclique engendré par
p (fL,L′).

A.3.3. Le reste de la démonstration du théorème A.3.1 est juste une adap-
tation du paragraphe 5.I.9 de [MVW]. En e�et, �xons L ⊂ L0 un réseau
tel que W JL 6= {0} et [L0 : L] soit minimal, et supposons qu'il existe deux
représentations irréductibles W ′

1 et W
′
2 de G

′ telles que

Hom (σ,W ⊗W ′
i ) 6= 0,

pour i = 1, 2.
Posons W ′

0 = W ′
1 ⊕W ′

2, et notons p la projection

p : SR (X) → W ⊗W ′
0.

En particulier on a des projections

p1 : SR (X) → W ⊗W ′
1, p2 : SR (X) → W ⊗W ′

2
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et W
′J ′

L′
1 6= {0} 6= W

′J ′
L′

2 d'après le lemme précedent. On a

W JL ⊗W
′J ′

L′
0 = W JL ⊗W

′J ′
L′

1 ⊕W JL ⊗W
′J ′

L′
2 .

Soit P la projection sur le premier facteur. Alors P commute à l'action de
SR (G′) .

Lemme. Soit E un R-espace vectoriel, A et B deux sous-algèbres de EndR(E),
et e ∈ E. Supposons que A et B commutent et que E = Ae = Be. Alors A
est le commutant de B dans EndR(E), et vice-versa.

Démonstration. Soit g dans le commutant de B dans EndR(E). Soit a ∈ A
tel que ae = ge. Alors gbe = bge = bae = abe pour tout b ∈ B et donc
a = g.

D'après ce lemme et le lemme A.3.2, avecA = HR (G, JL), B = HR (G′, J ′L′)

E = W JL ⊗W
′J ′

L′
0 et e = p (fL), on trouve qu'il existe φ ∈ HR (G, JL) tel

que P = π1 (φ). Alors P
(
W JL ⊗W

′J ′
L′

0

)
=
(
π1 (φ)W JL

)
⊗ W

′J ′
L′

0 ne peut

pas être égal à W JL ⊗W
′J ′

L′
1 . Contradiction, qui achève la démonstration du

théorème.

A.3.4. Finissons cet appendice par quelques remarques importantes :

Remarque. Supposons toujours n = dimV ≤ dimV ′ = m et soit π une
représentation irréductible de G. Soit JL le plus grand sous-groupe compact
de Gn tel que π ait des vecteurs JL-invariants et supposons que JL ait un pro-
ordre inversible dans R. Supposons aussi que J ′L′ ait un pro-ordre inversible
dans R. Alors, il existe une unique représentation irréductible π′ de Gm telle
que

Hom (σ, π ⊗ π′) 6= 0

et, dans ce cas,
dim (Hom (σ, π ⊗ π′)) = 1.

En e�et, dans la preuve précédente, on n'a utilisé l'hypothèse de banalité que
pour s'assurer que JL et J ′L′ soient de pro-ordre inversible dans R.

Remarque. Si Hom (σ, π ⊗ π′) 6= 0, et JL est le plus grand sous-groupe
compact de Gn tel que π ait des vecteurs JL-invariants. Alors, si L′ est dé�ni
par A.2.12(a), J ′L′ est le plus grand sous-groupe compact de Gm tel que π′ ait
des vecteurs J ′L′-invariants. Ça nous donne des informations sur le transfert
du niveau par la correspondance thêta.
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